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はじめに

本章では，最適設計とはどのような数理的構造をもつ問題なのかを簡単な 2

つの問題をとりあげてみておきたい．

1. 1次元の線形弾性体に関する最適設計問題
2. 1次元の Stokes 流れ場に関する最適設計問題
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1.1 段つき1次元線形弾性体の最
適設計問題



§1.1 段つき 1次元線形弾性体の最適設計問題

図 1.1: 二つの断面積をもつ 1次元線形弾性体

最初に，力学システムの例として図 1.1 のような二つの断面積をもつ 1次元
線形弾性体をとりあげて，その最適設計問題とはどのように構成されるもの
かをみてみよう．

4 / 132



§1.1.1 状態決定問題

1次元弾性体について考える前に，力のつり合い方程式がポテンシャルエネ
ルギーの最小条件によって求められることを復習しておきたい [7]．まず，次
の例題でポテンシャルエネルギーの定義を確認しよう．

図 1.2: 1自由度ばね系 (上図は変形前，下図は力のつり合い状態)
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例題 1.1.1 (1自由度ばね系のポテンシャルエネルギー)

図 1.2 のような 1自由度ばね系に対して，k と p をそれぞればね定数と外力
(R 上のどこにあっても一定の力が発生する保存力) を表す正の実定数とす
る．u ∈ R を図 1.2 に示されるような復元力と外力がつり合いったときの変
位とし，

ku− p = 0

が成り立つと仮定する．このとき，u = 0 を基準にしたときのポテンシャル
エネルギー (弾性ポテンシャルエネルギー) を求めよ．
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解答 力学においてポテンシャルエネルギーは，仕事をする能力を表すエネルギー量
として定義される．u = 0 を基準にしたときのポテンシャルエネルギーは，不つり合
い力 kv − p (v は途中の変位を表す) を変位 v で 0 から u まで積分した

π (u) =

∫ u

0
(kv − p) dv =

1

2
ku2 − pu (1.1.1)

によって与えられる． □

ポテンシャルエネルギー π をもとにすれば，力のつり合い方程式はポテン
シャルエネルギーの停留条件

dπ

du
= ku− p = 0

によって与えられることになる．そのとき，π が最小になるのは
d2π

du2
= k > 0
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が成り立つためである．
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図 1.3: 2自由度ばね系

例題 1.1.2 (2自由度ばね系のポテンシャルエネルギー)

図 1.3 のような 2自由度ばね系を考える．k1 と k2 をばね定数を表す正の実
定数，p = (p1, p2)

⊤ ∈ R2 を外力を表す定ベクトル，u = (u1, u2)
⊤ ∈ R2 を

p とつり合い状態になったときの変位とする．このとき，u = 0R2 ((0, 0)⊤

を表す) を基準にしたときのポテンシャルエネルギーを求めよ．また，ポテ
ンシャルエネルギーの停留条件によって力のつり合い方程式を求めよ．
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解答 この系のポテンシャルエネルギーは，内部と外部のポテンシャルエネルギーを
足し合わせることにより，

π (u) =
1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2 (u2 − u1)

2 − (p1u1 + p2u2)

で与えられる．このとき，ポテンシャルエネルギーの停留条件
∂π

∂u1
= k1u1 − k2 (u2 − u1)− p1 = 0,

∂π

∂u2
= k2 (u2 − u1)− p2 = 0

によって力のつり合い方程式が得られる．これらの式は，(
k1 + k2 −k2

−k2 k2

)(
u1

u2

)
=

(
p1

p2

)
(1.1.2)

のようにかくことができる． □
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ポテンシャルエネルギーの最小条件によって力のつり合い方程式が得られ
ることが確認されたので，図 1.1 の 1次元線形弾性体にその条件を適用して
みよう．まず，外部のポテンシャルエネルギーは，例題 1.1.2 と同様に，

πE (u) = −p · u (1.1.3)

によって与えられる．
次に，内部ポテンシャルエネルギーを求めてみよう．x ∈ R を図 1.1 の断面

Γ0 を原点とする長さ方向の座標とする．このとき，x ∈ [0, 2l] における変位は

u (x) =

u1
x

l
x ∈ [0, l)

(u2 − u1)
x

l
+ 2u1 − u2 x ∈ [l, 2l]

(1.1.4)

で与えられると仮定する．すなわち，3次元的な変形は考えないと仮定する．
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力学において，力と変位，あるいは温度と熱量のように，現象を表す変数
間の関係を与える方程式は構成方程式あるいは構成則とよばれる．線形弾性
体の場合にはHooke 則が使われる．Hooke 則では，ひずみ (材料の変形率)

ε (u) =
du

dx
(1.1.5)

と応力 (単位面積当たりに作用する力) σ (u) が

σ (u) = eYε (u) (1.1.6)

によって関連づけられる．さらに，このような応力とひずみを用いて

w (u) =
1

2
σ (u) ε (u) (1.1.7)

によって定義される力学量はひずみエネルギー密度 (内部ポテンシャルエネル
ギー密度) とよばれる．w が単位体積当たりのエネルギーになっていること
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は，w の単位が国際単位系 (SI) で [Nm/m3] になることからも確認される．
これらの定義を用いれば，図 1.1 の 1次元線形弾性体における内部のポテン
シャルエネルギーは

πI (u) =

∫ l

0

w (u) a1 dx+

∫ 2l

l

w (u) a2 dx (1.1.8)

によって与えられる．
図 1.1 の 1次元線形弾性体に対する内部と外部のポテンシャルエネルギーが
式 (1.1.8) と式 (1.1.3) のように求められたので，全体のポテンシャルエネル
ギーは，u = 0R2 を基準にして，

π (u) = πI (u) + πE (u)

=
1

2

eY
l
a1u

2
1 +

1

2

eY
l
a2 (u2 − u1)

2 − p1u1 − p2u2 (1.1.9)
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で与えられる．したがって，π の停留条件は
∂π

∂u1

=
eY
l
a1u1 −

eY
l
a2 (u2 − u1)− p1 = 0,

∂π

∂u2

=
eY
l
a2 (u2 − u1)− p2 = 0

となる．これらの式は，

eY
l

(
a1 + a2 −a2
−a2 a2

)(
u1

u2

)
=

(
p1
p2

)
(1.1.10)

のようにかきかえられる．
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そこで，図 1.1 の 1次元線形弾性体に外力が作用したときの変位を決定する
問題を次のように定義しよう．
問題 1.1.3 (段つき 1次元線形弾性問題)

図 1.1 の 1次元線形弾性体に対して，l ∈ R (l > 0), eY ∈ R (eY > 0),

p ∈ R2 および a ∈ R2 が与えられたとき，

K (a)u = p (1.1.11)

を満たす u ∈ R2 を求めよ．ただし，式 (1.1.11) は式 (1.1.10) を表すものと
する．
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ここで，今後の展開を先取りして，問題 1.1.3 を別の形式で表現する方法に
ついてみておこう．問題 1.1.3 に対して，

LS (a,u,v) = v · (−K (a)u+ p) (1.1.12)

を状態決定問題に対する Lagrange 関数 (第 2章で定義する) とよぶことにす
る．ここで，u ∈ R2 は必ずしも問題 1.1.3 の解である必要はないとする．
v ∈ R2 は式 (1.1.11) に対する Lagrange 乗数とよばれるものとして導入され
た．状態方程式に対する Lagrange 乗数は随伴変数ともよばれる．このとき，
任意の v ∈ R2 に対して

LS (a,u,v) = 0 (1.1.13)

を満たす u ∈ R2 は，問題 1.1.3 の解と同値である．なぜならば，式 (1.1.11)

が成り立つならば，任意の v ∈ R2 に対して式 (1.1.13) が成り立ち，逆も成り
立つからである．
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任意の v ∈ R2 に対して式 (1.1.13) が成り立つ条件は，仮想仕事の原理とも
よばれる．その理由は，u の任意変動 du ∈ R2 (仮想変位) に対するポテン
シャルエネルギー

π (u) =
1

2
u · (K (a)u)− p · u

の停留条件は

dπ (u) = LS (a,u, du) = 0

で与えられるからである．
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§1.1.2 最適設計問題

状態決定問題が定義されたので，それを使って最適設計問題を構成しよう．
まず，評価関数を定義しよう．状態決定問題 1.1.3 の解 u に対して，

f0 (u) =
(
p1 p2

)(u1

u2

)
= p · u (1.1.14)

を平均コンプライアンスとよぶことにする．それに対して，

f1 (a) = l (a1 + a2)− c1 =
(
l l
)(a1

a2

)
− c1 (1.1.15)

を体積に対する制約関数とよぶことにする．ただし，c1 を体積の上限値を表
す正定数とする．
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これらの評価関数を用いて，図 1.1 の 1次元線形弾性体に対して問題 1.1.4

のような最適設計問題を考えよう．以下では，設計変数 a と状態変数 u の線
形空間をそれぞれ X = R2 と U = R2 とかいて，設計変数の線形空間およ
び状態変数の線形空間とよぶことにする．また，定数ベクトル
a0 = (a01, a02)

⊤ > 0R2 に対して，

D = {a ∈ X | a ≥ a0} (1.1.16)

を設計変数の許容集合とよぶ．本書では集合に対しては英文字やギリシャ文
字 (飾り文字も含む) の大文字を使うことにする．X, U および D の集合に対
する記号は，1.3 節でも，第 7章以降の関数空間上の最適設計問題でも，同様
の意味をもつ集合に対する記号として用いることにする．
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問題 1.1.4 (平均コンプライアンス最小化問題)

X = R2 および U = R2 とおく．D を式 (1.1.16) とする．f0 (u) と f1 (a)

をそれぞれ式 (1.1.14) と式 (1.1.15) とする．このとき，

min
(a,u)∈D×U

{f0 (u) | f1 (a) ≤ 0, 問題 1.1.3}

を満たす a を求めよ．

20 / 132



問題 1.1.4 は等式と不等式制約つき最適化問題である．このような問題に対
して，解が満たす条件 (最適性の条件) については第 2章で詳しく解説するこ
とにする．また，数値解法は第 3章で考える．ここでは，それらの説明を省
略して，形式的な手順に沿って最適性の条件が得られるまでをみていくこと
にしよう．次の項では，設計変数 a の変動に対する f0 と f1 の微分の求め方
について考える．これらの結果は，1.1.7 項で最適性の条件の中で使われる．
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§1.1.3 断面積微分

断面積 a の変動に対する f0 と f1 の微分をここでは断面積微分とよぶこと
にする．
最初に，通常の微分の定義が使える f1 の断面積微分から考えてみよう．f1
は式 (1.1.15) のように a の関数として定義されているので，f1 の a に対す
る偏導関数は

f1a =
∂f1
∂a

=

(
∂f1/∂a1
∂f1/∂a2

)
=

(
l

l

)
= g1 (1.1.17)

のように得られる．
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一方，任意の b ∈ X に対して，a における f1 の Taylor 展開 (定理 2.4.2) を

f1 (a+ b) = f1 (a) + f ′
1 (a) [b] + o (∥b∥R2)

= f1 (a) + g1 · b+ o (∥b∥R2) (1.1.18)

とかくことにする．f ′
1 (a) [b] は f1 の a における b の変動に対する 1次の変

動項を表すことにする．また，o ( · ) は limϵ→0 o (ϵ) /ϵ = 0 で定義された
Bachmann-Landau の litte-o 記号，∥b∥R2 =

√
|b1|2 + |b2|2 と定義する．なお，

f1 に対しては o (∥b∥R2) = 0 である．式 (1.1.18) の場合，
f ′
1 (a) [b] = f1a · b = g1 · b のように f ′

1 (a) [b] は b に対する線形関数となっ
た．別のいいかたをすれば，b に対する内積の相手 g1 がみつかったことにな
る．このように，f ′

1 (a) [b] = g1 · b とかけたとき，微分可能といい，f ′
1 (a) [b]

を a における f1 の断面積微分とよぶことにする．g1 ∈ R2 を断面積勾配とよ
ぶことにする．
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全微分の記号法

df (x) = f ′ (x) [dx] =
∂f (x)

∂x⊤ dx =
∂f (x)

∂x
· dx
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次に，この要領で f0 の断面積微分について考えてみよう．f0 は式 (1.1.14)

のように u の関数ではあるが，陽に a の関数にはなっていない．しかし，u

は a が与得られたときの状態方程式 (問題 1.1.3) を満たすと仮定されている
ので，a が変動することによって u は変動する．すなわち，u は a の関数に
なっている．そこで，

f̃0 (a) = {f0 (u) | (a,u) ∈ D × U, 問題 1.1.3} (1.1.19)

とかくことにしよう．ここで，

f̃0 (a+ b) = f̃0 (a) + f̃ ′
0 (a) [b] + o (∥b∥R2)

を満たす f̃ ′
0 (a) [b] がみつかり，ある g0 ∈ R2 を用いて f̃ ′

0 (a) [b] = g0 · b のよ
うにかけたとしよう．このとき，f0 は a に対して微分可能といい，f̃ ′

0 (a) [b]

を a における f0 の断面積微分，g0 を断面積勾配とよぶことにする．
25 / 132



さらに，g0 : X → R2 に対して

g0 (a+ b2) · b1 = g0 (a) · b1 + g′
0 (a) [b2] · b1 + o (∥b2∥R2)

= g0 (a) · b1 + f̃ ′′
0 (a) [b1, b2] + o (∥b2∥R2)

を満たす g′
0 (a) [b2] が b2 に対する線形関数のとき，すなわち，

g′
0 (a) [b2] = H0b2 のようにかけるとき，あるいは f̃ ′′

0 (a) [b1, b2] が b1 と b2
に対してそれぞれ線形な関数のとき，2階微分可能といい，f̃ ′′

0 (a) [b1, b2] を 2

階断面積微分，H0 ∈ R2×2 を a における f0 の Hesse 行列 (定義 2.4.1) とよ
ぶことにする．なお，本書では，Rm×n は m 行 n 列の実行列全体の集合を表
すことにする．
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以上の定義を用いれば，f̃0 (a) が a に対して 2階微分可能ならば，f̃0 (a)

の a まわりの Taylor 展開 (定理 2.4.2) は

f̃0 (a+ b) = f̃0 (a) + g0 · b+
1

2
f̃ ′′
0 (a) [b, b] + o

(
∥b∥2R2

)
のようにかかれる．ここで，g0 は f0 が極値をとるときの条件の中で使われ
る．また，f̃ ′′

0 (a) [b, b] あるいは H0 は極小点となることを保証する条件の中
で使われる．次の項から g0 と H0 の 3通りの求め方について考えよう．
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§1.1.4 代入法

状態方程式 (式 (1.1.11)) の解は

u = K−1 (a)p =
l

eY

 1

a1

1

a1
1

a1

1

a1
+ 1

a2

(p1
p2

)
=

l

eY

 p1 + p2
a1

p1 + p2
a1

+ p2
a2


(1.1.20)

となる．そこで，f̃0 (a) を 式 (1.1.19) で定義すれば，

f̃0 (a) = p ·
(
K−1 (a)p

)
=

l

eY

(
(p1 + p2)

2

a1
+

p22
a2

)
(1.1.21)

が得られる．この f̃0 を用いれば，
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g0 =


∂f̃0
∂a1
∂f̃0
∂a2

 =

p ·
(
∂K−1

∂a1
p

)
p ·
(
∂K−1

∂a2
p

)
 =

l

eY

−(p1 + p2)
2

a21

−p22
a22

 (1.1.22)

が得られる．さらに，Hesse 行列は

H0 =


∂2f̃0

∂a1∂a1

∂2f̃0
∂a1∂a2

∂2f̃0
∂a2∂a1

∂2f̃0
∂a2∂a2

 =

(
∂g0

∂a1

∂g0

∂a2

)

=

p ·
(
∂2K−1

∂a1∂a1
p

)
p ·
(
∂2K−1

∂a1∂a2
p

)
p ·
(
∂2K−1

∂a1∂a2
p

)
p ·
(
∂2K−1

∂a2∂a2
p

)

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=
l

eY


2 (p1 + p2)

2

a31
0

0
2p22
a32

 (1.1.23)

となる．a1, a2 > 0 のとき，H0 の二つの固有値が正となることから，H0

は正定値 (定義 2.4.5) となる．
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§1.1.5 直接微分法

a に対して u は式 (1.1.11) を満たすように決定される．そこで，
式 (1.1.19) の f̃0 に対して a の周りで Taylor 展開すれば，

f̃0 (a+ b) = f0 (u (a+ b))

= f0 (u (a)) +
∂f0
∂u1

(
∂u1

∂a1
b1 +

∂u1

∂a2
b2

)
+

∂f0
∂u2

(
∂u2

∂a1
b1 +

∂u2

∂a2
b2

)
+ o (∥b∥R2)

= f0 (u (a)) +
(
p1 p2

)∂u1

∂a1

∂u1

∂a2
∂u2

∂a1

∂u2

∂a2

(b1
b2

)
+ o (∥b∥R2)

(1.1.24)
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とかける．一方，式 (1.1.11) を a1 で偏微分すれば，
∂K

∂a1
u+K

∂u

∂a1
= 0R2

とかける．この式を成分でかくと，

eY
l

(
1 0

0 0

)(
u1

u2

)
+

eY
l

(
a1 + a2 −a2
−a2 a2

)∂u1

∂a1
∂u2

∂a1

 =

(
0

0

)

である．そこで，
∂u

∂a1
= −K−1∂K

∂a1
u

= −

 1

a1

1

a1
1

a1

1

a1
+ 1

a2

(1 0

0 0

)(
u1

u2

)
=

−u1

a1
−u1

a1

 (1.1.25)
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が得られる．同様に，式 (1.1.11) を a2 で偏微分した式より，
∂u

∂a2
= −K−1∂K

∂a2
u

= −

 1

a1

1

a1
1

a1

1

a1
+ 1

a2

( 1 −1

−1 1

)(
u1

u2

)
=

 0

−u2 − u1

a2

 (1.1.26)

が得られる．したがって，式 (1.1.25) と式 (1.1.26) を式 (1.1.24) に代入す
れば，

f̃0 (a+ b) = f0 (u (a)) +
(
p1 p2

)−u1

a1
0

−u1

a1
−u2 − u1

a2

(b1
b2

)
+ o (∥b∥R2)

= f0 (u (a)) +

(
−u1

a1
(p1 + p2) −u2 − u1

a2
p2

)(
b1
b2

)
+ o (∥b∥R2)
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= f0 (u (a)) + g0 · b+ o (∥b∥R2) (1.1.27)

が得られる．状態方程式の解 (式 (1.1.20)) を用いれば，式 (1.1.27) の g0 は
式 (1.1.22) と一致することがわかる．また，ε (u1) = u1/l, σ (u1) = eYε (u1)

とかけば，

g0 = −eY
l

(
u2
1

(u2 − u1)
2

)
= l

(
−σ (u1) ε (u1)

−σ (u2 − u1) ε (u2 − u1)

)
(1.1.28)

ともかける．式 (1.1.28) は，g0 が状態変数 u の関数として表された式となっ
ている．
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さらに，f̃0 の a の変動に対する 2階微分 (f̃0 の Hesse 行列) を求めてみよ
う．式 (1.1.28) の g0 に微分の連鎖則を用いれば，

g0 (a+ b) = g0 (a) +
∂g0

∂u⊤
∂u

∂a⊤b+ o (∥b∥R2)

= g0 (a) +

∂g01
∂u1

∂g01
∂u2

∂g02
∂u1

∂g02
∂u2


∂u1

∂a1

∂u1

∂a2
∂u2

∂a1

∂u2

∂a2

(b1
b2

)
+ o (∥b∥R2)

が得られる．これより，f̃0 の Hesse 行列は
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H0 =
∂g0

∂u⊤
∂u

∂a⊤

= −eY
l

(
2u1 0

−2 (u2 − u1) 2 (u2 − u1)

)−u1

a1
0

−u1

a1
−u2 − u1

a2



=
eY
l


2u2

1

a1
0

0
2 (u2 − u1)

2

a2


= l

2σ (u1) ε (u1)

a1
0

0
2σ (u2 − u1) ε (u2 − u1)

a2

 (1.1.29)
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となる．状態方程式の解 (式 (1.1.20)) を用いれば，式 (1.1.29) の H0 は
式 (1.1.23) と一致することがわかる．ここで，式 (1.1.23) の H0 は，
式 (1.1.22) の g0 が a⊤ で偏微分されたものと一致するが，式 (1.1.29) の H0

はそのような関係からはえられない．その理由は，式 (1.1.29) の H0 には，
状態変数が使われているためである．
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§1.1.6 随伴変数法

最後に，Lagrange 乗数法が使われた随伴変数法により g0 を求めてみよう．
随伴変数法の詳細も 2.6.5 項において示される．ここでは，形式的な利用にと
どめる．
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まず，f0 の評価関数に対する Lagrange 関数を

L0 (a,u,v0) = f0 (u) + LS (a,u,v0) = p · u− v0 · (K (a)u− p)

(1.1.30)

とおく．ここで，LS は式 (1.1.12) で定義された状態決定問題 (問題 1.1.3) に
対する Lagrange 関数である．なお，Lagrange 関数で使われる u は状態決定
問題の解である必要はないものとする．v0 = (v01, v02)

⊤ ∈ U = R2 は，f0 の
ために用意された随伴変数 (Lagrange 乗数) であることを表すために下つきの
0 をつけた．今後，fi が状態決定問題の解 u を含む関数のときは，随伴変数
を vi のようにかくことにする．
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随伴変数法は，u, v0 の任意変動に対する L0 (a,u,v0) の停留条件を使って
g0 を求める方法である．(a,u,v0) の任意変動 (b, û, v̂0) ∈ X × U × U に対す
る L0 の微分 (全微分) は

L ′
0 (a,u,v0) [b, û, v̂0]

= L0a (a,u,v0) [b] + L0u (a,u,v0) [û] + L0v0 (a,u,v0) [v̂0] (1.1.31)

となる．式 (1.1.31) の右辺第 3項は，

L0v0 (a,u,v0) [v̂0] = LS (a,u, v̂0) (1.1.32)

となる．式 (1.1.32) は状態決定問題 (問題 1.1.3) に対する Lagrange 関数に
なっている．そこで，u が状態決定問題の解ならば，式 (1.1.31) の右辺第 3

項はゼロとなる．
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また，式 (1.1.31) の右辺第 2項は，

L0u (a,u,v0) [û] = f0u (u) [û] + LSu (a,u,v0) [û]

= p · û− v0 · (K (a) û)

= û ·
(
p−K⊤ (a)v0

)
(1.1.33)

となる．ここで，任意の û ∈ U に対して式 (1.1.33) がゼロとなるように v0

が決定できれば，式 (1.1.31) の右辺第 2項もゼロとなる．この条件は，次
の随伴問題の解を v0 とおくことと同値である．
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問題 1.1.5 (f0 に対する随伴問題)

K (a) と p を問題 1.1.3 のとおりとする．このとき，

K⊤ (a)v0 = p (1.1.34)

を満たす v0 ∈ U を求めよ．

問題 1.1.3 と問題 1.1.5 を比較すれば，K⊤ = K より，

v0 = u (1.1.35)

が得られる．式 (1.1.35) のように，状態変数と随伴変数が等しいという関係
を自己随伴関係という．
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さらに，式 (1.1.31) の右辺第 1項は，

L0a (a,u,v0) [b]

= −
{
v0 ·

(
∂K (a)

∂a1
u

∂K (a)

∂a2
u

)}
b

= −eY
l

{(
v01 v02

)((1 0

0 0

)(
u1

u2

) (
1 −1

−1 1

)(
u1

u2

))}(
b1
b2

)

= −eY
l

(
v01 v02

)(u1 u1 − u2

0 u2 − u1

)(
b1
b2

)

= −eY
l

(
u1v01 (u2 − u1) (v02 − v01)

)(b1
b2

)

= l
(
−σ (u1) ε (v01) −σ (u2 − u1) ε (v02 − v01)

)(b1
b2

)
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= g0 · b (1.1.36)

となる．ここで，g0 は直接微分法による結果 (式 (1.1.28)) と一致する．
以上の結果をふまえて，u と v0 がそれぞれ問題 1.1.3 と問題 1.1.5 の解な
らば，式 (1.1.31) の右辺第 2項と第 3項は 0 となり，

L ′
0 (a,u,v0) [b, û, v̂0] = L0a (a,u,v0) [b] = f̃ ′

0 (a) [b] = g0 · b (1.1.37)

が成り立つことになる．このように，等式制約 (状態方程式) が満たされたも
とで評価関数の微分を求める方法については，2.6 節で示される．その中で，
式 (1.1.36) は式 (2.6.25) に対応する．ただし，2.6 節では f̃ の勾配を g̃ とか
いていることに注意されたい．
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さらに，Lagrange関数 L0 と Hesse行列H0 の関係について調べておこう．
2.1 節で説明されるように，最適設計問題を最適化問題におきかえる場合に
は，最適設計問題における設計変数と状態変数を合わせたものが最適化問題
の設計変数になる．そこで，ここでは最適化問題の定義にならい，設計変数
を x =

(
a⊤,u⊤)⊤ ∈ R4 とおくことにする．以下では，表記を簡単にするた

めに，(a⊤,u⊤)⊤ を (a,u) のようにかくことにする．v0 は等式制約に対する
Lagrange 乗数とする．さらに，設計変数 (a,u) の任意変動 (b1, û1) ∈ X × U

と (b2, û2) ∈ X × U に対する Lagrange 関数 L0 の 2階微分を
L0(a,u),(a,u) (a,u,v0) [(b1, û1) , (b2, û2)] とかくことにする．このとき，
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L0(a,u),(a,u) (a,u,v0) [(b1, û1) , (b2, û2)]

= (L0a (a,u,v0) [b1] + L0u (a,u,v0) [û1])a [b2]

+ (L0a (a,u,v0) [b1] + L0u (a,u,v0) [û1])u [û2]

= (f0u · û1 + LSa (a,u,v0) [b1] + LSu (a,u,v0) [û1])a [b2]

+ (f0u · û1 + LSa (a,u,v0) [b1] + LSu (a,u,v0) [û1])u [û2]

=

(
b2
û2

)
·

(
HLS

(
b1
û1

))
(1.1.38)

となる．ここで，

HLS
=

(
LSaa LSau

LSua LSuu

)
= −

 0R2×2

(
v⊤
0 Ka1

v⊤
0 Ka2

)
(
K⊤

a1
v0 K⊤

a2
v0

)
0R2×2

 (1.1.39)

46 / 132



となる．式 (1.1.39) から，HLS
は正定値行列とは限らないことがわかる．

ここで，u と v0 を設計変数 a のときの状態決定問題 (問題 1.1.3) と随伴問
題 (問題 1.1.5) の解として，υ̂ (υ はギリシャ文字 upsilon の太文字) を a の
任意変動 b ∈ X に対して状態決定問題の等式制約が満たされたもとでの u

の変動であると仮定する (定理 2.6.6 および 2.6.7 参照)．このとき，状態決定
問題に対する Lagrange 関数の断面積微分は

LS(a,u) (a,u,v) [b, υ̂] = v · {− (K ′ (a) [b])u−K (a) υ̂} = 0 (1.1.40)

となる．これより，

υ̂ = −K−1 (a) (K ′ (a) [b]) =

−u1

a1
0

−u1

a1
−u2 − u1

a2

(b1
b2

)
(1.1.41)
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が得られる．式 (1.1.41) 右辺の行列は式 (1.1.25) と式 (1.1.26) を横に並べた
行列と一致する．さらに，自己随伴関係を用いれば，式 (1.1.38) は

L0(a,u),(a,u) (a,u,v0) [(b1, υ̂1) , (b2, υ̂2)]

= LSau (a,u,v0) [b1, υ̂2] + LSua (a,u,v0) [b2, υ̂1]

= −

(
b11
b12

)
·

{(
v⊤
0 Ka1

v⊤
0 Ka2

)−u1

a1
0

−u1

a1
−u2 − u1

a2


+

(v⊤
0 Ka1

v⊤
0 Ka2

)−u1

a1
0

−u1

a1
−u2 − u1

a2




⊤}(
b21
b22

)

= b1 · (H0b2)
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となる．この結果から，f̃0 の 2階断面積微分

h0 (a) [b1, b2] = b1 · (H0b2) (1.1.42)

が得られる．ただし，H0 は式 (1.1.29) と同じである．
上記のような方法では，Lagrange 関数 L0 から Hesse 行列 H0 を求める際
に，式 (1.1.41) が使われた．式 (1.1.41) は式 (1.1.25) と式 (1.1.26) と一致す
ることから，直接微分法の結果を使っていることになる．このような関係は，
第 8章や第 9章で扱う問題においてはいつも得られるとは限らない．そのよ
うな場合には，Lagrange 乗数法を用いることによって，評価関数の 2階微分
を求めることができる．ここでは，その方法についてもみておこう．しかし
ながら，この方法で得られた 2階微分の表現は，最適化問題の解法を考える
際には工夫が必要になる．その詳細は第 3章で示すことにする．
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第 4章にて，一般化微分のひとつとして Fréchet 微分 (定義 4.5.4) を定義す
る．ここでは，その定義に従い，1階断面積微分 f̃ ′

0 (a) [b1] = g0 · b1 の微分を
求めることにする．g0 · b1 に対する Lagrange 関数を

LI0 (a,u,w0) = g0 (u) · b1 + LS (a,u,w0) (1.1.43)

とおく．ここで，g0 (u) と LS はそれぞれ式 (1.1.35) を代入した式 (1.1.36)

と式 (1.1.12) で与えられる．w0 = (w01, w02)
⊤ ∈ U = R2 は，g0 (u) が状態決

定問題の解 u の関数であるために用意された随伴変数である．LI0 において
b1 は定ベクトルとみなす．
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(a,u,w0) の任意変動 (b2, û, ŵ0) ∈ X × U2 に対する LI0 の微分は

L ′
I0 (a,u,w0) [b2, û, ŵ0]

= LI0a (a,u,w0) [b2] + LI0u (a,u,w0) [û] + LI0w0 (a,u,w0) [ŵ0]

(1.1.44)

となる．式 (1.1.44) の右辺第 3項は，u が状態決定問題の解ならばゼロとな
る．また，式 (1.1.44) の右辺第 2項は，

LI0u (a,u,w0) [û] = g0u⊤ (u) [û] · b1 + LSu (a,u,w0) [û]

= û · q −w0 · (K (a) û)

= û ·
(
q −K⊤ (a)w0

)
(1.1.45)
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となる．ただし，

q = g⊤
0u (u) b1 = −2eY

l

(
u1 u1 − u2

0 u2 − u1

)(
b11
b12

)
(1.1.46)

とおく．ここで，任意の û ∈ U に対して式 (1.1.45) がゼロとなる条件は，
w0 を次の随伴問題の解とおくことと同値である．
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問題 1.1.6 (g0 (u) · b1 に対する随伴問題)

K (a) を問題 1.1.3 のとおりとする．q を式 (1.1.46) とする．このとき，

K⊤ (a)w0 = q

を満たす w0 ∈ U を求めよ．

問題 1.1.6 の解は

w0 =
(
K⊤ (a)

)−1
g⊤
0u (u) b1 = −2


u1

a1
0

u1

a1

u2 − u1

a2

(b11
b12

)
(1.1.47)

となる．これ以降，w0 は b1 の関数であることから，w0 (b1) とかくことに
する．

53 / 132



さらに，式 (1.1.44) の右辺第 1項は，

LI0a (a,u,w0 (b1)) [b2]

= −
{
w0 (b1) ·

(
∂K (a)

∂a1
u

∂K (a)

∂a2
u

)}
b2 (1.1.48)

となる．ここで，式 (1.1.47) を式 (1.1.48) に代入すれば，

LI0a (a,u,w0 (b1)) [b2]

= h0 (a) [b1, b2] = b1 · (H0b2) = gH0 (a, b1) · b2 (1.1.49)

が成り立つ．ここで，

gH0 (a, b1) = LI0a (a,u,w0 (b1)) (1.1.50)

とおいた．本書では，gH0 を平均コンプライアンスの Hesse 勾配 とよぶこと
にする．
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§1.1.7 最適性の条件

前項までにおいて，断面積 a ∈ D◦ の変動に対する f̃0 の勾配 g0 と Hesse

行列 H0 および f1 の勾配 g1 が計算できることをみてきた．そこで，問題
1.1.4 に戻って，最適な断面積のときに満たされる条件 (最適性の条件) につ
いて考えてみることにしよう．
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問題 1.1.4 の最適化問題に対する Lagrange 関数を

L (a, λ1) = f̃0 (a) + λ1f1 (a)

とおく．λ1 ∈ R は f1 (a) ≤ 0 に対する Lagrange 乗数である．このとき，問
題 1.1.4 の KKT 条件は

La (a, λ1) = g0 + λ1g1 = 0R2 , (1.1.51)

Lλ1 (a, λ1) = f1 (a) = l (a1 + a2)− c1 ≤ 0, (1.1.52)

λ1f1 (a) = 0, (1.1.53)

λ1 ≥ 0 (1.1.54)

で与えられる．
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KKT 条件の意味についての詳細な説明は 2.7.3 項にゆずるが，ここでは，
概要のみをみておこう．
まず，最適な断面積のときには，式 (1.1.51) と式 (1.1.54) は目的関数と制
約関数がトレードオフの関係にあることを示している．実際，式 (1.1.51) の
両辺と b の内積をとってかきかえれば，

λ1 = −g0 · b
g1 · b

(1.1.55)

となる．式 (1.1.55) の右辺において，分母と分子は設計変数が b だけ変動し
たときの f1 と f0 の変動量を表している．このとき，λ1 > 0 はそれらの変動
量の符号が異なることを意味する．すなわち，f1 と f0 はトレードオフの関係
にあることを表している．
式 (1.1.52) は本来の制約条件である．
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式 (1.1.53) は相補性条件とよばれる．実際，不等式制約が等号で満たされ
る場合 (有効あるいはアクティブという) には λ1 > 0 をとり，不等号で満た
される場合 (無効あるいはインアクティブという) には λ1 = 0 をとる．
λ1 = 0 は制約を無効にする作用をする．
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次に，式 (1.1.51) の物理的な意味についてみてみよう．式 (1.1.36) の g0 と
式 (1.1.17) の g1 を式 (1.1.51) に代入すれば，

l

(
−σ (u1) ε (u1)

−σ (u2 − u1) ε (u2 − u1)

)
+ λ1l

(
1

1

)
=

(
0

0

)

とかける．この式は

σ (u1) ε (u1) = σ (u2 − u1) ε (u2 − u1) = λ1 (1.1.56)

を意味する．すなわち，問題 1.1.4 の最小点では，二つの弾性体のひずみエネ
ルギー密度 (式 (1.1.7) の w) は一致して，λ1 はひずみエネルギー密度の 2倍
の意味をもつことになる．したがって，二つの 1次元弾性体に非零の応力が
発生するような p が与得られたときには，λ1 > 0 となり，体積制約が有効な
最小点が存在することになる．
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§1.1.8 数値例

例題を使って最小点を具体的に求めてみよう．
例題 1.1.7 (平均コンプライアンス最小化問題の数値例)

問題 1.1.4 において l = 1, eY = 1, c1 = 1, p = (1, 1)⊤, a0 = (0.1, 0.1)⊤ とお
く．このとき，a の最小点を求めよ．
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図 1.4: 平均コンプライアンス最小化問題の数値例

解答 l = 1, eY = 1, p = (1, 1)⊤ を式 (1.1.21) に代入すれば，

f̃0 (a) =
4

a1
+

1

a2
(1.1.57)
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となる．図 1.4 は f̃0 を示す．f̃0 と f1 の断面積微分は，式 (1.1.22) と式 (1.1.17)

より，

g0 = −

(
4
a21
1
a22

)
, g1 =

(
1

1

)

となる．a が最小点ならば，式 (1.1.56) より

λ1 =
4

a21
=

1

a22

が成り立つ．a が式 (1.1.16) で定義された D◦ の要素であれば，λ1 は正となり，相
補性条件より，f1 に対する不等式制約は等号で成り立つことになる．そこで，
a2 = 1− a1 を式 (1.1.57) に代入し，a1 の変動に対する停留条件

d

da1
f̃0 (a1, 1− a1) =

1

(1− a1)
2 − 4

a21
= 0
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を満たす a1 を求め，a2 を 1− a1 によって求めれば，

a =

(
2
3
1
3

)
,

(
2

−1

)

となる．このうち a ≥ a0 が満たされるのは a = (2/3, 1/3)⊤ である．f̃0 と f1 は凸
関数であることから，問題 1.1.4 は凸最適化問題となり，定理 2.7.9 より，KKT 条件
を満たすこの a はこの問題の最小点である． □
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1.2 直接微分法と随伴変数法の
比較



§1.2 直接微分法と随伴変数法の比較

1.1 節では，問題 1.1.4 に対する最適性の条件を求めるまでをみてきた．そ
こでは，評価関数の断面積微分を求めるために代入法，直接微分法および随
伴変数法が使われた．ここでは，将来，関数を設計変数においた最適化問題
を扱うことを念頭において，代入法は複雑な問題に対しては手続きが煩雑に
なることから除外して，直接微分法と随伴変数法の特徴と適用範囲を比較し
てみよう．

図 1.5: n 個の断面積をもつ 1次元線形弾性体
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問題 1.1.4 の断面積の数が n ∈ N (N は自然数全体の集合を表す) 個に拡張
された図 1.5 のような 1次元線形弾性体を考えよう．このときの線形弾性問
題は次のようになる．
問題 1.2.1 (多段つき 1次元線形弾性問題)

図 1.5 の 1次元線形弾性体に対して，l ∈ R (l > 0), eY ∈ R (eY > 0),

a ∈ Rn (a ≥ a0 > 0Rn) および p ∈ Rn が与得られたとき，

K (a)u = p (1.2.1)

を満たす u ∈ Rn を求めよ．ただし，K (a) は問題 1.1.3 の K (a) が拡張さ
れた行列とする (演習問題 1.5)．
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状態決定問題 (問題 1.2.1) に対する Lagrange 関数を， u ∈ Rn および
v ∈ Rn に対して

LS (a,u,v) = v · (−K (a)u+ p) (1.2.2)

とおく．このとき，問題 1.2.1 は，任意の v ∈ Rn に対して

LS (a,u,v) = 0

を満たす u ∈ Rn を求めることと同値である．
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制約関数の数を m ∈ N として，最適設計問題を次のように設定する．以下
では X = Rn, U = Rn, 定数ベクトル a0 > 0Rn に対して

D = {a ∈ X | a ≥ a0} (1.2.3)

とおく．
問題 1.2.2 (多設計変数多制約問題)

X = Rn および U = Rn とおく．D を式 (1.2.3) とする．
f0, f1, . . . , fm : X × U → R は与えられているとする．このとき，

min
(a,u)∈D×U

{f0 (a,u) | f1 (a,u) ≤ 0, . . . , fm (a,u) ≤ 0, 問題 1.2.1}

を満たす a を求めよ．
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§1.2.1 直接微分法

まず，直接微分法による gi の計算方法をみてみよう．ここでも，任意の
b ∈ Rn に対して，a+ b のときの問題 1.2.1 の解を u (a+ b) とかくことに
する．
f̃i (a) の a 周りの Taylor 展開と微分の連鎖則より，
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f̃i (a+ b)

= fi (a+ b,u (a+ b))

= fi (a,u (a)) +

(
∂fi
∂a1

∂fi
∂a2

· · · ∂fi
∂an

)
b1
b2
...

bn


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+

(
∂fi
∂u1

∂fi
∂u2

· · · ∂fi
∂un

)


∂u1

∂a1

∂u1

∂a2
· · · ∂u1

∂an
∂u2

∂a1

∂u2

∂a2
· · · ∂u2

∂an
...

...
. . .

...
∂un

∂a1

∂un

∂a2
· · · ∂un

∂an




b1
b2
...

bn


+ o (∥b∥Rn)

= fi (a,u (a)) + fia · b+ fiu · (ua⊤b) + o (∥b∥Rn)

= fi (a,u (a)) +
{
fia + (ua⊤)⊤ fiu

}
· b+ o (∥b∥Rn)

= fi (a,u (a)) + gi · b+ o (∥b∥Rn) (1.2.4)
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が成り立つ．
j ∈ {1, . . . , n} に対して，状態方程式の aj に対する偏微分をとれば，

∂K

∂aj
u+K (a)

∂u

∂aj
= 0Rn

が成り立つ．そこで，
∂u

∂aj
= −K−1 (a)

∂K

∂aj
u (1.2.5)

が得られる．式 (1.2.5) の解を j ∈ {1, . . . , n} に対して横に並べれば，ua⊤ が
得られる．
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以上の観察から，次のことがいえる．
注意 1.2.3 (直接微分法の特徴)

直接微分法は随伴変数法と比較して次のような特徴をもつ．

1. 評価関数の数が多いとき (m ≫ 1)，直接微分法は有利となる．なぜなら
ば，式 (1.2.5) の計算を終えて，ua⊤ をいったん求めてしまえば, ua⊤ は
すべての評価関数 f0, . . . , fm に対して共通に使えるためである．

2. 設計変数の数が多いとき (n ≫ 1)，直接微分法は不利となる．なぜなら
ば，式 (1.2.5) の計算を n 回繰り返す必要があるためである．もしも，
逆行列 K−1 を保存しないで，設計変数ごとに K−1 を求めなおすときに
は，差分による断面積微分の計算法と同程度の計算量となる．
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なお，差分による断面積微分の計算法とは次のような方法である．
gi = (gij)j∈{1,...,n} とかくことにする．このとき，gij を求めるために a と
a+ (0, . . . , 0, bj, 0, . . . , 0)

⊤ のときの状態方程式を解いて，それらの解を用
いて，

gij =
f̃i

(
a+ (0, . . . , 0, bj, 0, . . . , 0)

⊤
)
− f̃i (a)

bj
(1.2.6)

によって gij を求める方法である．gi を求めるために n 回状態方程式を解か
なくてはならないことになる．
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§1.2.2 随伴変数法

次に，随伴変数法による gi の計算方法についてみてみよう．fi (a,u) に対
する Lagrange 関数を

Li (a,u,vi) = fi (a,u) + LS (a,u,vi)

= fi (a,u)− vi · (K (a)u− p) (1.2.7)

とおく．LS は式 (1.2.2) で定義されたものとする．式 (1.2.7) の u は状態決
定問題の解である必要はないものとする．vi ∈ Rn は状態方程式に対する随伴
変数 (Lagrange 乗数) である．(a,u,vi) の任意変動 (b, û, v̂i) ∈ X ×U ×U に
対する Li の微分は

L ′
i (a,u,vi) [b, û, v̂i]

= Lia (a,u,vi) [b] + Liu (a,u,vi) [û] + Livi
(a,u,vi) [v̂i] (1.2.8)
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となる．式 (1.2.8) の右辺第 3項は，

Livi
(a,u,vi) [v̂i] = LS (a,u, v̂i) (1.2.9)

となる．式 (1.2.9) は状態決定問題 (問題 1.2.1) に対する Lagrange 関数に
なっている．そこで，u が状態決定問題の解であれば，式 (1.2.8) の右辺第 3

項はゼロとなる．
また，式 (1.2.8) の右辺第 2項は，

Liu (a,u,vi) [û] = fiu (a,u) [û] + LSu (a,u,vi) [û]

= fiu (a,u) · û− vi · (K (a) û)

= −û ·
(
K⊤ (a)vi −

∂fi
∂u

(a,u)

)
(1.2.10)

76 / 132



となる．ここで，任意の û ∈ U に対して式 (1.2.10) がゼロとなるように vi

を決定できれば，式 (1.2.8) の右辺第 2項はゼロとなる．この条件は，次の随
伴問題の解を vi とおくことと同値である．
問題 1.2.4 (fi に対する随伴問題)

K (a) と fi を問題 1.2.1 のとおりとする．このとき，

K⊤ (a)vi = fiu (a,u)

を満たす vi ∈ U を求めよ．
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ここで，u と vi がそれぞれ問題 1.2.1 と問題 1.2.4 の解ならば，

Lia (a,u,vi) [b] = fia (a,u) · b− vi ·
{(

∂K (a)

∂a1
u · · · ∂K (a)

∂an
u

)
b

}
=

{
fia (a,u)−

(
∂K (a)

∂a1
u · · · ∂K (a)

∂an
u

)⊤

vi

}
· b

= gi · b

が成り立つ．この結果は，直接微分法の結果と一致する (2.6.5 項参照)．
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以上の観察から，随伴変数法は次のような特徴をもつことがわかる．
注意 1.2.5 (随伴変数法の特徴)

随伴変数法は直接微分法と比較して次のような特徴をもつ．

1. 評価関数の数が多いとき (m ≫ 1)，随伴変数法は不利になる．なぜなら
ば，随伴問題の数は評価関数の数 m+ 1 と一致するためである．

2. 設計変数の数が多いとき (n ≫ 1)，随伴変数法は有利になる．なぜなら
ば，随伴問題の数 m+ 1 は設計変数の数 n に依存しないためである．

3. さらに，随伴問題の変数の数は状態方程式の変数の数 n と一致する．こ
のことは，状態変数が時間や空間の領域上で定義された関数になった場
合 (状態変数が入る線形空間は無限次元空間になる) でも，随伴変数法は
成り立つことを意味する．

4. 自己随伴関係が成り立てば，随伴問題を解く必要がない．
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あとの第 5章以降で，状態方程式に偏微分方程式の境界値問題を仮定する．
その際，状態変数は d ∈ {2, 3} 次元空間の領域上で定義された関数となる．
注意 1.2.5 (3) の特徴は，形状や位相最適化問題において状態方程式を満たし
ながら設計変数の変動に対する評価関数の微分を求めるためには，随伴変数
法でなければならないことを示している．しかしながら，直接微分法で使わ
れる式 (1.2.5) の関係が，ある条件のもとで，簡単な偏微分方程式 (例えば，
第 8章では式 (8.5.17)) として得られる場合には，形状や位相最適化問題にお
いても直接微分法は有効である．
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1.3 1次元分岐 Stokes 流れ場の最
適設計問題



§1.3 1次元 Stokes 分岐流れ場の最適設計問題

図 1.6: 分岐する 1次元 Stokes 流れ場
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これまで，1次元線形弾性体をとりあげて最適設計問題とはどういうものか
をみてきた．ここでは，設計対象を流れ場に変更しても同様の最適設計問題
を構成できることをみておきたい．
図 1.6 のような円管内の粘性流れ場について考えてみよう．この問題は，

Murray の法則をヒントにしている．Murray は，血液の輸送コストと体積維持
のコストの和を最小にする条件から，血管のすべての断面において流量は血
管半径の 3乗に比例することを導いた [6]．Murray は分岐管を扱わなかった
が，ここでは，断面の面積を設計変数にして，その関係が得られることをみ
ておこう．なお，Murray は分岐角についても同じ評価関数を用いて分岐則を
示している．興味のある読者は文献 [5]を参照されたい．
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§1.3.1 状態決定問題

図 1.6 において，r0, r1, r2 を円管の半径，p0, p1, p2 を流入断面 Γ0 と流出
断面 Γ1 および Γ2 の圧力，p̄ を分岐断面の圧力，l を長さ，µ を粘性係数とす
る．i ∈ {0, 1, 2} に対して，半径 ri の断面内の半径 r における流速は，円管
の境界条件に対する定常 Stokes 方程式の解と一致する Hagen-Poiseuille 流れ

uHi (r) = −pi − p̄

4µl

(
r2i − r2

)
(1.3.1)
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で与えられると仮定する．ただし，三つの円管の流速は，それぞれ Γ0, Γ1 お
よび Γ2 上の流れ場に対する外向き法線 ν0, ν1 および ν2 の向きを正にとるこ
とにする．すなわち，Γ0 から流入する流速 u0 (r) は ν0 とは反対の方向を向
いていることから，負となる．このとき，半径 ri の円管を流れる流体の単位
時間あたりの流量を

ui =

∫ ri

0

uHi (r) 2πr dr =
p̄− pi
8πµl

(
πr2i
)2

= (p̄− pi) a
2
i (1.3.2)

とおく．ここで，

a =

a0
a1
a2

 =
1√
8πµl

πr20
πr21
πr22

 (1.3.3)
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とおいた．式 (1.3.3) によれば，Γi の断面積は
√
8πµlai となる．しかし，本

節では，簡単のために，ai を断面積とよぶことにして，a ∈ X ∈ R3 を設計変
数とおくことにする．また，連続の式は

u0 + u1 + u2 = 0 (1.3.4)

となる．式 (1.3.2) を式 (1.3.4) に代入すれば

p̄ =
p0a

2
0 + p1a

2
1 + p2a

2
2

a20 + a21 + a22
(1.3.5)

が得られる．そこで，式 (1.3.5) を式 (1.3.2) に代入して p̄ を消去すれば，
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1

a20 + a21 + a22

a20 (a
2
1 + a22) −a20a

2
1 −a20a

2
2

−a20a
2
1 a21 (a

2
0 + a22) −a21a

2
2

−a20a
2
2 −a21a

2
2 a22 (a

2
0 + a21)


p0
p1
p2


= −

u0

u1

u2

 (1.3.6)

が得られることになる．
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本節では，単位時間あたりの流量 u = (u1, u2)
⊤ ∈ R2 を既知と仮定して，u0

は式 (1.3.4) によって与えられると仮定する．このように，流速に関連した値
を既知と仮定する理由は，第 5章において，Stokes 問題において解の存在が
保証されるのは境界全体で流速が与得られた場合であることが示されるため
である (定理 5.6.3)．ところが，この方程式の係数行列は特異となる．なぜな
らば，圧力の基準値をどのようにとっても成り立つ (定数分の不定性がある)

ためである．そこで，p0 = 0 とおくことにする．このとき，設計変数 a と単
位時間あたりの流量 u が与得られたとき，圧力 p = (p1, p2)

⊤ ∈ P = R2 は

1

a20 + a21 + a22

(
a21 (a

2
0 + a22) −a21a

2
2

−a21a
2
2 a22 (a

2
0 + a21)

)(
p1
p2

)
= −

(
u1

u2

)
(1.3.7)

によって一意に決定されることになる．
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そこで，本節では，p = (p1, p2)
⊤ ∈ P = R2 を状態変数とおいて，状態決定

問題を次のように定義する．
問題 1.3.1 (1次元分岐 Stokes 流れ場問題)

図 1.6 の 1次元 Stokes 流れ場に対して，a ∈ R3 と u ∈ R2 が与得られた
とき，

A (a)p = −u (1.3.8)

を満たす p ∈ R2 を求めよ．ただし，式 (1.3.8) は式 (1.3.7) を表すことに
する．
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式 (1.3.8) の解は，

p = −A−1 (a)u = −


1

a20
+

1

a21

1

a20
1

a20

1

a20
+

1

a22

(u1

u2

)

= −


u1

a21
+

u1 + u2

a20
u2

a22
+

u1 + u2

a20

 = −


u1

a21
− u0

a20u2

a22
− u0

a20

 (1.3.9)

となる．
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あとで使うために，問題 1.3.1 に対する Lagrange 関数を

LS (a,p, q) = q · (A (a)p+ u) (1.3.10)

とおく．ここで，p は必ずしも問題 1.3.1 の解である必要はないとする．
q = (q1, q2)

⊤ ∈ R2 は Lagrange 乗数として導入された．問題 1.3.1 は，任意の
q ∈ R2 に対して

LS (a,p, q) = 0

を満たす p を求めることと同値である．
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§1.3.2 最適設計問題

目的関数には，流れに対する抵抗を表すような関数を選びたい．粘性流れ
場の内部で単位時間に粘性によって失われるエネルギーは，エネルギー保存
則より，動力を境界上で積分した値の負値に等しい．そこで，

f0 = − (p0u0 + p1u1 + p2u2) = −p · u (1.3.11)

を目的関数とおくことにする．ここでは，p0 = 0 が使われた．この f0 は散逸
エネルギーや動力損失などとよばれる値に対応する．しかし，第 8章と第 9

章では，Stokes 流れ場の流れ抵抗を表す評価関数として，この定義が拡張さ
れたものを，平均流れ抵抗とよぶことにする．そのときには，もはや散逸エ
ネルギーの意味をもたないためである．そこで，式 (1.3.11) の f0 も 1次元分
岐 Stokes 流れ場における平均流れ抵抗とよぶことにする．
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また，f1 としては，体積に対する制約関数を

f1 (a) = l (a0 + a1 + a2)− c1 (1.3.12)

とおくことにする．ただし，c1 を正定数とする．
これらの評価関数を用いて，1次元分岐 Stokes 流れ場の最適化問題を次の
ように定義する．ここでは，X = R3 を設計変数 a の線形空間とする．また，
定数ベクトル a0 > 0R3 に対して

D = {a ∈ X | a ≥ a0} (1.3.13)

とおく．さらに，P = R2 をそれぞれ状態変数 p の線形空間とする．
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問題 1.3.2 (平均流れ抵抗最小化問題)

X = R3 および P = R2 とおく．D を式 (1.3.13) とする．f0 (p) と f1 (a) を
それぞれ式 (1.3.11) と式 (1.3.12) とする．このとき，

min
(a,p)∈D×P

{f0 (p) | f1 (a) ≤ 0, 問題 1.3.1}

を満たす a を求めよ．
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§1.3.3 断面積微分

f0 の a の変動 b に対する微分 f̃ ′
0 (a) [b] = f ′

0 (p (a)) [b] = g0 · b を断面積微
分とよぶ．g0 を断面積勾配という．随伴変数法を用いて，g0 と f0 の Hesse

行列 H0 を求めてみよう．
f0 に対する Lagrange 関数を

L0 (a,p, q0) = f0 (p)− LS (a,p, q0)

= −p · u− q0 · (A (a)p+ u) (1.3.14)

とおく．ここで，q0 ∈ P は f0 のために用意された状態方程式に対する随伴
変数 (Lagrange 乗数) である．(a,p, q0) の任意変動 (b, p̂, q̂0) ∈ X × P × P に
対する L0 の微分は
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L ′
0 (a,p, q0) [b, p̂, q̂0]

= L0a (a,p, q0) [b] + L0p (a,p, q0) [p̂] + L0q0 (a,p, q0) [q̂0] (1.3.15)

となる．式 (1.3.15) の右辺第 3項は，

L0q0 (a,p, q0) [q̂0] = −LS (a,p, q̂0) (1.3.16)

となり，p が状態決定問題の解であれば，この項はゼロとなる．
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また，式 (1.3.15) の右辺第 2項は，

L0p (a,p, q0) [p̂] = f0p (a,p) [p̂]− LSp (a,p, q0) [p̂]

= −LS (a, q0, p̂) (1.3.17)

となり，自己随伴関係

q0 = p (1.3.18)

が成り立つとき，この項はゼロとなる．
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さらに，式 (1.3.15) の右辺第 1項は，

L0a (a,p, q0) [b]

= − 1

(a20 + a21 + a22)
2

×

 2a0 (a
2
1p1 + a22p2) (a

2
1q01 + a22q02)

2a1 {a20p1 + a22 (p1 − p2)} {a20q01 + a22 (q01 − q02)}
2a2 {a20p2 + a21 (p2 − p1)} {a20q02 + a21 (q02 − q01)}

 ·

b0
b1
b2


= −2

u2
0/a

3
0

u2
1/a

3
1

u2
2/a

3
2

 ·

b0
b1
b2

 = g0 · b (1.3.19)

となる．ここで，p が状態決定問題と解であることと，自己随伴関係が使わ
れた．
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一方，f1 に対しては

f ′
1 (a) [b] = l

1

1

1

 ·

b0
b1
b2

 = g1 · b (1.3.20)

が得られる．
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さらに，平均流れ抵抗 f̃0 (a) = f0 (a,p (a)) の Hesse 行列 H0 は次のよう
にして求められる．1.1.6 項でみてきたように，随伴変数法を用いることにす
る．設計変数と状態変数 (a,p) の任意変動 (b1, p̂1) ∈ X × P と
(b2, p̂2) ∈ X × P に対する Lagrange 関数 L0 の 2階微分は

L0(a,p),(a,p) (a,p, q0) [(b1, p̂1) , (b2, p̂2)]

= (L0a (a,p, q0) [b1] + L0p (a,p, q0) [p̂1])a [b2]

+ (L0a (a,p, q0) [b1] + L0p (a,p, q0) [p̂1])u [p̂2]

=

(
b2
p̂2

)
·

((
L0aa L0ap

L0pa L0pp

)(
b1
p̂1

))
(1.3.21)

となる．ここで，p̂1 と p̂2 を状態決定問題を満たす変動におきかえる．
式 (1.3.8) を i ∈ {1, 2} に対して，ai で偏微分した
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∂A

∂ai
p+A

∂p

∂ai
= 0R2 (1.3.22)

より，
∂p

∂ai
= −A−1∂A

∂ai
p (1.3.23)

を計算し，

p̂ =
∂p

∂a⊤b =

(
∂p1/∂a0 ∂p1/∂a1 ∂p1/∂a2
∂p2/∂a0 ∂p2/∂a1 ∂p2/∂a2

)b0
b1
b2

 (1.3.24)

とおく．さらに，式 (1.3.24) の結果を式 (1.3.21) に代入すれば，
L0(a,p),(a,p) (a,p, q0) [(b1, p̂ (a) [b1]) , (b2, p̂ (a) [b2])] = b1 · (H0b2)

(1.3.25)
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が得られる．ここで，p が状態決定問題の解であることと自己随伴関係を用
いれば， f̃0 の Hesse 行列は

H0 = L0aa + L0ap
∂p

∂a⊤ +

(
L0ap

∂p

∂a⊤

)⊤

= 6

u2
0/a

4
0 0 0

0 u2
1/a

4
1 0

0 0 u2
2/a

4
2

 (1.3.26)

となる．この結果は，式 (1.3.19) の g0 を a で偏微分した結果と一致する．
この関係は，式 (1.3.19) の g0 には状態変数である p が含まれていなかった
ために成り立った．このように，H0 は正定値行列となる．
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さらに，f̃0 の Hesse 行列を Lagrange 乗数法を用いて求める場合には，次の
ようになる．f̃ ′

0 (a) [b1] = g0 · b1 に対する Lagrange 関数を

LI0 (a,p, r0) = g0 (p) · b1 − LS (a,p, r0)

= g0 (p) · b1 − r0 · (A (a)p+ u) (1.3.27)

とおく．ここで，g0 (p) は式 (1.3.19) の第 2式に式 (1.3.18) を代入した式で
与えられ，LS は式 (1.3.10) で定義されている．r0 = (r01, r02)

⊤ ∈ P = R2 は，
g0 (p) における p が状態決定問題を満たすために用意された随伴変数である．
LI0 において b1 は定ベクトルとみなす．
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(a,p, r0) の任意変動 (b2, p̂, r̂0) ∈ X × U2 に対する LI0 の微分は

L ′
I0 (a,p, r0) [b2, p̂, r̂0]

= LI0a (a,p, r0) [b2] + LI0p (a,p, r0) [p̂] + LI0r0 (a,p, r0) [r̂0] (1.3.28)

となる．式 (1.3.28) の右辺第 3項は，p が状態決定問題の解ならばゼロと
なる．
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また，式 (1.3.28) の右辺第 2項は，

LI0p (a,p, r0) [p̂] = g0p⊤ (p) [p̂] · b1 − LSp (a,p, r0) [p̂]

= p̂ ·w − r0 · (A (a) p̂)

= p̂ ·
(
w −A⊤ (a) r0

)
(1.3.29)

となる．ただし，

w = g⊤
0p (p) b1 =


∂g01
∂p1

∂g02
∂p1

∂g03
∂p1

∂g01
∂p2

∂g02
∂p2

∂g03
∂p2


b11
b12
b13

 (1.3.30)

とおく．ここで，任意の p̂ ∈ P に対して式 (1.3.29) がゼロとなる条件は， r0
を次の随伴問題の解とおくことと同値である．
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問題 1.3.3 (g0 (p) · b1 に対する r0 の随伴問題)

A (a) を問題 1.3.1 のとおりとする．w を式 (1.3.30) とする．このとき，

A⊤ (a) r0 = w

を満たす r0 ∈ P を求めよ．

問題 1.3.3 の解は

r0 =
(
A⊤ (a)

)−1
g⊤
0p (p) b1 (1.3.31)

となる．これ以降，r0 は b1 の関数であることから，r0 (b1) とかくことに
する．
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さらに，式 (1.3.28) の右辺第 1項は，

LI0a (a,p, r0) [b2]

= −
{
r0 ·

(
∂A (a)

∂a1
p

∂A (a)

∂a2
p

∂A (a)

∂a3
p

)}
b2 (1.3.32)

となる．ここで，式 (1.3.31) を式 (1.3.32) に代入すれば，

LI0a (a,p, r0 (b1)) [b2] = h0 (a) [b1, b2] = gH0 (a, b1) · b2 (1.3.33)

が成り立つ．ここで， 平均流れ抵抗の Hesse 勾配 gH0 は

gH0 (a, b1) = LI0a (a,p, r0 (b1)) (1.3.34)

で与えられる．
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以上の結果から，平均流れ抵抗 f0 (p) を設計変数 a だけの関数にかきかえ
た f̃0 (a) は凸関数となることが確認された．したがって，平均コンプライア
ンス問題のように，次に示される KKT 条件を満たす a は最小点になる．
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§1.3.4 最適性の条件

ここでも KKT 条件を使って最適性の条件を考えてみよう．最適化問題 (問
題 1.3.2) に対する Lagrange 関数を

L (a, λ1) = f̃0 (a) + λ1f1 (a)

とおく．λ1 ∈ R は f1 (a) ≤ 0 に対する Lagrange 乗数である．このとき，問
題 1.3.2 の KKT 条件は

La (a, λ1) = g0 + λ1g1 = 0R2 , (1.3.35)

Lλ1 (a, λ1) = f1 (a) ≤ 0, (1.3.36)

λ1f1 (a) = 0, (1.3.37)

λ1 ≥ 0 (1.3.38)

で与えられる．式 (1.3.35) は
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− 2

u2
0/a

3
0

u2
1/a

3
1

u2
2/2

3
1

+ λ1l

1

1

1

 =

0

0

0


となる．そこで，平均流れ抵抗最小化問題 (問題 1.3.2) に対する最適性の条
件は

2
u2
0

a30l
= 2

u2
1

a31l
= 2

u2
2

a32l
= λ1 (1.3.39)

によって与えられることになる．
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この最適性の条件は，Murray の法則が成り立つことを示している．実際，
式 (1.3.1) の uHi (r) を用いれば，i ∈ {0, 1, 2} に対して，管壁のせん断ひずみ
速度とせん断応力は，それぞれ

γi =
duHi

dr

∣∣∣∣
r=ri

= − p̄− pi
2µl

ri = − ui

2µla2i
ri, (1.3.40)

τi = µγi = − ui

2la2i
ri (1.3.41)

となる．これらを用いれば，散逸エネルギー密度について，
1

2
τiγi =

1√
8µl

u2
i

a3i l
=

√
8µl

2
λ1 (1.3.42)

が成り立つことになる．ただし，式 (1.3.3) が使われた．式 (1.3.42) は，最適
な分岐円管では，散逸エネルギー密度が一致することを示している．この条
件はせん断応力が同一ならば，流量は血管半径の 3乗に比例することを表し
ている．このことから，Murray の法則と同じ関係が得られたことになる．
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§1.3.5 数値例

例題 1.3.4 (平均流れ抵抗最小化問題の数値例)

問題 1.3.2 において a0 = 1 とおき，a0 を設計変数には含めないことにする．
また，l = 1, c1 = 2, u = (1/3, 2/3)⊤, a0 = (0.1, 0.1, 0.1)⊤ とおく．このと
き，a の最小点を求めよ．
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図 1.7: 平均流れ抵抗最小化問題の数値例
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解答 f0 が定義された式 (1.3.11) に状態決定問題の解 p を与える式 (1.3.9) を代入
すれば，

f̃0 (a) =
1

9

(
9 +

1

a1
+

4

a2

)
(1.3.43)

となる．図 1.7 は f̃0 を示す．f̃0 と f1 の断面積微分は，式 (1.3.19) と式 (1.3.20)

より，

g0 = −

(
2/9a31
8/9a32

)
, g1 =

(
1

1

)
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となる．ここで，a が最小点ならば，式 (1.3.39) より

λ1 =
2

9a31
=

8

9a32

が成り立つ．a が式 (1.3.13) で定義された D◦ の要素であれば，λ1 は正となり，相
補性条件より，f1 に対する不等式制約は等号で成り立つことになる．そこで，
a2 = 1− a1 を式 (1.3.43) に代入し，a1 の変動に対する停留条件

d

da1
f̃0 (a1, 1− a1) =

1

(1− a1)
2 − 4

a21
= 0

を満たす a1 を求めれば，

a1 =
1

5

(
1 + 24/3 − 22/3

)
,
1

5

{
1− 21/3

(
1− i

√
3
)
+ 2−1/3

(
1 + i

√
3
)}

,
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1

5

{
1− 21/3

(
1 + i

√
3
)
+ 2−1/3

(
1− i

√
3
)}

= 0.386488, 0.106756 + 0.711395i, 0.106756− 0.711395i

となる．ただし，i は虚数単位である．また，a2 は 1− a1 によって求められる．こ
のうち a ∈ D◦ が満たされるのは a = (0.386488, 0.613512)⊤ である．f̃0 と f1 は凸
関数であることから，問題 1.3.2 は凸最適化問題となり，定理 2.7.9 より，KKT 条件
を満たすこの a はこの問題の最小点である． □
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1.4 第1章のまとめ



第 1章では，1次元弾性体と 1次元 Stokes 流れ場の断面積を設計対象にお
いた最適設計問題を構成して，最適性の条件を求めるまでをみてきた．要点
は以下のようである．

1. 最適設計問題では，システムを決定する設計変数に加えて，システムの
状態を記述する状態変数が存在する．状態変数を決定する状態方程式は
等式制約となる．評価関数は設計変数と状態変数の関数として定義され
る (1.1.2 項, 1.3.2 項)．
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2. 評価関数が状態変数の関数で与えられる場合，設計変数の変動に対する
評価関数の微分は，状態決定問題の等式制約を満たすもとで微分を求め
る必要がある．その微分を求める方法には，微分の連鎖則を用いた直接
微分法 (1.1.5 項, 1.2.1 項) と Lagrange 乗数法による随伴変数法 (1.1.6

項, 1.2.2 項) が考えられる．
• 直接微分法は多制約問題に有利である (注意 1.2.3)．
• 随伴変数法は多設計変数問題に有利である (注意 1.2.5)．

本書では第 5章以降で，，状態方程式に偏微分方程式の境界値問題を仮定
し，状態変数は d ∈ {2, 3} 次元空間の領域上で定義された関数 (無限次元
空間の要素) になる．そこでは，随伴変数法が必須となる．
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3. 1次元弾性体の断面積を設計変数においた平均コンプライアンス最小化
問題 (問題 1.1.4) では，最適性の条件として，ひずみエネルギー密度が
一様となる条件 (式 (1.1.56)) が得られた (1.1.7 項)．

4. 分岐する 1次元 Stokes 流れ場において断面積を設計変数においた平均流
れ抵抗最小化問題 (問題 1.3.2) では，最適性の条件として，散逸エネル
ギー密度が一様となる条件 (式 (1.3.42)) が得られた (1.3.4 項)．

最適設計問題に関する文献はたくさん存在するが，そのうちのいくつかを
あげると，[4, 1, 3, 8, 2]である．
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1.5 第1章の演習問題



1.1 問題 1.1.4 の f0 を u2
2 に変更した

min
(a,u)∈D×U

{
f0 (u) = u2

2

∣∣ f1 (a) ≤ 0, 問題 1.1.3
}

を満たす a を求める問題を考える．このとき，f0 に対する随伴変数を
v0 ∈ R2 とおき，随伴方程式を示せ．また，g0 を u と v0 で示せ．

1.2 1.1.6 項では，問題 1.1.4 における f0 の断面積勾配 g0 を Lagrange 関数
の u と v0 の任意変動に対する停留条件を用いて求めた．その際，自己
随伴関係が使われた．このように，自己随伴関係が成り立つ場合には，
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Lagrange 関数を使わずに，断面積勾配 g0 を求めることができる．平均
コンプライアンス f0 の代わりに，ポテンシャルエネルギー

π (a,u) =
1

2
u · (K (a)u)− u · p

を用いて，

max
a∈D

min
u∈U

π (a,u)

を満たす (a,u) を求める問題を考える．このとき，minu∈R2 π を満たす
u を用いたときの −π の断面積勾配が式 (1.1.36) における g0 の 1/2 と
一致することを示せ．なお，この問題における π はポテンシャルエネル
ギーである．この問題により，平均コンプライアンスの最小化はポテン
シャルエネルギーの最大化と同値であることがわかる．
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1.3 演習問題 1.1 において l = 1, eY = 1, c1 = 1 および p = (1, 1)⊤ とおい
て，a の最小点を求めよ．

1.4 問題 1.1.4 の状態決定問題において p = (1,−1)⊤ とおいたとき，断面積
が a1 の 1次元線形弾性体の応力はゼロとなる．そこで，最適解では体積
制約に加えて断面積 a1 に対する側面制約が有効となる．このときの最適
解は (a1, a2) = (a01, (c1/l)− a01) となる．このときの KKT 条件を示せ．
また，そのときの Lagrange 乗数を求めよ．ただし，g0 と g1 はそれぞれ
式 (1.1.28) と式 (1.1.17) で与えられているものとする.

1.5 問題 1.1.4 の状態決定問題において，設計変数 a ∈ R2 が正方形断面の 1

辺の長さであると仮定されたとき，a の変動に対する f0 の勾配 g0 と
Hesse 行列 H0 を求めよ．
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1.6 図 1.8 のような 4面体 Ω を考える．設計変数を底面の辺の長さ
a = (a1, a2)

⊤ ∈ R2 として，評価関数 f を Ω の体積とおいたとき，a の
変動に対する f の勾配 g と Hesse 行列 H を求めよ．

図 1.8: 4面体 Ω
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1.7 式 (1.2.1) の K (a) を具体的に示せ．
1.8 問題 1.3.2 の f0 に対しても自己随伴関係が成り立った．そのため，演習
問題 1.2 と同様に，Lagrange 関数を使わずに，断面積勾配 g0 を求める
ことができる．f0 に対して，ここでは，形式的に，

min
a∈D

max
p∈P

π (a,p)

を満たす (a,p) を求める問題を考える．ただし，散逸系のポテンシャル
エネルギーを

π (a,p) = −1

2
p · (A (a)p)− u · p
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とおく．このとき，maxp∈R2 π を満たす p を用いたときの π の断面積勾
配が式 (1.3.19) における g0 の 1/2 と一致することを示せ．この問題に
より，平均流れ抵抗の最小化は，形式的にこの散逸系のポテンシャルエ
ネルギーを π とおいたときの π の最小化と同値であることがわかる．

1.9 図 1.9 のような分岐する 1次元 Stokes 流れ場を考える．流入境界 Γ0 の
中心を原点とする．4つの正定数 α1, α2, β1, β2 に対して
α = (α1,−α2)

⊤ ∈ R2 と β = (β1, β2)
⊤ ∈ R2 を流出境界 Γ1 と Γ2 の中心

位置の座標とする．r = (r0, r1, r2)
⊤ ∈ R3 を円管の半径とする．r と α

および β が既知と仮定されたとき，三つの円管の体積の和が最小である
ならば，分岐角 θ1 と θ2 を用いて

r20 = r21 cos θ1 + r22 cos θ2
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が成り立つことを示せ．

図 1.9: 分岐する 1次元 Stokes 流れ場の分岐角
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