
演習問題の解答例

第1章
1.1 f0 の Lagrange 関数を

L0 (a,u,v0)

= f0 (u) + LS (a,u,v0)

= f0 (u)− v0 · (K (a)u− p)

=
(
0 u2

)( 0
u2

)
−
(
v01 v02

)(eY
l

(
a1 + a2 −a2
−a2 a2

)(
u1

u2

)
−
(
p1
p2

))
とおく．ただし，v0 ∈ R2 は随伴変数 (Lagrange 乗数) である．v0 の任意変
動 v̂0 ∈ U に対する L0 の停留条件

L0v0
(a,u,v0) [v̂0] = LS (a,u, v̂0) = 0

は，u が状態方程式を満たすときに成り立つ．u の任意変動 û ∈ U に対する
L0 の停留条件

L0u (a,u,v0) [û] = f0u (u) [û]− LSu (a,u,v0) [û]

= 2
(
0 u2

)(û1

û2

)
− v0 · (K (a) û)

= −û ·
(
K⊤ (a)v0 −

(
0

2u2

))
= 0

は，v0 が
eY
l

(
a1 + a2 −a2
−a2 a2

)(
v01
v02

)
=

(
0

2u2

)
(1)

を満たすときに成り立つ．式 (1) が f0 に対する随伴方程式である．また，u
が状態方程式を満たし， v0 が式 (1) の解のとき，式 (1.1.36) と同一の

L0a (a,u,v0) [b] = f ′
0 (u (a)) [b]

1
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= −
{
v0 ·

(
∂K (a)

∂a1
u

∂K (a)

∂a2
u

)}
b

= l
(
−σ (u1) ε(v01) −σ (u2 − u1) ε (v02 − v01)

)(b1
b2

)
= g0 · b

が得られる．
1.2 minu∈R2 π (a,u) を満たす u は，任意の û ∈ R2 に対して

πu (a,u) [û] = û · (K (a)u− p) = 0

を満たす．すなわち，u が状態決定問題 1.1.3 の解ならば満たされる．また，
πuu (a,u) [û, û] = û · (K (a) û) > α ∥û∥2R2

を満たす α > 0が存在するので，状態決定問題 (問題 1.1.3)の解 uは π (a,u)
の最小点であることが確かめられる．一方，a に対する π (a,u) の最大点は，
−π (a,u) の最小点となる．u が状態決定問題の解のとき，任意の b ∈ R2 に
対して

−πa (a,u) [b] = −1

2

{
u ·
(
∂K (a)

∂a1
u

∂K (a)

∂a2
u

)}
b

= −1

2

eY
l

(
u1u1 (u2 − u1) (u2 − u1)

)(b1
b2

)
=

1

2
g0 · b

が成り立つ．ただし，g0 は式 (1.1.36) のベクトルを表す．
1.3 u は式 (1.1.20) で与えられることより

f0 (u (a)) =

(
2

a1
+

1

a2

)2

となる．例題 1.1.7 のように

f̃0 (a1) = f0 (u (a1, 1− a1)) =

(
2

a1
+

1

1− a1

)2

とおく．このとき，
df̃0
da1

= 2

(
2

a1
+

1

1− a1

){
− 2

a21
+

1

(1− a1)
2

}
= 0

を満たす a1 は 2, 2 −
√
2 と 2 +

√
2 である．これらに対する a2 はそれぞ

れ −1,
√
2 − 1 と −

√
2 − 1 である．これらのうち a ≥ 0R2 を満たすのは

a =
(
2−

√
2,
√
2− 1

)⊤ のときである．また，f0 と f1 の凸性により，KKT
条件を満たすこの a は演習問題 1.1 の最小点である．
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1.4 設計変数 a の許容集合 D の定義式 (1.1.16) の中の断面積 a1 に対する側面制
約が有効となる．そこで，f1 (a) ≤ 0 に加えて，2番目の不等式制約を

f2 (a) = a01 − a1 ≤ 0

とおく．このとき，f2 の断面積微分は

f2a =

(
−1
0

)
= g2 (2)

となる．f2 ≤ 0 に対する Lagrange 乗数を λ2 とおけば，KKT 条件は

La (a, λ1, λ2) = g0 + λ1g1 + λ2g2 = 0R2 , (3)

Lλ1 (a, λ1, λ2) = f1 (a) = l (a1 + a2)− c1 ≤ 0,

Lλ2 (a, λ1, λ2) = f2 (a) = a01 − a1 ≤ 0,

λ1f1 (a) = 0,

λ2f2 (a) = 0,

λ1 ≥ 0,

λ2 ≥ 0

で与えられる．最適解では f1 = 0, f2 = 0, λ1 > 0 および λ2 > 0 となる．そ
こで，式 (3) に式 (1.1.28), 式 (1.1.17) および式 (2) の g0, g1 および g2 を代
入すれば，

l

(
−σ (u1) ε (u1)

−σ (u2 − u1) ε (u2 − u1)

)
+ λ1

(
l
l

)
+ λ2

(
−1
0

)
=

(
0
0

)
となる．この λ1 と λ2 に対する連立 1次方程式を解けば，(

λ1

λ2

)
=

(
σ (u2 − u1) ε (u2 − u1)

−lσ (u1) ε (u1) + lσ (u2 − u1) ε (u2 − u1)

)
= σ (u2 − u1) ε (u2 − u1)

(
1
l

)
となる．

1.5 随伴変数法を用いることにする．式 (1.1.36) は

L0a (a,u,v0) [b]

= −
{
v0 ·

(
∂K(a)

∂a1
u

∂K(a)

∂a2
u

)}
b

= −eY
l

(
v01 v02

)((2a1 0
0 0

)(
u1

u2

) (
2a2 −2a2
−2a2 2a2

)(
u1

u2

))
b

= −eY
l

(
2a1u1v01 2a2 (u2 − u1) (v02 − v01)

)
b
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= g0 · b

となる．そこで，自己随伴関係 (式 (1.1.35)) を用いれば，

g0 = −eY
l

(
2a1u

2
1

2a2 (u2 − u1)
2

)
となる．
Hesse 行列は次のように計算される．設計変数 (a,u) の任意変動 (b1, û1)

と (b2, û2) に対する Lagrange 関数 L0 の 2階微分は式 (1.1.38) となる．こ
こで，u と v0 を設計変数 a のときの状態決定問題 (問題 1.1.3) と随伴問題
(問題 1.1.5) の解とする．さらに，û1 と û2 をそれぞれ a の任意変動 b1 と
b2 に対して状態決定問題の解が満たされたもとでの u の変動とする．すなわ
ち，i ∈ {1, 2} に対して

û(a) [bi] =
∂u

∂a⊤ bi =

∂u1

∂a1

∂u1

∂a2
∂u2

∂a1

∂u2

∂a2

(bi1bi2
)

=

(
−2u1/a1 0
−2u1/a1 −2(u2 − u1)/a2

)(
bi1
bi2

)
とおく．このとき，Lagrange 関数 L0 の 2階微分は

(L0a (a,u,v0) [b1] + L0u (a,u,v0) [û(a) [b1]])a [b2]

+ (L0a (a,u,v0) [b1] + L0u (a,u,v0) [û(a) [b1]])u [û(a) [b2]]

= LSaa (a,u,v0) [u1,u2] + 2LSau (a,u,v0) [b1, û (a) [b2]]

= b1 ·
((

∂g0

∂a1

∂g0

∂a2

)
b2

)
− 2b1 ·

((
v⊤
0 Ka1

v⊤
0 Ka2

)(
−2u1/a1 0
−2u1/a1 −2(u2 − u1)/a2

)
b2

)
= −eY

l
b1 ·

((
2u1v01 0

0 2 (u2 − u1) (v02 − v01)

)
b2

)
− 2b1 ·

(
eY
l

(
2a1v01 0

−2a2 (v02 − v01) 2a2 (v02 − v01)

)
×
(
−2u1/a1 0
−2u1/a1 −2(u2 − u1)/a2

)
b2

)
= −eY

l
b1 ·

((
2u1v01 0

0 2 (u2 − u1) (v02 − v01)

)
b2

)
− 2eY

l
b1 ·

((
−4u1v01 0

0 −4(u2 − u1)(v02 − v01)

)
b2

)
=

6eY
l

b1 ·
((

u1v01 0
0 (u2 − u1) (v02 − v01)

)
b2

)
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となる．そこで，自己随伴関係 (式 (1.1.35)) を用いれば，

H0 =
6eY
l

(
u2
1 0

0 (u2 − u1)
2

)
となる．

1.6 評価関数は

f (a) =
1

6
a1a2

となる．そこで，

g (a) =
1

6

(
a2
a1

)
, H =

1

6

(
0 1
1 0

)
となる．Hesse 行列 H は正定値行列ではないことに注意されたい．

1.7 問題 1.2.1 のポテンシャルエネルギーは，式 (1.1.9) が拡張された

π (u) =

∫ l

0

1

2
σ (u) ε (u) a1 dx+ · · ·+

∫ nl

(n−1)l

1

2
σ (u) ε (u) an dx

− p · u

=
1

2

eY
l
a1u

2
1 + · · ·+ 1

2

eY
l
an (un − un−1)

2 − p1u1 − · · · − pnun

によって与えられる．π の停留条件は式 (1.2.1) に相当し，

eY
l


a1 + a2 −a2 · · · 0 0
−a2 a2 + a3 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · an−1 + an −an−1

0 0 · · · −an−1 an




u1

u2

...
un−1

un



=


p1
p2
...

pn−1

pn


とかかれる．K (a) はこの式における左辺の係数行列である．

1.8 maxp∈R2 π (a,p) を満たす p は，任意の p̂ ∈ R2 に対して

− πp (a,p) [p̂] = p̂ · (A (a)p+ u) = 0
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を満たす．そこで，p が状態決定問題 (問題 1.3.1) の解ならば満たされる．
また，

− πpp (a,p) [p̂, p̂] = p̂ · (A (a) p̂) > α ∥p̂∥2R2

を満たす α > 0 が存在するので，状態決定問題を満たす p は π (a,p) の最大
点であることが確かめられる．一方，p が状態決定問題の解のとき，任意の
b ∈ R2 に対して

πa (a,p) [b] = −1

2

{
p ·
(
∂A (a)

∂a1
p

∂A (a)

∂a2
p

)}
b

= − 1

(a20 + a21 + a22)
2

(
a1
{
a20p1 + a22 (p1 − p2)

}2
a2
{
a20p2 + a21 (p2 − p1)

}2
)

·
(
b1
b2

)

= −

u2
1

a1
u2
2

a2

 ·
(
b1
b2

)

=
1

2
g0 · b

が成り立つ．ただし，g0 は式 (1.3.19) のベクトルを表す．
1.9 図 1.9のように，l = (l0, l1, l2)

⊤ ∈ R3 を三つの円管の長さとする．このとき，
3つの円管の体積の和を円周率で割った値は

f (l0, l1, l2) = r20l0 + r21l1 + r22l2

で与えられる．一方，幾何学的関係から
h1 = l1 sin θ1 − α2 = 0

h2 = l0 − α1 + l1 cos θ1 = 0

h3 = l2 sin θ2 − β2 = 0

h4 = l0 − β1 + l2 cos θ2 = 0

が成り立つ．これらの関係を用いれば，

f (l0) = r20l0 + r21

√
α2
2 + (α1 − l0)

2
+ r22

√
β2
2 + (β1 − l0)

2

とかける．ここで，
df

dl0
= r20 −

r21 (α1 − l0)√
α2
2 + (α1 − l0)

2
− r22 (α2 − l0)√

β2
2 + (β1 − l0)

2

= r20 −
r21 (α1 − l0)

l1
− r22 (α2 − l0)

l2

= r20 − r21 cos θ1 − r22 cos θ2 = 0

が得られる．
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第2章
2.1 Aの固有値と固有ベクトルをそれぞれ λ1 ≤ · · · ≤ λd ∈ Rと x1, . . . , xd ∈ Rd

とかく．ここで，固有ベクトルは互いに直交しているので，任意のベクトル
x ∈ Rd は，任意の ξ = (ξ1, . . . , ξd)

⊤ ∈ Rd を用いて

x =
∑

i∈{1,...,d}

xiξi

とかくことができる．ただし，∥x1∥Rd = · · · = ∥xd∥Rd = 1 とおく．このよう
においても，任意の ξ ∈ Rd に対して任意の x ∈ Rd が得られる．ここで，A
が正定値ならば，定理 A.2.1 より，λd ≥, . . . , ≥ λ1 > 0 である．そこで，任
意の x ∈ Rd \ {0Rd} に対して

x ·Ax =
∑

i∈{1,...,d}

λiξ
2
i ≥ λ1 ∥ξ∥2Rd = λ1 ∥x∥2Rd > 0

を得る．また，A が負定値ならば，λd ≤, . . . , ≤ λ1 < 0 である．そこで，任
意の x ∈ Rd \ {0Rd} に対して

x ·Ax =
∑

i∈{1,...,d}

λiξ
2
i ≥ λ1 ∥ξ∥2Rd = λ1 ∥x∥2Rd < 0

を得る．
2.2 f が最小値をとるための必要条件は，定理 2.5.2 より，

∂f

∂x1
= ax1 + bx2 + d = 0

∂f

∂x2
= bx1 + cx2 + e = 0

となる．これらの式は

g =

(
∂f/∂x1

∂f/∂x2

)
=

(
a b
b c

)(
x1

x2

)
+

(
d
e

)
=

(
0
0

)
とかける．十分条件は，定理 2.5.6 より f が凸関数であることを示せばよい．
そのためには，定理 2.4.6 より Hesse 行列が半正定値であることを示せばよ
い．Hesse 行列は

∂2f

∂x1∂x1
= a,

∂2f

∂x1∂x2
= b,

∂f

∂x2∂x2
= c

となるので，

H =

(
a b
b c

)
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となる．この行列の正定値性を Sylvester の判定法 (定理 A.2.2) で与えれば，

a > 0,

∣∣∣∣a b
b c

∣∣∣∣ = ac− b2 > 0

となる．この関係は x ∈ R2 によらずに成り立つ．なお，この問題の f (x1, x2)

は，b = (d, c)
⊤ とかけば，

f (x1, x2) =
1

2

(
x1 x2

)(a b
b c

)(
x1

x2

)
+
(
d c

)(x1

x2

)
=

1

2
x · (Hx) + b · x

とかける関数であったことがわかる．

2.3 問題を

min
x∈R2

{f0 (x) = −x1x2| f1 (x) = 2 (x1 + x2)− c1 ≤ 0}

とかくことができる．λ1 ∈ R を周の長さ制限に対する Lagrange 乗数とおい
て，この問題の Lagrange 関数を

L (x1, x2, λ1) = f0 (x) + λ1f1 (x) = −x1x2 + λ1 {2 (x1 + x2)− c1}

とおく．KKT 条件は

Lx1
= −x2 + 2λ1 = 0,

Lx2
= −x1 + 2λ1 = 0,

Lλ = f1 (x) = 2 (x1 + x2)− c1 ≤ 0,

λ1f1 (x) = λ1 {2 (x1 + x2)− c1} = 0,

λ1 ≥ 0

となる．これより，

λ1 =
x1

2
=

x2

2
=

c1
8

のとき KKT 条件は満たされる．この結果は正方形を意味する．KKT 条件を
満たす解が最小点であることは次のようにして示される．f0 は凸関数ではな
い (例題 2.4.9)．しかし，f̃0 (x1) = f0 (x1,−x1 + c1/2) は凸関数となる．そこ
で，制約なしの f̃0 (x1) の最小化問題とみなせば，KKT 条件を満たす (x1, x2)
が最小点となることが示される．図 P.1 に c1 = 2 のときの様子を示す．
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図 P.1: 関数 f0 (x) = −x1x2

第3章
3.1 Newton-Raphson 法を示す式 (3.5.7) を f のためにかきかえれば，

xk+1 = xk − f (xk)

g (xk)

となる．また，g (xk) を差分におきかえれば，

xk+1 = xk − xk − xk−1

f (xk)− f (xk−1)
f (xk)

が得られる．
3.2 f

(
xk + ϵ̄gȳg

) を f̄ (ϵ̄g) とかき，さらに，
df̄

dϵ̄g
(ϵ̄g) = ḡ (ϵ̄g) = g

(
xk + ϵ̄gȳg

)
· ȳg

とかくことにする．厳密直線探索法 (問題 3.4.1) では
ḡ (ϵ̄g) = 0

を満たすように ϵ̄g を決定する．この非線形方程式の解を Newton-Raphson 法
で求める場合には，

ḡ (ϵ̄g l+1) = ḡ (ϵ̄gl) + h (ϵ̄gl) (ϵ̄g l+1 − ϵ̄gl) = 0

を満たすように ϵ̄g l+1 = ϵ̄gl − ḡ (ϵ̄gl) /h (ϵ̄gl) を求めることになる．ただし，
h (ϵ̄gl) は f̄ の 2階導関数である．セカント法を用いる場合には，

h (ϵ̄gl) =
ḡ (ϵ̄gl)− ḡ (ϵ̄g l−1)

ϵ̄gl − ϵ̄g l−1

とおいて，

ϵ̄g l+1 = ϵ̄gl −
ϵ̄gl − ϵ̄g l−1

ḡ (ϵ̄gl)− ḡ (ϵ̄g l−1)
ḡ (ϵ̄gl)

によって ϵ̄g l+1 を求めることになる．
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3.3 共役勾配法では，x0 = 0X および ȳg0 = −g0 = −g (x0) = −b とおき，
k ∈ N ∪ {0} に対して，式 (3.4.8)により ϵ̄gk が計算され, k ∈ N に対して，
式 (3.4.9) から式 (3.4.12) より xk, gk, βk および ȳgk が計算される．した
がって，

ȳk+1 ·
(
Bȳgk

)
=
(
−gk+1 + βk+1ȳgk

)
·
(
Bȳgk

)
=

(
−gk+1 +

gk+1 · gk+1

gk · gk

ȳgk

)
·
(
Bȳgk

)
=

{
−gk − ϵ̄gkBȳgk +

(
gk + ϵ̄gkBȳgk

)
·
(
gk + ϵ̄gkBȳgk

)
gk · gk

ȳgk

}
·
(
Bȳgk

)
=

{
−gk − ϵ̄gkBȳgk

+
gk · gk + 2ϵ̄gkgk ·

(
Bȳgk

)
+ ϵ̄2gk

(
Bȳgk

)
·
(
Bȳgk

)
gk · gk

ȳgk

}
·
(
Bȳgk

)
=

{
−gk − gk · gk

ȳgk ·
(
Bȳgk

) (Bȳgk

)}
·
(
Bȳgk

)
+ ȳgk ·

(
Bȳgk

)
+ 2gk ·

(
Bȳgk

)
+

(
Bȳgk

)
·
(
Bȳgk

)
ȳgk ·

(
Bȳgk

) gk · gk

=
(
gk + ȳgk

)
·
(
Bȳgk

)
= βkȳk−1 ·

(
Bȳgk

)
が成り立つ．ただし，厳密直線探索より ȳgk−1 · gk = 0 を用いた．k = 0 の
とき，ȳg0 = −g0 より

(
g0 + ȳg0

)
·
(
Bȳg0

)
= 0 が成り立つ．したがって，

k ∈ N に対して ȳg k+1 ·
(
Bȳgk

)
= 0 となる．

3.4 演習問題 1.6 で得られた a の変動に対する f (a) の勾配 g (a) と Hesse 行列
H を用いる．Newton 法では，Hb = −g (a0) より，

1

6

(
0 1
1 0

)(
b1
b2

)
= −1

6

(
a02
a01

)
によって探索ベクトル b が求められる．この方程式を解けば，(

b1
b2

)
= −

(
a01
a02

)
となる．そこで，１回目の Newton 法によって更新された点(

a11
a12

)
=

(
a01
a02

)
+

(
b1
b2

)
=

(
a01 − a01
a02 − a02

)
=

(
0
0

)
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は f の最小点となる．Newton 法を 1回用いただけで最小点が得られた理由
は，f の Taylor 展開が勾配と Hesse 行列で完全に記述されていたためであ
る．その際，Hesse 行列の正定値性は必要ないことが確かめられた．

第4章
4.1 U と V を

U =
{
u ∈ H1 ((0, l)× (0, tT) ;R)

∣∣
u (0, t) = 0 for t ∈ (0, tT) , u (x, 0) = α (x) for x ∈ (0, l)

}
,

V =
{
v ∈ H1 ((0, l)× (0, tT) ;R)

∣∣
v (0, t) = 0 for t ∈ (0, tT) , v (x, 0) = 0 for x ∈ (0, l)

}
とおく．u0 (x, 0) = α (x) を満たす H1 ((0, l)× (0, tT) ;R) の要素 u0 を選ん
で固定する．任意の v ∈ V に対する f (u) の第 1変分は

f ′ (u) [v]

=

∫ tT

0

{∫ l

0

(ρu̇v̇ − e∇u∇v + bv) aS dx+ pNv (l, t) aS (l, t)

}
dt

−
∫ l

0

ρβv (x, tT) aS dx

=

∫ tT

0

{∫ l

0

(−ρü+∇ (e∇u) + b) vaS dx

− (e∇u (l, t)− pN) v (l, t) aS (l)

}
dt

+

∫ l

0

ρ (u̇ (x, tT)− β) v (x, tT) aS dx

となる．そこで，任意の v ∈ V に対して f (u) が停留する条件は，u−u0 ∈ V
に対して f ′ (u) [v] = 0 となる条件によって与えられる．すなわち，

ρü−∇ (e∇u) = ρü−∇σ(u) = b for (x, t) ∈ (0, l)× (0, tT) ,

e∇u (l, t) = σ (u (l, t)) = pN for t ∈ (0, tT) ,

u̇ (x, tT) = β for x ∈ (0, l)

を得る．その際，f (u) と f ′ (u) [v] が意味をもつためには，

ρ ∈ L∞ ((0, l) ;R) , α ∈ H1 ((0, l) ;R) , β ∈ L2 ((0, l) ;R) ,
b ∈ L2 ((0, l)× (0, tT) ;R) , pN ∈ L2 ((0, tT) ;R)

であればよい．
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4.2 u ∈ U の任意変動 v ∈ V に対する作用積分 f (u) の第 1変分は
f ′ (u, u̇) [v, v̇]

=

∫ tT

0

(
∂l

∂u
· v +

∂l

∂u̇
· v̇
)
dt

=

∫ tT

0

(
∂l

∂u
− d

dt

∂l

∂u̇

)
· v dt+

∂l

∂u̇
(tT) · v (tT)−

∂l

∂u̇
(0) · v (0)

=

∫ tT

0

(
∂l

∂u
− d

dt

∂l

∂u̇

)
· v dt

となる．任意の v ∈ V に対して f ′ (u, u̇) [v, v̇] = 0 が成り立つためには，
Lagrange の運動方程式が成り立たなければならない．

4.3 u ∈ U の任意変動 v ∈ V と q ∈ Q の任意変動 r ∈ Q に対する作用積分
f (u, q) の第 1変分は，

f ′ (u, q) [v, r]

=

∫ tT

0

(
−q̇ · v − ∂H

∂u
· v − ṙ · u− ∂H

∂q
· r
)
dt

=

∫ tT

0

{
−
(
q̇ +

∂H

∂u

)
· v +

(
u̇− ∂H

∂q

)
· r
}
dt

となる．任意の v ∈ V と任意の r ∈ Qに対して f ′ (u, q) [v, r] = 0となるため
には，Hamilton の運動方程式が成り立たなければならない．また，Hamilton
の運動方程式が成り立つとき，

˙H (u, q) =
∂H

∂u
· u̇+

∂H

∂q
· q̇ =

∂H

∂u
· ∂H

∂q
− ∂H

∂q
· ∂H

∂u
= 0

が成り立つ．さらに，図 4.1のばね質点系に対して，外力 p = 0 のとき，運
動量は q = mu̇ によって与えられるので，

H (u, q) = −l (u, q) + qu̇ = −1

2
mu̇2 +

1

2
ku2 + qu̇ =

1

2
mu̇2 +

1

2
ku2

となる．すなわち，外力が作用しないとき，運動エネルギーとポテンシャルエ
ネルギーの和が Hamilton 関数となり，それが保存されることを示している．

4.4 Y ⋐ Z ならば，ある正定数 c が存在して，任意の x ∈ Y に対して
∥x∥Z ≤ c ∥x∥Y

が成り立つ．このとき，Y ′ と Z ′ のノルムの定義 (定義 4.4.5) を用いれば，任
意の ϕ ∈ Z ′ に対して

1

c
∥ϕ∥Y ′ = sup

x∈Y \{0Y }

|⟨ϕ,x⟩|
c ∥x∥Y

≤ sup
x∈Z\{0Z}

|⟨ϕ,x⟩|
∥x∥Z

= ∥ϕ∥Z′

が成り立つ．したがって，∥ϕ∥Y ′ ≤ c ∥ϕ∥Z′ より，Z ′ ⋐ Y ′ を得る．
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第5章
5.1 Dirichlet 条件が境界全体で与えられていることから，U = H1

0 (Ω;R) とおく．
このとき，任意の v ∈ U に対して，∫

Ω

(−∆u+ u) v dx =

∫
Ω

(−∇ ·∇u+ u) v dx

= −
∫
∂Ω

v∇u · ν dγ +

∫
Ω

(∇u ·∇v + uv) dx

=

∫
Ω

(∇u ·∇v + uv) dx =

∫
Ω

bv dx

が成り立つ．そこで，この問題の弱形式は，任意の v ∈ U に対して
a (u, v) = l (v)

を満たす ũ = u− uD ∈ U を求める問題となる．ただし，

a (u, v) =

∫
Ω

(∇u ·∇v + uv) dx, l (v) =

∫
Ω

bv dx

である．
この弱形式の解が一意に存在するためには，Lax-Milgram の定理の仮定

が成り立てばよい．U = H1
0 (Ω;R) は Hilbert 空間である．また，任意の

v ∈ H1
0 (Ω;R) に対して

a (v, v) = ∥v∥2H1(Ω;R)

が成り立つことから，a は強圧的かつ有界である．そこで，l̂ ∈ U ′ が成り立
てばよい．l̂ に対して，∣∣∣l̂ (v)∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|bv| dx+

∫
Ω

(|∇uD ·∇v|+ |uDv|) dx

≤ ∥b∥L2(Ω;R) ∥v∥L2(Ω;R) + ∥∇uD∥L2(Ω;Rd) ∥∇v∥L2(Ω;Rd)

+ ∥uD∥L2(Ω;R) ∥v∥L2(Ω;R)

≤
(
∥b∥L2(Ω;R) + ∥uD∥H1(Ω;R)

)
∥v∥H1(Ω;R)

が成り立つ．したがって，b ∈ L2 (Ω;R)および uD ∈ H1 (Ω;R)であればよい．
5.2 点 xAは同次Dirichlet境界と同次 Neumann境界の境界で，開き角 α = π/2で

ある．そこで，定理 5.3.2の (2)より，点 xA の近傍 BA では u ∈ H2
(
BA;R2

)
となり，点 xA は特異点とはならない．一方，点 xB は同次 Neumann境界と非
同次 Neumann 境界の境界で，開き角 α は 5.3.2 の (1) より，この開き角では
解の特異性は生じない．しかし，pN は xB の近傍 BB では (0, 0)

⊤ と (0,−1)
⊤

が Γp を境界にして階段関数状に変化している．これより，pN ∈ L∞ (BB;R2
)

とみなせば，u ∈ C0,1
(
BB;R2

) となり，H2
(
BB;R2

) には入らない．
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5.3 この問題に対する関数空間を

U =
{
u ∈ H1

(
(0, tT) ;H

1
(
Ω;Rd

)) ∣∣ u = 0Rd on ΓD × (0, tT) ,

u = 0Rd on Ω× {0, tT}
}

とおく．uD0, uD⊤ ∈ H1
(
Ω;Rd

) および uD ∈ H1
(
(0, tT) ;H

1
(
Ω;Rd

)) と仮
定する．さらに，b ∈ L2

(
(0, tT) ;L

2
(
Ω;Rd

))
, pN ∈ L2

(
(0, tT) ;L

2
(
ΓN;Rd

))
と仮定する．このとき，この問題の弱形式は第 1式に任意の v ∈ U をかけて
Ω× (0, tT) で積分し，基本境界条件を用いることで次のように得られる．「任
意の v ∈ U に対して∫ tT

0

(b (u̇, v̇)− a (u,v) + l (v)) dt = 0

を満たす ũ = u− uD ∈ U を求めよ．ただし，

b (u,v) =

∫
Ω

ρu · v dx,

a (u,v) =

∫
Ω

S(u) ·E(v) dx,

l (v) =

∫
Ω

b · v dx+

∫
ΓN

pN · v dγ

とおく．」
5.4 ϕ に対する関数空間を

U =
{
ϕ ∈ H1

(
Ω;Rd

) ∣∣ ϕ = 0Rd on ΓD

}
とおく．このとき，ϕ ∈ U に対する u (x, t) = ϕ (x) eλt を ρü⊤−∇⊤S (u) =
0⊤
Rd に代入し，さらに，その式に任意の v ∈ U をかけて Ω 上で積分し，基本
境界条件 u = uD on ΓD × (0, tT) を考慮すれば，固有振動問題の弱形式が得
られる．その弱形式は次のようにかける．「任意の v ∈ U に対して

λ2b (ϕ,v) + a (ϕ,v) = 0

を満たす (ϕ, λ) ∈ U × C を求めよ．」
解説 この問題は関数空間 U 上の固有値問題 (方程式は固有方程式) になっ
ている．この問題において a (·, ·) の非負定値性 (0 を含む強圧性) と b (·, ·)
の正定値性 (強圧性) を考慮すれば，U の次元数と同じ可算無限個の固有対
(ϕi, λi)i∈N の存在がいえる．このとき，λ2

i ≤ 0，すなわち λi = ±iωi (i は虚
数単位) が導かれる．この結果から，ϕi (x)

(
eiωit + e−iωit

)
= ϕi cosωit は固

有値問題の解となり，ωi と ϕi を固有振動数と固有モードという．
5.5 u と p に対する関数空間をそれぞれ

U =
{
u ∈ H1

(
(0, tT) ;H

1
(
Ω;Rd

)) ∣∣
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u = 0Rd on ∂Ω× (0, tT) ∪ Ω× {0}
}
,

V =
{
u ∈ H1

(
(0, tT) ;H

1
(
Ω;Rd

)) ∣∣
u = 0Rd on ∂Ω× (0, tT) ∪ Ω× {tT}

}
,

P =

{
p ∈ L2

(
(0, tT) ;L

2 (Ω;R)
) ∣∣∣∣ ∫

Ω

p dx = 0

}
とおく．このとき，任意の v ∈ V を Navier-Stokes方程式にかけて (0, tT)×Ω
上で積分し，基本境界条件 u = uD on ∂Ω× (0, tT) ∪Ω× {0} を考慮すれば，
Navier-Stokes 方程式に対する弱形式が得られる．一方，任意の q ∈ P を連続
の式にかけて (0, tT)×Ω 上で積分すれば，連続の式に対する弱形式が得られ
る．これらは次のようにかける．「任意の (v, q) ∈ U ×Q に対して∫ tT

0

(b(u̇,v) + c(u)(u,v) + a(u,v) + d(v, p)) dt =

∫ tT

0

l (v) dt,∫ tT

0

d(u, q) dt = 0

を満たす (u− uD, p) ∈ U ×Q を求めよ．ただし，

a (u,v) =

∫
Ω

µ
(
∇u⊤) · (∇v⊤) dx,

b (u,v) =

∫
Ω

ρu · v dx,

c(u)(w,v) =

∫
Ω

ρ ((u ·∇)w) · v dx,

d (v, q) = −
∫
Ω

q∇ · v dx,

l (v) =

∫
Ω

b · v dx+

∫
ΓN

pN · v dγ

とおく．」

5.6 図 P.1 (a) のような応力が発生したときに，線形ひずみは

ε11 = −ε22 =
1 + νP
eY

σ0 (1)

となる．一方，図 P.1 (b) のような反時計回りに π/4 だけ回転した座標系では

ε11 =
γ′
12/

√
2√

2
=

γ′
12

2
= ε′12 =

σ0

2µL
(2)

が成り立つ．式 (1) と式 (2) より eY = 2µL (1 + νP) が成り立つことになる．
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(a) 圧縮と引張 (b) 反時計回りに π/4 だけ回転した座標系

図 P.1: せん断応力の変形

第6章
6.1 この問題の弱形式は，v (0) = v (1) = 0 を満たす任意の v : (0, 1) → R に対

して

a (u, v) + c (u, v) = l1 (v) (1)

とかける．ただし，a ( · , · ) と l1 ( · ) は例題 6.1.5 の定義を用いる．また，

c (u, v) =

∫ 1

0

uv dx

とする．a (u, v) と l1 (v) に近似関数 uh と vh が代入された結果は例題 6.1.5
のとおりである．そこで，c (u, v) に uh と vh を代入すれば，

c (uh, vh) =

∫ 1

0

 ∑
i∈{1,...,m}

αi sin(iπx)


 ∑

j∈{1,...,m}

βj sin(jπx)

 dx

= β⊤Cα

となる．ここで，C = (c (sin(iπx), sin(jπx)))ij で，

c (sin(iπx), sin(jπx))

=

∫ 1

0

sin(iπx) sin(jπx) dx

= −1

2

∫ 1

0

[cos {(i+ j)πx} − cos {(i− j)πx}] dx =
1

2
δij

となる．例題 6.1.5 の解答と上の結果から，式 (1) は

(A+C)α = f
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となる．すなわち，
π2

2


1 0 0 · · · 0
0 4 0 · · · 0
0 0 9 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · m2

+
1

2


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1






α1

α2

α3

...
αm



=
1

π


2
0
2/3
...{

(−1)m+1 + 1
}
/m

 ,

あるいは
i2π2 + 1

2
αi =

(−1)i+1 + 1

iπ

となる．この連立 1次方程式を解けば，

αi =
2
{
(−1)i+1 + 1

}
iπ (i2π2 + 1)

が得られる．したがって，近似関数は

uh =
∑

i∈{1,...,m}

2
{
(−1)i+1 + 1

}
iπ (i2π2 + 1)

sin (iπx)

となる．
6.2 この問題の弱形式は，式 (1) で与えられた．a (u, v) と l1 (v) に近似関数 uh

と vh が代入された結果は例題 6.2.1 のとおりである．そこで，c (u, v) に uh

と vh を代入すれば，

c (uh, vh) =
∑

i∈{1,...,m}

∫ xi

xi−1

uhvh dx =
∑

i∈{1,...,m}

ci (uh, vh) ,

ci (uh, vh)

=
(
vi(1) vi(2)

)
∫ xi

xi−1

φi(1)φi(1) dx

∫ xi

xi−1

φi(1)φi(2) dx∫ xi

xi−1

φi(2)φi(1) dx

∫ xi

xi−1

φi(2)φi(2) dx

(ui(1)

ui(2)

)

= v̄i · C̄iūi = v̄ ·Z⊤
i C̄iZiū = v̄ · C̃iū

となる．ここで，C̄i = (c̄iαβ)α,β ∈ R2 は

c̄i11 =

∫ xi

xi−1

φi(1)φi(1) dx =
1

(xi − xi−1)
2

∫ xi

xi−1

(xi − x)
2
dx
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=
xi − xi−1

3
,

c̄i12 = c̄i21 =

∫ xi

xi−1

φi(1)φi(2) dx

=
1

(xi − xi−1)
2

∫ xi

xi−1

(xi − x) (x− xi−1) dx =
xi − xi−1

6
,

c̄i22 =

∫ xi

xi−1

φi(2)φi(2) dx =
1

(xi − xi−1)
2

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)
2
dx

=
xi − xi−1

3

となる．すなわち

C̄i =
xi − xi−1

6

(
2 1
1 2

)
となる．全要素の和をとった行列 C̄ は

C̄ =
h

6


2 1 0 0 0
1 4 1 0 0
0 1 4 1 0
0 0 1 4 1
0 0 0 1 2


となる．したがって，近似方程式は 1

h

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

+
h

6

4 1 0
1 4 1
0 1 4

u1

u2

u3

 = h

1
1
1


となる．
補足 有限要素上の積分は，規準領域上の積分に変換すれば，より簡単にな
る．写像 ξ : (xi−1, xi) → (0, 1) を

ξ =
x− xi−1

h

とおく．ただし，h = xi − xi−1 とする．このとき，Jacobi 行列式は
dξ

dx
= h

となる．基底関数は

φi(1)(x) =
xi − x

h
= 1− ξ = φ̂i(1)(ξ),

φi(2)(x) =
x− xi−1

h
= ξ = φ̂i(2)(ξ).
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図 P.1: 3角形 Ωi の面積 |Ωi| と点 xi(1), xi(2), xi(3)

となる．このとき，C̄i は

c̄i11 =

∫ 1

0

φ̂i(1)φ̂i(1)h dξ = h

∫ 1

0

(1− ξ)2 dξ = h

∫ 1

0

η2 dη =
h

3
,

c̄i12 = c̄i21 =

∫ 1

0

φ̂i(1)φ̂i(2)h dξ = h

∫ 1

0

(1− ξ)ξ dξ =
h

6
,

c̄i22 =

∫ 1

0

φ̂i(2)φ̂i(2)h dξ = h

∫ 1

0

ξ2 dξ =
h

3

のように計算される．
6.3 図 P.1 のような 3角形有限要素の領域 Ωi を考える．このとき，2つのベクト

ル xi(2) − xi(1) と xi(3) − xi(1) の外積に対して

2 |Ωi| e3 =

xi(2)1 − xi(1)1

xi(2)2 − xi(1)2

0

×

xi(3)1 − xi(1)1

xi(3)2 − xi(1)2

0


=

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

xi(2)1 − xi(1)1 xi(2)2 − xi(1)2 0
xi(3)1 − xi(1)1 xi(3)2 − xi(1)2 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
0 0 1

xi(2)1 − xi(1)1 xi(2)2 − xi(1)2 0
xi(3)1 − xi(1)1 xi(3)2 − xi(1)2 0

∣∣∣∣∣∣ e3
=

∣∣∣∣∣∣
0 0 1

xi(2)1 − xi(1)1 xi(2)2 − xi(1)2 0
xi(3)1 − xi(1)1 xi(3)2 − xi(1)2 0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
xi(1)1 xi(1)2 0
xi(1)1 xi(1)2 1
xi(1)1 xi(1)2 1

∣∣∣∣∣∣
 e3

=

∣∣∣∣∣∣
xi(1)1 xi(1)2 1
xi(2)1 xi(2)2 1
xi(3)1 xi(3)2 1

∣∣∣∣∣∣ e3 = γe3

が成り立つ．ただし，e1, e2 および e3 は x1, x2 および x3 座標系の単位直
交ベクトルである．そこで，γ = 2 |Ωi| が得られる．

6.4 有限要素番号が {3, 5}, {4, 6}, {1, 7}および {2, 8}の有限要素をそれぞれ Type
1, Type 2, Type 3 および Type 4 とよぶ．Type 1 と Type 2 に対して例題



20 演習問題の解答例

表 P.1: 局所節点 xi(1), xi(2), xi(3) と全体節点 xj の関係
i ∈ E 1 2 3 4 5 6 7 8
xi(1) x1 x4 x2 x2 x4 x4 x5 x8

xi(2) x4 x5 x5 x6 x7 x8 x8 x9

xi(3) x2 x2 x6 x3 x8 x5 x6 x6

Type 3 4 1 2 1 2 3 4

6.3.2 の結果を用いる．Type 3 に対して，γ = h2, |Ωi| = h2/2 およびη1
η2
η3

 =
1

γ

xi(2)2 − xi(3)2

xi(3)2 − xi(1)2

xi(1)2 − xi(2)2

 =
1

h2

−h
h
0

 ,

θ1
θ2
θ3

 =
1

γ

xi(3)1 − xi(2)1

xi(1)1 − xi(3)1

xi(2)1 − xi(1)1

 =
1

h2

−h
0
h

 .

となる．したがって，

Ā1 =
1

2

 2 −1 −1
−1 1 0
−1 0 1

 , b̄1 =
h2

6

1
1
1


が得られる．Type 4 に対しても同様に, γ = h2, |Ωi| = h2/2 およびη1

η2
η3

 =
1

h2

 0
h
−h

 ,

θ1
θ2
θ3

 =
1

h2

−h
h
0

 ,

Ā2 =
1

2

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

 , b̄2 =
h2

6

1
1
1


が得られる．一方，局所節点番号と全体節点番号は表 P.1のように対応づけ
られる．
全ての要素について和をとれば， Ā と l̄ は

Ā =
1

2



2 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −2 0 0 0 0
0 −1 2 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 4 −2 0 −1 0 0
0 −2 0 −2 8 −2 0 −2 0
0 0 −1 0 −2 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 2 −1 0
0 0 0 0 −2 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 2


,
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l̄ =
h2

6



1
4
1
4
4
4
1
4
1


となる．ここで，基本境界条件 u1 = u2 = u3 = u4 = u7 = 0, v1 = v2 = v3 =
v4 = v7 = 0 を代入すれば，h = 1/2 を用いて，

8 −2 −2 0
−2 4 0 −1
−2 0 4 −1
0 −1 −1 2



u5

u6

u8

u9

 =
1

12


4
4
4
1


が得られる．これを解くと

u5

u6

u8

u9

 =
1

16× 12


3 2 2 2
2 6 2 4
2 2 6 4
2 4 4 12



4
4
4
1

 =
1

96


15
22
22
26


となる．

6.5 図 6.26の有限要素 i ∈ E に対して，規準領域 Ξi = (0, 1)
2 とおく．近似関数

と座標のアイソパラメトリック表示は

ûh (ξ) =
∑

α∈{1,...,4}

φ̂α (ξ)uiα = φ̂ (ξ) · ūi,

v̂h (ξ) =
∑

α∈{1,...,4}

φ̂α (ξ) viα = φ̂ (ξ) · v̄i,

x̂h1 (ξ) =
∑

α∈{1,...,4}

φ̂α (ξ)xi1α = φ̂ (ξ) · x̄i1,

x̂h2 (ξ) =
∑

α∈{1,...,4}

φ̂α (ξ)xi2α = φ̂ (ξ) · x̄i2

となる．ここで，xi1(2) − xi1(1) = h1 および xi2(2) − xi2(1) = h2 とおき，
λ11

λ12

λ21

λ22

 =


(
xi1(2) − x1

)
/h1(

x1 − xi1(1)

)
/h2(

xi2(2) − x2

)
/h1(

x2 − xi2(1)

)
/h2

 =


(1− ξ1)

ξ1
(1− ξ2)

ξ2

 ,
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φ̂ =


φ̂1 (ξ)
φ̂2 (ξ)
φ̂3 (ξ)
φ̂4 (ξ)

 =


(1− ξ1)(1− ξ2)

ξ1(1− ξ2)
ξ1ξ2

(1− ξ1)ξ2


とおく．このとき，

∂ξφ̂α (ξ) =

(
∂φ̂α/∂ξ1
∂φ̂α/∂ξ2

)
=

(
∂x̂1/∂ξ1 ∂x̂2/∂ξ1
∂x̂1/∂ξ2 ∂x̂2/∂ξ2

)(
∂φ̂α/∂x1

∂φ̂α/∂x2

)
=

(
h1 0
0 h2

)(
∂φ̂α/∂x1

∂φ̂α/∂x2

)
が成り立つ．そこで，(

∂φ̂α/∂x1

∂φ̂α/∂x2

)
=

1

ω (ξ)

(
∂x̂2/∂ξ2 −∂x̂2/∂ξ1
−∂x̂1/∂ξ2 ∂x̂1/∂ξ1

)(
∂φ̂α/∂ξ1
∂φ̂α/∂ξ2

)
=

1

h1h2

(
h2 0
0 h1

)(
∂φ̂α/∂ξ1
∂φ̂α/∂ξ2

)
が得られる．ただし，(

∂φ̂1/∂ξ1 ∂φ̂2/∂ξ1 ∂φ̂3/∂ξ1 ∂φ̂4/∂ξ1
∂φ̂1/∂ξ2 ∂φ̂2/∂ξ2 ∂φ̂3/∂ξ2 ∂φ̂4/∂ξ2

)
=

(
−(1− ξ2) (1− ξ2) ξ2 −ξ2
−(1− ξ1) −ξ1 ξ1 (1− ξ1)

)
である．この結果を用いれば，要素係数行列 Āi = (āiαβ)αβ ∈ R4×4 は

āiαβ =

∫
Ωi

(
∂φα/∂x1

∂φα/∂x2

)
·
(
∂φβ/∂x1

∂φβ/∂x2

)
dx

=

∫
Ξi

(
∂φ̂α/∂x1

∂φ̂α/∂x2

)
·
(
∂φ̂β/∂x1

∂φ̂β/∂x2

)
ω (ξ) dξ

=
1

h1h2

∫
Ξi

(
∂φ̂α

∂ξ1

∂φ̂α

∂ξ2

)(
h2 0
0 h1

)(
h2 0
0 h1

)(
∂φ̂β/∂ξ1
∂φ̂β/∂ξ2

)
dξ

=

∫
Ξi

(
h2

h1

∂φ̂α

∂ξ1

∂φ̂β

∂ξ1
+

h1

h2

∂φ̂α

∂ξ2

∂φ̂β

∂ξ2

)
dξ

となる．σ = h2/h1 とかけば，

āi11 =

∫
Ξi

[
σ {−(1− ξ2)}2 + σ−1 {−(1− ξ1)}2

]
dξ =

1

3

(
σ + σ−1

)
となる．これらの計算により，

Āi =
1

6


2σ + 2σ−1 −2σ + σ−1 −σ − σ−1 σ − 2σ−1

−2σ + σ−1 2σ + 2σ−1 σ − 2σ−1 −σ − σ−1

−σ − σ−1 σ − 2σ−1 2σ + 2σ−1 −2σ + σ−1

σ − 2σ−1 −σ − σ−1 −2σ + σ−1 2σ + 2σ−1


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が得られる．既知項ベクトル l̄i =
(
l̄iα
)
α
∈ R4 は

l̄iα =

∫
Ωi

bφ̂α dx = b0

∫
Ξi

φ̂α (ξ)ω (ξ) dξ

となる．したがって

l̄i = b0h1h2



∫
Ξi

(1− ξ1)(1− ξ2) dξ∫
Ξi

ξ1(1− ξ2) dξ∫
Ξi

ξ1ξ2 dξ∫
Ξi

(1− ξ1)ξ2 dξ


=

b0h1h2

4


1
1
1
1



となる．

6.6 Ξ = (0, 1)
2 を規準領域とする．α ∈ {1, . . . , 4} に対して φ̂(α)(ξ) を Ξ 上の基

底関数とする．このとき，

ε (ξ) =

 ε11
ε22
2ε12

 =


∂uh1

∂x1
∂uh2

∂x2
∂uh2

∂x1
+

∂uh1

∂x2



=


∂φ̂1

∂x1

∂φ̂2

∂x1

∂φ̂3

∂x1

∂φ̂4

∂x1
0 0 0 0

0 0 0 0
∂φ̂1

∂x2

∂φ̂2

∂x2

∂φ̂3

∂x2

∂φ̂4

∂x2
∂φ̂1

∂x2

∂φ̂2

∂x2

∂φ̂3

∂x2

∂φ̂4

∂x2

∂φ̂1

∂x1

∂φ̂2

∂x1

∂φ̂3

∂x1

∂φ̂4

∂x1





u11

u12

u13

u14

u21

u22

u23

u24



=
1

ω(ξ)


∂x̂2

∂ξ2

∂φ̂1

∂ξ1
− ∂x̂2

∂ξ1

∂φ̂1

∂ξ2

∂x̂2

∂ξ2

∂φ̂2

∂ξ1
− ∂x̂2

∂ξ1

∂φ̂2

∂ξ2
0 0

−∂x̂1

∂ξ2

∂φ̂1

∂ξ1
+

∂x̂1

∂ξ1

∂φ̂1

∂ξ2
−∂x̂1

∂ξ2

∂φ̂2

∂ξ1
+

∂x̂1

∂ξ1

∂φ̂2

∂ξ2
∂x̂2

∂ξ2

∂φ̂3

∂ξ1
− ∂x̂2

∂ξ1

∂φ̂3

∂ξ2

∂x̂2

∂ξ2

∂φ̂4

∂ξ1
− ∂x̂2

∂ξ1

∂φ̂4

∂ξ2
0 0

−∂x̂1

∂ξ2

∂φ̂3

∂ξ1
+

∂x̂1

∂ξ1

∂φ̂3

∂ξ2
−∂x̂1

∂ξ2

∂φ̂4

∂ξ1
+

∂x̂1

∂ξ1

∂φ̂4

∂ξ2
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0 0

−∂x̂1

∂ξ2

∂φ̂1

∂ξ1
+

∂x̂1

∂ξ1

∂φ̂1

∂ξ2
−∂x̂1

∂ξ2

∂φ̂2

∂ξ1
+

∂x̂1

∂ξ1

∂φ̂2

∂ξ2
∂x̂2

∂ξ2

∂φ̂1

∂ξ1
− ∂x̂2

∂ξ1

∂φ̂1

∂ξ2

∂x̂2

∂ξ2

∂φ̂2

∂ξ1
− ∂x̂2

∂ξ1

∂φ̂2

∂ξ2

0 0

−∂x̂1

∂ξ2

∂φ̂3

∂ξ1
+

∂x̂1

∂ξ1

∂φ̂3

∂ξ2
−∂x̂1

∂ξ2

∂φ̂4

∂ξ1
+

∂x̂1

∂ξ1

∂φ̂4

∂ξ2
∂x̂2

∂ξ2

∂φ̂3

∂ξ1
− ∂x̂2

∂ξ1

∂φ̂3

∂ξ2

∂x̂2

∂ξ2

∂φ̂4

∂ξ1
− ∂x̂2

∂ξ1

∂φ̂4

∂ξ2





u11

u12

u13

u14

u21

u22

u23

u24


= B (ξ) ūi

となる．ただし，ω(ξ) = det
(
∂ξx

⊤) である．要素係数行列は
Ki =

∫
Ωi

B⊤(x)DB(x) dx =

∫
Ξ

B⊤(ξ)DB(ξ)ω(ξ) dξ

となる．ここで，右辺の積分は Gauss 求積により求められる．

第8章
8.1 θ 型線形弾性問題 (問題 8.9.2) を状態決定問題にしたとき，式 (8.9.6) で定義

された平均コンプライアンス f0 に対して自己随伴関係が得られた．それと同
様に，θ 型 Poisson 問題 (問題 8.2.3) を状態決定問題にしたときには，

f0 (u) =

∫
D

b (θ)u dx+

∫
ΓN

pNu dγ −
∫
ΓD

ϕα (θ)uD∂νu dγ

を目的関数とすれば，自己随伴関係が得られる．また，f0 の θ 微分は

f̃ ′
0 (θ) [ϑ] = ⟨g0, ϑ⟩ =

∫
D

(
2bθu− αϕα−1ϕθ∇u ·∇u

)
ϑ dx

となる．
8.2 θ 型拡張 Poisson 問題は次のようになる．

問題 P.8.1 (θ 型拡張 Poisson 問題) D を d ∈ {2, 3} 次元の Lipschitz 領域
とする．θ ∈ D に対して，b ∈ C1

(
D;L2qR (D;R)

)
, cΩ ∈ L∞ (D;R), pB ∈

L2qR (∂D;R), c∂Ω ∈ L∞ (∂D;R) が与えられたとする．ただし，qR > d とす
る．このとき，

−∇ · (ϕα (θ)∇u) + cΩu = b (θ) in D,

ϕα (θ) ∂νu+ c∂Ωu = pB on ∂D

を満たす u : D → R を求めよ． □
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問題 P.8.1 に対する Lagrange 関数を，問題 5.1.4 を応用して，

LS (θ, u, v) =

∫
D

(−ϕα (θ)∇u ·∇v − cΩuv + b (θ) v) dx

+

∫
∂Ω

(−c∂Ωuv + pBv) dγ

とおく．θ 型線形弾性問題に対する平均コンプライアンスからの類推で，目的
関数を

f0 (u) =

∫
D

b (θ)u dx+

∫
∂D

pBu dγ (1)

とおいてみる．領域の大きさに対する制約関数を式 (8.9.7) とおく．このとき
の θ 型位相最適化問題は次のようになる．

問題 P.8.2 (θ 型位相最適化問題) Dを式 (8.1.4)とおく．S = W 1,2qR (D;R)
とおく．f0 と f1 をそれぞれ式 (1) と式 (8.9.7) とする．このとき，

min
(θ,u)∈D×S

{f0 (θ, u) | f1 (θ) ≤ 0, 問題 P.8.1}

を満たす θ を求めよ． □

f0 の θ 微分を求めるために，f0 の Lagrange 関数を
L0 (θ, u, v0) = f0 (θ, u) + LS (θ, u, v0)

=

∫
D

{−ϕα (θ)∇u ·∇v0 + b (θ) (u+ v0)}dx

+

∫
∂Ω

pB (u+ v0) dγ

とおく．(θ, u, v0)の任意変動 (ϑ, û, v̂0) ∈ X×U×U (ただし，U = H1 (D;R))
に対する L0 の Fréchet 微分を

L ′
0 (θ, u, v0) [ϑ, û, v̂0] = L0θ (θ, u, v0) [ϑ] + L0u (θ, u, v0) [û]

+ L0v0 (θ, u, v0) [v̂0] (2)

とかく．式 (2) の右辺第 3項は，
L0v0 (θ, u, v0) [v̂0] = LSv0 (θ, u, v0) [v̂0] = LS (θ, u, v̂0)

となる．また，式 (2) の右辺第 2項は，
L0u (θ, u, v0) [û] = LS (θ, û, v0)

となる．そこで，自己随伴関係
u = v0
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が成り立つ．さらに，式 (2) の右辺第 1項は，

L0θ (θ, u, v0) [ϑ] =

∫
D

{
bθ · (u+ v0)− αϕα−1ϕθ∇u ·∇v0

}
ϑ dx

となる．そこで，

f̃ ′
0 (θ) [ϑ] = L0θ (θ, u, v0) [ϑ] = ⟨g0, ϑ⟩

=

∫
D

(
2bθ · u− αϕα−1ϕθ∇u ·∇u

)
ϑ dx

となる．一方，f1 (θ) の θ 微分は

f ′
1 (θ) [ϑ] = ⟨g1, ϑ⟩ =

∫
D

ϕθϑ dx

となる．そこで，問題 P.8.2 に対する KKT 条件は，任意の ϑ ∈ X に対して，

⟨g0 + λ1g1, ϑ⟩ =
〈
2bθ · u+

(
−αϕα−1∇u ·∇u+ λ1

)
ϕθ, ϑ

〉
= 0,

f1 (θ) ≤ 0,

λ1f1 (θ) = 0,

λ1 ≥ 0

が成り立つ条件として与えられる．ここで，λ1 は領域の大きさ制約に対する
Lagrange 乗数である．

8.3 問題 8.12.1 に対する Lagrange 関数を

L (θ, β, u, v1, . . . , vm, λ1, . . . , λm) = β +
∑

i∈{1,...,m}

λiLi (θ, β, u, vi)

とおく．ただし，λ = {λ1, . . . , λm}⊤ は f1 − β ≤ 0, . . . , fm − β ≤ 0 に対す
る Lagrange 乗数とする．また，

Li (θ, β, u, vi) = fi (θ, u)− β + LS (θ, u, vi)

とする．ここで，LS は式 (8.2.4) とする．(θ, β, u, v1, . . . , vm) の任意変動(
ϑ, β̂, û, v̂1, . . . , v̂m

)
∈ X × R× Um+1 に対する L の Fréchet 微分を

L ′ (θ, β, u, v1, . . . , vm, λ1, . . . , λm)
[
ϑ, β̂, û, v̂1, . . . , v̂m

]
= Lθ (θ, β, u, v1, . . . , vm, λ1, . . . , λm) [ϑ]

+ Lβ (θ, β, u, v1, . . . , vm, λ1, . . . , λm)
[
β̂
]

+
∑

i∈{1,...,m}

λiLiu (θ, β, u, vi) [û]
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+
∑

i∈{1,...,m}

λiLivi (θ, β, u, vi) [v̂i] (3)

とかく．式 (3) の右辺第 4項は，u が状態決定問題の弱解のときに 0 となる．
式 (3) の右辺第 3項は，∑

i∈{1,...,m}

λiLiu (θ, β, u, vi) [û]

=
∑

i∈{1,...,m}

λi (fiu (θ, u) [û] + LSu (θ, u, vi) [û])

となり，v1, . . . , vm がそれぞれ f1, . . . , fm に対する随伴問題 (問題 8.5.1)
の弱解のときに 0 となる．式 (3) の右辺第 2項は，

Lβ (θ, β, u, v1, . . . , vm, λ1, . . . , λm)
[
β̂
]
= (1− λ1 − · · · − λm) β̂

となる．さらに，式 (3) の右辺第 1項は，
Lθ (θ, β, u, v1, . . . , vm, λ1, . . . , λm) [ϑ]

=
∑

i∈{1,...,m}

λiLiθ (θ, β, u, vi) [ϑ] =
∑

i∈{1,...,m}

λi ⟨gi, ϑ⟩

とかくことができる．ここで，gi は式 (8.5.6) で与えられる．
そこで，問題 8.12.1 に対する KKT 条件は，任意の ϑ ∈ X に対して，

λ1 + · · ·+ λm = 1, (4)〈 ∑
i∈{1,...,m}

λigi, ϑ

〉
= 0,

fi (θ) ≤ 0 for i ∈ {1, . . . ,m} ,
λifi (θ) = 0 for i ∈ {1, . . . ,m} ,

λi ≥ 0 for i ∈ {1, . . . ,m}

が成り立つ条件として与えられる．
また，この問題に対して制約付き問題に対する勾配法を用いた解法は次の

ようになる．3.7.1 項に示された簡単なアルゴリズム 3.7.2 を使う場合を想定
し，8.7 節で示したような変換をおこなうこととする．この問題では g0 (問題
3.7.1 では g0) は 0 となる．したがって，ϑg0 = 0 とおく．また，ϵ を正定数
として，β = maxi∈{1,...,m} fi − ϵ とおく．このとき，Lagrange 乗数を求める
式 (8.7.3) は

(⟨gi, ϑgj⟩)(i,j)∈I2
A
(λj)j∈IA

= − (fi)i∈IA
(5)

となる．(gi)i∈IA
が 1次独立ならば，式 (5) を満たす (λj)j∈IA

は一意に決定
される．ここで，c =

∑
j∈IA

λj を用いて，(λj/c)j∈IA
を (λj)j∈IA

におきか
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え，(cϑgj)j∈IA
を (ϑgj)j∈IA

におきかえれば，式 (4) と式 (5) は同時に満た
されることになる．しかし，式 (8.7.2) で ϑg を求めるときには，このおきか
えは不要となる．

8.4 u が状態決定問題 (問題 8.9.2) の解ならば，minu∈U π を満たす (定理 5.2.9)．
一方，θ に対する π (θ,u) の最大点は，−π (θ,u) の最小点となる．u が状態
決定問題の解のとき，任意の ϑ ∈ X に対して，

− πθ (θ,u) [ϑ] =
1

2
⟨g0, ϑ⟩

が成り立つ．ただし，g0 は式 (8.9.14) のベクトルを表す．
8.5 (u, p) が状態決定問題 (問題 8.10.2) の解ならば，minu∈U maxp∈P π を満た

す (定理 5.6.6)．一方，(u, p) が状態決定問題の解のとき，任意の ϑ ∈ X に
対して，

πθ (θ,u, p) [ϑ] =
1

2
⟨g0, ϑ⟩

が成り立つ．ただし，g0 は式 (8.10.17) のベクトルを表す．

第9章
9.1 式 (9.8.9) の右辺第 2項に対して∥∥∥∥∥∥

 ∑
j∈{1,...,d−1}

{τ j ·∇ (pNvi)} τ j

 ·φ

∥∥∥∥∥∥
L1(Γp(ϕ);R)

≤ (d− 1) max
j∈{1,...,d−1}

(
∥τ j∥2L∞(Γp(ϕ);R)

× ∥∇ (pNvi)∥L2(Γp(ϕ);R)

)
∥φ∥L2(Γp(ϕ);Rd) (1)

が成り立つ．ここで，

∥∇ (pNvi)∥L2(Γp(ϕ);R) ≤ ∥pNvi∥H1(Γp(ϕ);R)

≤ ∥pN∥W 1,4(Γp(ϕ);R) ∥vi∥W 1,4(Γp(ϕ);R)

≤ ∥γ∂Ω∥2 ∥pN∥C1,1(D;R) ∥vi∥W 2,4(D;R)

が成り立つ．そこで，

(式 (1) の右辺)

≤ ∥γ∂Ω∥3 (d− 1) max
j∈{1,...,d−1}

∥τ j∥2H3/2∩C0,1(Γp(ϕ);R)

× ∥pN∥C1,1(D;R) ∥vi∥W 2,4(D;R) ∥φ∥X
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が成り立つ．仮定 9.5.1 が満たされていれば，上式の右辺は有界となり，
式 (9.8.8) の右辺第 2 項は X ′ の要素となる．さらに，式 (9.8.9) の右辺第
2 項は，∇ (pNvi) = vi∇pN + pN∇vi ∈ W 1,4 (D;R) および τ j ∈ H3/2 ∩
C0,1 (Γp (ϕ) ;R) より，H1/2 ∩ L∞ (Γp (ϕ) ;Rd

) に入る．
9.2 問題 9.15.1 の Lagrange 関数を

LS (ϕ, u, v) = −
∫
Ω(ϕ)

∇u ·∇v dx+

∫
∂Ω(ϕ)

(pRv − c∂Ωuv) dγ

とおく．また，fi に対する Lagrange 関数を

Li (ϕ, u, vi) = fi (ϕ, u) + LS (ϕ, u, vi)

= −
∫
Ω(ϕ)

∇u ·∇vi dx

+

∫
∂Ω(ϕ)

(ηRi (ϕ, u) + pRvi − c∂Ωuvi) dγ

とおく．Li の形状微分は，関数の形状微分公式をもちいたとき，

L ′
i (ϕ, u, vi) [φ, û, v̂i]

= Liϕ′ (ϕ, u, vi) [φ] + Liu (ϕ, u, vi) [û] + Livi
(ϕ, u, vi) [v̂i] (2)

とかくことができる．式 (2) の右辺第 3項は，

Livi (ϕ, u, vi) [v̂i] = LSvi (ϕ, u, vi) [v̂i] = LS (ϕ, u, v̂i)

となり，u が状態決定問題 (問題 9.15.1) の弱解ならば 0 となる．また，式 (2)
の右辺第 2項は，

Liu (ϕ, u, vi) [û]

= −
∫
Ω(ϕ)

∇û ·∇vidx+

∫
∂Ω(ϕ)

(ηRiu (ϕ, u) [û]− c∂Ωviû) dγ.

となり，vi が次のような fi に対する随伴問題の弱解であるときに式 (2) の右
辺第 2項も 0 になる．

問題 P.9.1 (fi に対する随伴問題) ϕ ∈ D に対して問題 9.15.1 の解 u が与
えられたとき，

−∆vi = 0 in Ω (ϕ) ,

∂νvi + c∂Ω (ϕ) vi = ηRiu (ϕ, u) on ∂Ω(ϕ)

を満たす vi : Ω (ϕ) → R を求めよ． □
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さらに，式 (2) の右辺第 1項は，
Liϕ′ (ϕ, u, vi) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

{
∇u ·

(
∇φ⊤∇vi

)
+∇vi ·

(
∇φ⊤∇u

)
− (∇u ·∇vi)∇ ·φ

}
dx

+

∫
∂Ω(ϕ)

{
κ (ηRi (ϕ, u) + pRvi − c∂Ωuvi)ν ·φ

−∇τ (ηRi (ϕ, u) + pRvi − c∂Ωuvi) ·φτ

}
dγ

+

∫
Θ(ϕ)

(ηRi (ϕ, u) + pRvi − c∂Ωuvi) τ ·φdς

となる．この積分を求めるために，∂Ω(ϕ) が区分的に H3 ∩C1,1 級であるこ
とを用いた．また，既知関数は物質固定であると仮定された．
以上の結果をふまえて，u と vi はそれぞれ問題 9.15.1 と問題 P.9.1 の弱解

であると仮定すれば，
f̃ ′
i (ϕ) [φ] = Liϕ′ (ϕ, u, vi) [φ] = ⟨gi,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)

(
GΩi ·∇φ⊤ + gΩi∇ ·φ

)
dx+

∫
∂Ω(ϕ)

g∂Ωi ·φ dγ

+

∫
Θ(ϕ)

gΘi ·φ dς

とかくことができる．ここで，
GΩi = ∇u (∇vi)

⊤
+∇vi (∇u)

⊤
,

gΩi = −∇u ·∇vi,

g∂Ωi = κ (ηRi (ϕ, u) + pRvi − c∂Ωuvi)ν

−
∑

j∈{1,...,d−1}

{τ j ·∇ (ηRi (ϕ, u) + pRvi − c∂Ωuvi)} τ j ,

gΘi = (ηRi (ϕ, u) + pRvi − c∂Ωuvi) τ

となる．
定理 9.8.2 と同程度の正則性とは，GΩi ∈ H1 ∩ L∞ (Ω(ϕ) ;Rd×d

)
, gΩi ∈

H1∩L∞ (Ω (ϕ) ;R)および g∂Ωi ∈ H1/2∩L∞ (∂Ω(ϕ) ;Rd
)となることである．

これらの結果を得るためには，定理 9.8.2の証明より，uと viはW 2,4 (D;R)の
要素になるように仮定されていたことを考慮して，既知関数の正則性を ϕ ∈ D◦

の近傍 B ⊂ Y 上で
c∂Ω ∈ C1

S′

(
B;C1,1 (D;R)

)
, pR ∈ C1

S′

(
B;C1,1 (D;R)

)
,

ηRi (ϕ, u) ∈ W 2,qR (D;R) , ηRiu (ϕ, u) [û] ∈ W 1,4 (D;R)
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のように仮定する必要がある．その反面，角点の開き角 β に対しては，同一
種境界上にあるときの条件 β < 2π/3 が適用されることになる．

9.3 式 (9.15.3) を用いて，ĝiC を求めよう．式 (9.15.3) 右辺被積分関数の第 1項
に対して，

∇u =

cos θ
∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

sin θ
∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ

u =
kj

2ϵ1/2

(
cos (θ/2)
sin (θ/2)

)
,

∇vi =
lij

2ϵ1/2

(
cos (θ/2)
sin (θ/2)

)
が成り立つ．そこで，

∇u ·∇vi =
kj lij
4ϵ

が得られる．この結果を式 (9.15.3) 右辺被積分関数の第 1項に代入すれば，任
意の φ = (φ1, φ2)

⊤ ∈ R2 に対して，

−
∫ 2π

0

(∇u ·∇vi)ν ·φ ϵdθ

=

∫ 2π

0

kj lij
4

(φ1 cos θ + φ2 sin θ) dθ = 0 (3)

となる．さらに，被積分関数の第 2項に対して，

∂νu = ν ·∇u =
kj

2ϵ1/2

(
− cos θ
− sin θ

)
·
(
cos (θ/2)
sin (θ/2)

)
= − kj

2ϵ1/2
cos (θ/2) ,

∂νu∇vi = −kj lij
4ϵ

cos (θ/2)

(
cos (θ/2)
sin (θ/2)

)
が成り立つ．そこで，被積分関数の第 2項は，任意の φ = (φ1, φ2)

⊤ ∈ R2 に
対して，∫ 2π

0

∂νu∇vi ·φ ϵdθ =

∫ 2π

0

∂νvi∇u ·φ ϵdθ

= −kj lij
4

(
π
0

)
·
(
φ1

φ2

)
(4)

となる．被積分関数の第 3項も同じ結果となる．そこで，式 (3) と式 (4) より，

⟨ĝiC,φ⟩ = −kj lij
2

(
π
0

)
·
(
φ1

φ2

)
(5)
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が得られる．式 (5) より，き裂の変動に対する形状微分 ĝiC はき裂面の方向
を向いている結果が得られたことになる．

ĝiM は次のようになる．式 (9.15.3) 右辺被積分関数の第 1項に対して，

∇u =

cos θ
∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

sin θ
∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ

u =
kj

2ϵ1/2

(
− sin (θ/2)
cos (θ/2)

)
,

∇vi =
lij

2ϵ1/2

(
− sin (θ/2)
cos (θ/2)

)
が成り立つ．そこで，

∇u ·∇vi =
kj lij
4ϵ

が得られる．この結果を被積分関数の第 1 項に代入すれば，任意の φ =
(φ1, φ2)

⊤ ∈ R2 に対して，

−
∫ π

0

(∇u ·∇vi)ν ·φ ϵ dθ =

∫ π

0

kj lij
4

(φ1 cos θ + φ2 sin θ) dθ

=
kj lij
2

φ2 (6)

となる．さらに，

∂νu = ν ·∇u =
kj

2ϵ1/2

(
− cos θ
− sin θ

)
·
(
− sin (θ/2)
cos (θ/2)

)
= − kj

2ϵ1/2
sin (θ/2) ,

∂νu∇vi = −kj lij
4ϵ

sin (θ/2)

(
− sin (θ/2)
cos (θ/2)

)
が成り立つ．そこで，被積分関数の第 2項は，任意の φ = (φ1, φ2)

⊤ ∈ R2 に
対して，∫ π

0

∂νu∇vi ·φ ϵdθ =

∫ π

0

∂νvi∇u ·φ ϵdθ

=
kj lij
8

(
π
−2

)
·
(
φ1

φ2

)
(7)

となる．被積分関数の第 3項も同じ結果となる．そこで，式 (6) と式 (7) より，

⟨ĝiM,φ⟩ = kj lij
4

(
π
0

)
·
(
φ1

φ2

)
(8)

が得られる．式 (8) より，滑らかな境界上にある混合境界が変動するときの形
状微分 ĝiM は Neumann 境界の方向を向いているという結果が得られてこと
になる．


	演習問題の解答例

