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第9章 領域変動型の形状最適化問題

第 8章では，連続体の密度を設計変数において連続体の最適な位相を求める問題
についてみてきた．本章では，連続体の境界が移動するタイプの形状最適化問題に
ついてみていくことにしよう．本章で示される理論の主要な部分は文献 [3]として
公表された内容となっている．本書では，そこで使われた理論を第 1章から第 7章
までの内容に照らし合わせながら，みていくことにする．
まず，領域変動型の形状最適化問題に関する研究の歴史について，著者の知る限
りにおいて説明しておこう．領域変動型の形状最適化問題は領域最適化問題ともよ
ばれ，20世紀初めから研究されてきた．たとえば，Hadamard の莫大な業績の中に
薄膜の基本振動数が最大になるような境界形状を求める問題に関する記述がある．
そこには，境界を外向き法線の方向に移動したときの基本振動数の Fréchet 微分に
相当する考え方が示されている [29, 89]．その後も領域変動型の形状変動に対する
Fréchet 微分を形状微分とよんで，それに関する研究成果をたくさんの研究者が発
表してきた1．これらの研究の背景には、Lions [62]を中心とした数学者らによる関
数を制御変数にした最適制御理論の研究があったといわれている．
このように形状微分の計算方法に関する理論は着実に発展してきたが，形状微分
を用いた形状の動かし方に関する研究については，必ずしも良好な成果が得られて
きたとはいえなかった．実際，有限要素モデルの境界上の節点座標を設計変数に選
んで，設計変数の変動に対する Fréchet 微分を評価して，その値を用いて節点を移
動していくと，図 9.1 (a) のような境界形状が波打つ数値不安定現象が現れること
が知られていた [41]．図 9.1 (a) は 3次元線形弾性体の平均コンプライアンス最小
化問題 (問題 9.12.2) に対する数値解析の結果を示す．状態決定問題の境界条件は，
後端において変位が拘束され，前端中心線上に下向きの一様な節点力 (外力) が仮
定された．形状変動の境界条件は，前後左右端において法線方向の変動が拘束され，
前後端の水平な中心線の変動が拘束された．状態決定問題の数値解析では，1次の
4面体有限要素が使われた．形状微分の計算方法には，あとで示される境界積分型
の公式が使われた．
このような境界形状が波打つ現象を避けるために，境界形状を B–スプライン曲線
や Bezier 曲線などで定義して，その制御変数を設計変数に選ぶ方法 [16,17]や，形

1たとえば，文献 [11–13,19–24,26,27,30–33,36,66,69,72–75,87,89,102,103]
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(a) 波打ち形状 (b) H1 勾配法による最適形状

図 9.1: 線形弾性体の形状最適化問題に対する数値解析例 (株式会社くいんと 提供)

状変動を基本変形モードの線形和で与えて，そのときの未定乗数を設計変数に選ぶ
方法 (ベーシスベクトル法) [14,33,76,92,93]などが注目され，実際の最適設計にも
使われてきた．しかしながら，そこで使われてきた方法では，いずれも，「まえがき」
で説明されたようなパラメトリックな設計変数に対する微分が使われており，本来
の形状微分とは異なるものであった．
それに対して，本章では，第 7章で示された抽象的最適設計問題の枠組みに沿っ
て，適切な関数空間の上で定義された領域変動を表す関数を設計変数にした領域変
動型の形状最適化問題を構成し，そのうえで評価関数の形状微分を評価する方法に
ついてみていくことにする．その結果明らかになることは，形状勾配が次の領域を
つくるのに必要な正則性を備えていないことである．そのことが，数値不安定現象
を生む要因の一つになっていたと考えられる．そのうえで，そのような形状微分を
使ったとしても，適切な勾配法を用いれば数値不安定現象に遭わずに形状最適化問題
を解くことができる可能性がある．本章ではその方法について考えることにしよう．
図 9.1 (b) は 9.10 節で示されるアルゴリズムによって得られた結果を示している．
境界条件や形状微分の計算方法は，図 9.1 (a) のときと同一である．状態決定問題の
数値解析では 2次の 4面体有限要素が使われた．また，あとで示される Robin 条件
を用いた H1 勾配法の数値解析では，1次の 4面体有限要素が使われた．なお，こ
のような有限要素の選択に関する妥当性は 9.11 節で示される．
このような関数空間上の勾配法に関する基本的な考え方は，Cea の論文 [19] にお
いて紹介されている．Pironneau の著書 [74, p. 48 (17)]の中にもその原型が読み取
れる．また，漸近的正則化と称した方法 [91]も提案されている．それらに対して，
著者 [2]が，工学的な発想に基づいて，力法とよんで提案した方法もその一例になっ
ている．その後，力法の一般化も試みられている [7]．なお，それらの方法はさまざ
まな工学的な問題に適用されてきた2．また，力法の数学的解釈に関しては既報 [46]

でも試みられた．そこでは，領域写像をあるクラスの連続関数全体の集合の要素で
2たとえば，文献 [4, 6, 8–10,37–40,42–45,47–59,78–86,95–100]



第 9章 領域変動型の形状最適化問題 5

あると仮定して，領域写像の変動に対する評価関数の Gâteaux 微分を用いて力法
の正当性について議論された．本章では，領域写像の変動を適切な Hilbert 空間で
定義して，評価関数の Fréchet 微分を用いた勾配法を考える．その勾配法に基づけ
ば，力法はその一例になっていたことが明らかになる．
なお，領域変動型の形状最適化問題を構成する方法として，本章でとりあげられ
る方法とは別の方法も提案されている．その一つは，Hadamard [29] が考えたよう
に，境界を法線方向に移動することで次の境界形状が確定することに着目し，境界
上で定義された法線方向への移動量を表す関数を設計変数に選ぶ方法である [65]．
この方法でも，本章で示されるような勾配法に相当する正則化機能を備えた勾配法
が使われる．しかし，状態決定問題の数値解析に有限要素法を用いる場合には，こ
の方法で境界の移動を済ませたあと，領域内部のメッシュをそれに合わせて移動す
る方法を考えなければならない．また，もう一つの方法として，設計変数にレベル
セット関数を用いる方法についても研究されている [1, 94, 101]．それらの問題にお
ける正則化法も提案されている [18,77]．与えられた固定領域上で定義された連続な
スカラー値関数をレベルセット関数とよび，その関数のゼロ等値面によって境界を
定義する方法である．この方法によれば，レベルセット関数が変動することによっ
て，穴が連結して領域の位相を変化させることが容易におこなわれる．しかし，レ
ベルセット関数を Euler 表示 (定義 9.1.3 のあとを参照) を用いて定義しているた
め，実際の領域よりも広い領域で数値解析をおこなわなければならず，また連続体
が存在する領域上だけで定義された数値モデルを取り出すためには多少の手続きが
必要となる．さらに，上記２つの方法では，状態決定問題の解関数の正則性に関し
て，本章で最初に示される方法よりも強い条件が必要となる．その理由は，評価関
数の Fréchet 微分を計算する際，境界積分型の公式しか使えないためである．
本章の構成は次のようになっている．9.1 節から 9.4 節までは変動する領域上で
定義された関数と汎関数に関する定義と公式をまとめている．9.1 節では，設計変
数 (領域変動を表す関数) の許容集合および関数と汎関数に対する形状微分の定義を
示す．その際，変動する領域上で定義された関数の領域変動に対する微分に関して，
二つの定義方法があることに注目する．本書では，それらを「関数の形状微分」と
「関数の形状偏微分」とよぶことにする．それらの定義を用いて，領域写像の Jacobi

行列に関する形状微分の公式を 9.2 節で求めることにする．9.3 節では，その公式を
使って関数や汎関数の形状微分に関する命題を示す．ここでも，関数の形状微分を
用いた公式と関数の形状偏微分を用いた公式が得られることに注目する．9.4 節で
は，関数の形状微分と形状偏微分などを使ってさまざまな関数の変動則を定義する．
9.5 節から 9.8 節までは Poisson 問題を状態決定問題に選んだ場合の形状最適化
問題を構成し，評価関数の形状微分を求めるまでをみていくことにする．9.5 節で
は，9.4 節で示された関数の変動則を使って，Poisson 問題を用いて状態決定問題
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を定義する．その問題の解を用いて，9.6 節において，一般的な評価関数を定義し
て，それらを用いて形状最適化問題を定義する．そこで定義された形状最適化問題
の解が存在することは 9.7 節で示される．9.8 節では，7.5 節で示された評価関数
の Fréchet 微分の求め方に沿って，領域変動に対する評価関数の形状微分と 2階形
状微分を求める方法について考える．その際，関数の形状微分公式を用いた方法と
関数の形状偏微分公式を用いた二つの方法が考えられることに注目する．その結果，
いずれの方法を用いても，評価関数の形状勾配は次の領域が定義できるだけの正則
性がないことが明らかとなる．
形状勾配の正則性が不足していても，7.6 節で示された抽象的勾配法や抽象的

Newton 法を適用することで，評価関数の形状微分を正則化する機能をもつ勾配法
や Newton 法が定義される．9.9 節では，それらの抽象的な定義とそれらを具体化
するいくつかの方法を紹介する．9.10 節ではアルゴリズムについて考える．しかし，
基本的な構造は 3.7 項で示されたアルゴリズムと同じになる．このアルゴリズムに
よって得られた数値解の誤差評価は 9.11 節で示される．そこでは，6.6 節で示され
た数値解析における誤差評価の結果が使われることになる．
Poisson 問題に対する形状最適化問題に対して解法までをひととおりみたあとは，

9.12 節において線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題に対する評価関数の
形状微分を求めてみる．さらに，9.13 節では，Stokes 流れ場の平均流れ抵抗最小化
問題を例にあげて評価関数の形状微分を求めてみる．これらの形状微分を用いた最
適性の条件は，1.1 節で示された 1次元線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問
題と 1.3 節で示された 1次元分岐 Stokes 流れ場の平均流れ抵抗最小化問題に対す
る最適性の条件と一致することが確かめられる．また，9.12.5 項と 9.13.5 項では，
それぞれの簡単な問題に対する数値例を示す．

9.1 領域変動の集合と形状微分の定義
領域変動型の形状最適化問題を構成するために，設計変数の許容集合を定義しよ
う．また，変動する領域の上で定義された関数や汎関数の領域変動に対する Fréchet

微分を形状微分とよぶことにして，それらの定義を示しておくことにする．

9.1.1 初期領域
図 9.2のように，Ω0 ⊂ Rd を初期領域を表す d ∈ {2, 3}次元の Lipschitz領域 (A.5

節)とする．さらに，本章では，その境界 ∂Ω0 はH2∩C0,1 級でもあると仮定する．こ
こで，境界が Hk+2∩Ck,1 級 (k ∈ {0, 1, 2, . . .})であるとは，定義 A.5.2 (Ck 級領域)

の中で定義された関数 ϕが Hk+2
(
B (x,α) ;Rd

)
∩Ck,1

(
B (x,α) ;Rd

)
(境界上では
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図 9.2: 領域変動 (変位) ϕ : D → Rd

Hk+3/2
(
∂Ω0 ∩B (x,α) ;Rd

)
∩ Ck,1

(
∂Ω0 ∩B (x,α) ;Rd

)
) に属することであると

定義する．また，これ以降，Hk+2
(
Ω0;Rd

)
∩Ck,1

(
Ω0;Rd

)を Hk+2∩Ck,1
(
Ω0;Rd

)
のようにかくことにする．
初期領域 Ω0 は与えられていると仮定する．その境界 ∂Ω0 に対して，ΓD0 ⊂ ∂Ω0

を Dirichlet 境界，ΓN0 = ∂Ω0 \ Γ̄D0 を Neumann 境界とする．なお，集合につけ
られた記号 ¯( · ) は閉包を表すことにする．また，本章では，同次 Neumann 境界と
非同次 Neumann 境界を区別することにして，初期領域の非同次 Neumann 境界を
Γp0 ⊂ ΓN0 とかく．さらに，のちに式 (9.6.1) で定義される m+ 1 個の評価関数 f0

(目的関数) および f1, . . . , fm (制約関数) の中の境界積分で使われる被積分関数を
i ∈ {0, 1, . . . ,m}に対して ηNi とかくことにして，Γηi0 ⊂ ΓN0 上で非零とする．Γp0

あるいは Γηi0 が変動すると仮定する場合には，これらの境界は区分的に H3 ∩C1,1

級で， d = 3 のときそれらの境界 ∂Γp0 あるいは ∂Γηi0 は H2 ∩C0,1 級であると仮
定する．また，それらの境界を Γ0 とかくとき，図 9.3 のように，Γ0 (Γ0 は開集合
で ∂Γ0 を除く) 上の角点 (d = 2 のとき) あるいは辺 (d = 3 のとき) の集合を Θ0

とかき，Θ0 に含まれる辺 (d = 3 のとき) は H2 ∩ C0,1 級であると仮定する．Γ( · )

のときには Θ( · ) とかくことにする．

9.1.2 領域変動の集合
Ω0 が変動したあとの領域を定義しよう．i は恒等写像を表すことにする．このと
き，Ω0 が変動したあとの領域は，連続な 1対 1写像 i + ϕ : Ω0 → Rd によって，
(i+ ϕ) (Ω0) = { (i+ ϕ) (x) | x ∈ Ω0} のようにつくられると仮定する．すなわち，
ϕ は領域写像の変位を表すものとする．(i+ ϕ) (Ω0) は ϕ によってつくられた領域
であることから，Ω(ϕ) とかくことにする．同様に，初期の領域や境界 ( · )0 に対し
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(a) Ω0 ⊂ R2 (b) Ω0 ⊂ R3

図 9.3: 境界 Γ0 = Γ01 ∪ Γ02 ∪ (∂Γ01 ∩ ∂Γ02) ⊂ ∂Ω0 上の角点 (d = 2 のとき) ある
いは辺 (d = 3 のとき) の集合 Θ0 = ∂Γ01 ∩ ∂Γ02 および ∂Γ01 と ∂Γ02 の外向き接
線 τ (∂Γ01) と τ (∂Γ02)

て ( · ) (ϕ) は { (i+ ϕ) (x) | x ∈ ( · )0} を意味するものとする．
設計変数にこのような ϕ を選んだ場合，ϕ の定義域は Ω0 で固定されていたと
しても，領域が変動するために，状態決定問題の解の定義域が動いてしまうことに
なる．一般的な関数最適化問題では，このような事態は想定されていない．しかし，
Calderónの拡張定理 (定理 4.4.4)により，ϕの定義域を十分大きな有界領域 D ⊂ Rd

に拡張すれば，通常の関数最適化問題の条件は満たされることになる．
そこで，定理 4.4.4 の仮定 (p > 1 に対して ϕ ∈ W 1,p

(
Ω0;Rd

)
) が満たされたも

とで，ϕ の定義域を Ω0 から D に拡張することにする．さらに，のちに関数空間上
の勾配法を考えることから，設計変数 ϕ が入る関数空間は Hilbert 空間であること
が必要となる．そこで，本章では，設計変数の線形空間を

X =
{
ϕ ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣ ϕ = 0Rd on ∂D ∪ Ω̄C0

}
(9.1.1)

と定義する．ただし，Ω̄C0 ⊂ Ω̄0 は設計上の制約で領域変動を拘束する領域の閉包
あるいは境界を表すものとする．本章では，Ω̄C0 = ∅ (すなわち，X = H1

(
D;Rd

)
)

とみなして議論を進めることにして，Ω̄C0 の測度がある正値をもつことを仮定する
ときにはその条件を明示することにする．
しかし，ϕ を X の要素とした場合，Ω(ϕ) が Lipschitz 領域となる保証はない．

Lipschitz 領域となるためには，ϕ は C0,1
(
D;Rd

) の要素でなければならない．ま
た，領域変動を同じ条件で繰り返すためには，∂Ω0 に対する条件 (Γp0∪Γη00∪Γη10∪
· · · ∪ Γηm0 \ Ω̄C0 は区分的に H3 ∩ C1,1 級) が変動後の ∂Ω(ϕ) でも満たされてい
る必要がある．さらに，最適形状の存在を保証するためには，9.7 節で示されるよ
うに，ϕ の集合は X 上でコンパクトでなければならない．これらの条件を考慮し
て，領域変動に対する関数や汎関数の Fréchet 微分を定義する際に用いる ϕ の線形
空間を

Y =

X ∩H2 ∩ C0,1
(
D;Rd

)
(Γ̃0 = ∅ or Γ̃0 ⊂ Ω̄C0)

X ∩H3 ∩ C1,1
(
D;Rd

)
(Γ̃0 ̸⊂ Ω̄C0)

(9.1.2)
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とおく．ただし，Γ̃0 は，9.5 節以降においては Γp0 ∪ Γη00 ∪ Γη10 ∪ · · · ∪ Γηm0 とす
る．それまでは，区分的に H3 ∩C1,1 級を仮定された境界とする．さらに，設計変
数の許容集合を

D =

ϕ ∈ Y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


|ϕ|C0,1(D;Rd) ≤ σ,

∥ϕ∥H2∩C0,1(D;Rd) ≤ β (Γ̃0 = ∅ or Γ̃0 ⊂ Ω̄C0),

∥ϕ∥H3∩C1,1(D;Rd) ≤ β (Γ̃0 ̸⊂ Ω̄C0)

 (9.1.3)

とおく．ただし，∥ϕ∥H2∩C0,1(D;Rd) は max
{
∥ϕ∥H2(D;Rd) , ∥ϕ∥C0,1(D;Rd)

}
を表すこ

とにする．ここで，σ ∈ (0, 1) と β は正定数とする．| · |C0,1(D;Rd) = ∥ · ∥C0,1(D;Rd)−
∥ · ∥C(D;Rd) は Lipschitz 定数を表す (式 (4.3.2))．|ϕ|C0,1(D;Rd) ≤ σ は，i+ϕ とそ
の逆写像 (i+ ϕ)

−1 がそれぞれ Ω0 と Ω(ϕ) 上の Lipschitz 写像 (双 Lipschitz 写
像) になるための条件を表す (たとえば，[60, Proposition 1.41, p. 23], [64])．実際，
この条件を満たせば i+ ϕ は Ω0 上で全射の Lipschitz 写像である．また，任意の
x0,y0 ∈ Ω0 に対して，

∥(i+ ϕ) (x0)− (i+ ϕ) (y0)∥Rd ≥ ∥x0 − y0∥Rd − ∥ϕ (x0)− ϕ (y0)∥Rd

≥ (1− σ) ∥x0 − y0∥Rd

が成り立つので，(i+ ϕ) (x0) = (i+ ϕ) (y0) ならば x0 = y0 となり，i + ϕ は単
射となる．そこで，(i+ ϕ)

−1 が存在して，任意の x1,y1 ∈ Ω(ϕ) に対して，

∥x1 − y1∥Rd ≥ (1− σ)
∥∥∥(i+ ϕ)−1

(x1)− (i+ ϕ)
−1

(y1)
∥∥∥
Rd

が成り立つ．この不等式は，(i+ ϕ)
−1 が Ω(ϕ) 上の Lipschitz 写像であることを示

している．一方，D が X 上のコンパクト集合となることは，Rellich-Kondrachov

のコンパクト埋蔵定理 (定理 4.4.15) による．
今後の議論では，ϕ は D 上の内部 D◦ にあって，Ω(ϕ) が与えられたとき，そこ
からの任意の領域変動は，図 9.4 のような φ ∈ Y を用いて，

(Ω (ϕ)) (φ) = ((i+φ) ◦ (i+ ϕ)) (Ω0) ,

のように与えられると仮定する．ただし，◦ は合成写像を表す．しかしながら，今
後の議論で，関数や汎関数の形状微分を，φ ∈ X (定義 9.1.1, 9.1.3, 9.1.4) の有界
線形作用素として定義する．φ ∈ X に対する関数や汎関数の Fréchet 微分では，
(Ω (ϕ)) (φ) は Ω(ϕ+φ) のように線形化される．そこで，本章では，基本的に φ

は X の要素であると仮定して，問題設定や使われる解法に基づいて得られる φ が
Y に入り，それによって ϕ + ϵφ (ϵ は正定数) が D に入ることを確認することに
する．
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図 9.4: Ω (ϕ) からの領域変動 φ ∈ Y

9.1.3 形状微分の定義
領域が動く問題では，そのうえで定義された関数や積分もそれに伴って変動する．
ここでは，それらに対する形状微分の定義を示しておこう．
ϕ0 ∈ D◦ を固定して，その近傍 B ⊂ Y 上の ϕ ∈ B に対して，Ω(ϕ) からの任意
の領域変動 φ ∈ Y を考える．領域が Ω(ϕ) から Ω(ϕ+φ) に変動したとき，その
うえで定義されていた関数も動くと仮定する．このとき，ϕ のときの関数を u (ϕ)

とかき，Ω(ϕ) の拡張領域 D 上の点 x で定義された関数を u (ϕ) (x) とかくことに
する．この表記法を用いて，関数の形状微分を次のように定義する．

定義 9.1.1 (関数の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B にお
いて，u : B → L2 (D;R) が定義されているとする．x ∈ D における u (ϕ) の値を
u (ϕ) (x) とかくことにする．このとき，任意の φ ∈ Y に対して，

lim
∥φ∥Y →0

∥u (ϕ+φ) (x+φ (x))− u (ϕ) (x) + u′ (ϕ) [φ] (x)∥L2(D;R)

∥φ∥X
= 0

を満たす有界線形作用素 u′ (ϕ) [ · ] : Y → L2 (D;R)が存在し，かつ u′ (ϕ) [ · ] : X →
L2 (D;R) も有界線形作用素となるとき，u′ (ϕ) [φ] を ϕ における u の形状微分と
いう．すべての ϕ ∈ B に対して u′ (ϕ) [φ] が存在して C

(
B;L

(
X;L2 (D;R)

)) に
属するとき，u ∈ C1

S′

(
B;L2 (D;R)

) とかく． □

定義 9.1.1 において，次の点について考慮された．

注意 9.1.2 (形状微分) 定義 9.1.1 では，u′ (ϕ) [ · ] が Y 上の有界線形作用素である
と同時に，X 上の有界線形作用素であることを条件にしている．Y が X にコンパ
クトに埋蔵されていれば，X 上の有界線形作用素は Y 上の有界線形作用素でもあ
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(a) u (ϕ) が不連続関数の場合

(b) u (ϕ) が連続関数の場合

図 9.5: 領域変動とともに変動する関数 u (ϕ)

ることになる (演習問題 4.4)．このような定義にした理由は，任意の φ ∈ X によっ
て変動したあとの領域 Ω(ϕ+φ) が定義されないことを避けるためである．このよ
うに定義したことで，形状微分を Y 上の有界線形作用素であるとしたときよりも
強い正則性が要求される．これ以降，形状微分に関するいくつかの定義が現れるが，
同様の理由で X 上の有界線形作用素であることを要求することにする． □

連続体力学では，定義 9.1.1 の u (ϕ+φ) (x+φ (x)) は u (ϕ) (x) の Lagrange

表示とよばれ，u′ (ϕ) [φ] は物質微分とよばれる．
図 9.5 (a) に u′ (ϕ) [φ] を示す．ここで，u ∈ L2 (D;R) が不連続関数であっても

φ が連続関数であれば u′ (ϕ) [φ] を定義できることがわかる．
次に，領域が変動しても Ω(ϕ) の拡張領域 D 上の点 x を固定して u (ϕ+φ) (x)

の変化を追ったときの微分を考える．このときの u の φ に対する Fréchet 微分を関
数の形状偏微分とよび，次のように定義する．

定義 9.1.3 (関数の形状偏微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B にお
いて，u : B → C0,1 (D;R) が定義されているとする．x ∈ D における u (ϕ) の値
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を u (ϕ) (x) とかくことにする．このとき，任意の φ ∈ Y に対して，

lim
∥φ∥Y →0

∥u (ϕ+φ) (x)− u (ϕ) (x) + u∗ (ϕ) [φ] (x)∥C0,1(D;R)

∥φ∥X
= 0

を満たす有界線形作用素 u∗ (ϕ) [ · ] : Y → C0,1 (D;R) が存在し，かつ u∗ (ϕ) [ · ] :
X → C0,1 (D;R) も有界線形作用素となるとき，u∗ (ϕ) [φ] を ϕ における
u の形状偏微分という．すべての ϕ ∈ B に対して u∗ (ϕ) [φ] が存在して
C
(
B;L

(
X;C0,1 (D;R)

)) に属するとき，u ∈ C1
S∗

(
B;C0,1 (D;R)

) とかく． □

定義 9.1.3 の u (ϕ+φ) (x) は，連続体力学では u (ϕ) (x) の Euler 表示とよば
れ，u∗ (ϕ) [φ] は空間微分とよばれる．
図 9.5 (b) に u∗ (ϕ) [φ] を示す．ここで，u ∈ C0,1 (D;R) が連続関数であるため
に u∗ (ϕ) [φ] の定義が有効になっていることに注意されたい．実際，図 9.5 (a) の
ように，u が不連続関数の場合には，φ による領域変動の間に，u の不連続点が横
切るような x では，u∗ (ϕ) [φ] が定義されない．
また，u ∈ C1

S∗

(
B;C0,1 (D;R)

) のとき，
u (ϕ+φ) (x+φ (x))

= u (ϕ+φ) (x) +∇u (ϕ) ·φ+ o (∥φ (x)∥X)

= u (ϕ) (x) + u∗ (ϕ) [φ] (x) +∇u (ϕ) ·φ+ o (∥φ (x)∥X)

が成り立つ．これより，任意の φ ∈ X に対して，

u′ (ϕ) [φ] = u∗ (ϕ) [φ] +∇u (ϕ) ·φ (9.1.4)

を得る．なお，x = (xi)i∈{1,...,d} ∈ Rd に対して (∂ ( · ) /x1, . . . , ∂ ( · ) /xd)⊤ を
∇ ( · ) とかくことにする．式 (9.1.4) の左辺は u′ (ϕ) [ · ] : X → L2 (D;R) となり，
u ∈ C1

S′

(
B;L2 (D;R)

) が成り立つ．
さらに，変動する領域の上で定義された汎関数の形状微分を次のように定義す
る．本章では，z ∈ Ω(ϕ+φ) に対して，∇z = (∂ ( · ) /z1, . . . , ∂ ( · ) /zd)⊤ とか
くことにする．また，ν (ϕ) は ∂Ω(ϕ) 境界で定義された外向き単位法線を表し，
∂ν ( · ) = ν (ϕ) ·∇ ( · ) とかくのに対して，µ = ν (ϕ+φ) は ∂Ω(ϕ+φ) 上の外向
き単位法線を表し，∂µ ( · ) = µ ·∇z とかくことにする．さらに，X の双対空間を
X ′ とかく．

定義 9.1.4 (汎関数の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B に
おいて，u : B → U = H3 ∩ C1,1 (D;R) が定まり，h0 ∈ C1

(
R× Rd;R

)
, h1 ∈
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C1 (R× R;R) は，(u,∇u, ∂νu) ∈ U × G × GΓ(ϕ) (G = {∇u | u ∈ U}, GΓ(ϕ) ={
∂νu|Γ(ϕ)

∣∣∣ u ∈ U
}
) (Γ (ϕ) ⊆ ∂Ω(ϕ) は区分的に H3 ∩ C1,1 級とする) に対して，

h0 (u,∇u) , h0u (u,∇u) ∈ L2 (D;R) , h0∇u (u,∇u) ∈ L2
(
D;Rd

)
,

h1 (u, ∂νu) , h1u (u, ∂νu) , h1∂νu (u, ∂νu) ∈ H1 (D;R)

のように与えられているとする．任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ) , ∂µu (ϕ+φ))

=

∫
Ω(ϕ+φ)

h0 (u (ϕ+φ) (z) ,∇zu (ϕ+φ) (z)) dz

+

∫
Γ(ϕ+φ)

h1 (u (ϕ+φ) (z) , ∂µu (ϕ+φ) (z)) dζ (9.1.5)

とおく．dz と dζ は Ω(ϕ+φ) のときの領域積分と境界積分で使われる微小測度を
表すことにする．このとき，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ) , ∂µu (ϕ+φ))

= f (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ))

+ f ′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [φ] + o (∥φ∥X)

を満たす有界線形汎関数 f ′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂νu (ϕ)) [ · ] : Y → R が存在し，か
つ f ′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂νu (ϕ)) [ · ] : X → R も有界線形汎関数ならば，すなわち，
f ′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂νu (ϕ)) [φ] = ⟨g (ϕ) ,φ⟩ とかける g (ϕ) ∈ X ′ が存在すれ
ば，f は ϕ において形状微分可能といい，g (ϕ) を f の形状勾配という．すべての
ϕ ∈ B に対して f ′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [ · ] が存在して C (B;L (X;R)) に属
するとき，f ∈ C1

S (B;R) とかく．
さらに，任意の φ1,φ2 ∈ Y に対して，〈

g (ϕ+φ2) ,φ1 ◦ (i+φ2)
−1
〉

= ⟨g (ϕ) ,φ1⟩+ f ′′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [φ1,φ2]

+ o (∥φ1∥X , ∥φ2∥X)

を満たす有界双線形汎関数 f ′′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [φ1,φ2] = h (ϕ) [φ1,φ2] :

Y × Y → R が存在し，かつ h (ϕ) [φ1,φ2] : X × X → R も有界双線形汎関数
ならば，f は 2 階形状微分可能といい，h (ϕ) [φ1,φ2] を f の 2 階形状微分ある
いは形状 Hesse 形式という．すべての ϕ ∈ B に対して，2 階形状微分が存在し
て，f ′′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [φ1,φ2] ∈ C (B;L (X;L (X;R))) のとき，f ∈
C2

S (B;R) とかく． □
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2階形状微分の定義に従えば，f ′′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [φ1,φ2] は，

f ′′ (ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [φ1,φ2]

= (f ′)
′
(ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [φ1,φ2] + ⟨g (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩ (9.1.6)

のように分割される [88]．ただし，

(f ′)
′
(ϕ, u (ϕ) ,∇u (ϕ) , ∂ν (ϕ)) [φ1,φ2]

= lim
∥φ2∥X→0

1

∥φ2∥X
(⟨g (ϕ+φ2) ,φ1⟩ − ⟨g (ϕ) ,φ1⟩) (9.1.7)

⟨g (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

= lim
∥φ2∥X→0

1

∥φ2∥X

〈
g (ϕ+φ2) ,φ1 ◦ (i+φ2)

−1 −φ1

〉
(9.1.8)

とおく．式 (9.1.7) は，g (ϕ+φ2) の φ2 の変動に対する微分を表しており，汎関
数の 2階微分を計算するときにいつも現れる最適化問題に共通の成分である．一方，
式 (9.1.8) は，変動ベクトル φ1 の φ2 による変動を補正する成分で，領域変動型の
形状最適化問題に固有の成分である．式 (9.1.8) の φ1 ◦ (i+φ2)

−1−φ1 は，i+φ2

の逆写像による φ1 の変動を表している．この項のみを計算すれば，

t (φ1,φ2) = lim
∥φ2∥X→0

1

∥φ2∥X

(
φ1 ◦ (i+φ2)

−1 −φ1

)
= −

(
φ2 ·∇φ⊤

1

)⊤
= −

(
∇φ⊤

1

)⊤
φ2 (9.1.9)

となる．すなわち，i+φ2 の逆写像を線形化したときの座標の移動ベクトルは −φ2

であり，変動する関数値は φ1 である．式 (9.1.4) において，u を φ⊤
1 に置き換え

て， φ∗
1 (ϕ) [−φ2] = 0Rd とおいたときの φ′

1 (ϕ) (ϕ) [−φ2] が式 (9.1.9) の右辺を与
える．
しかしながら，式 (9.1.9) は，φ に対して成り立つ関係であり，∇φ⊤ や ∇ · φ
に対しては成り立たない．i+φ2 の逆写像が ∇ に対しても適用されるからである．
∇φ⊤ と ∇ ·φ に対するこれらの計算は，のちに式 (9.3.11) で与えられる．

9.2 Jacobi 行列式の形状微分
領域変動および関数と汎関数の形状微分の定義が示されたので，それに基づいて，
領域変動 φ ∈ Y に伴う Jacobi 行列式と Jacobi 逆行列の形状微分を求めておこう．
これらは関数と汎関数の形状微分の公式を求めるときに使われる．
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ϕ0 ∈ D◦ を固定して，その近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B に対して，Ω(ϕ) か
らの任意の領域変動 φ ∈ Y を考える．このとき，写像 i + φ に対する Jacobi 行
列と Jacobi 行列式を

F (φ) = I +
(
∇φ⊤)⊤ , (9.2.1)

ω (φ) = detF (φ) (9.2.2)

とかくことにする3．ここで，I は単位行列を表す．また，F (φ) と ω (φ) は X

上の有界線形汎関数としても成り立つことから，F ( · ) ∈ L
(
X;L2

(
D;Rd×d

)) と
ω ( · ) ∈ L

(
X;L2 (D;R)

) とかくことにする．さらに，ω (φ) は，Ω(ϕ) の測度 dx

と Ω(ϕ+φ) 上の dx に対応する測度 dz に対して，dz = ω (φ) dx を与える関数
となる．ここでは，領域上と境界上で定義された Jacobi 行列式に分けて，それら
の形状微分についてみていくことにしよう．

9.2.1 領域 Jacobi 行列式と領域 Jacobi 逆行列の形状微分
まず，式 (9.2.2) で定義された ω (φ) の φ0 = 0Rd における形状微分は次のよう
に得られる．

命題 9.2.1 (領域 Jacobi 行列式の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上の ϕ ∈ B

において，任意の φ ∈ Y に対して，

ω′ (φ0) [φ] = ∇ ·φ

が成り立つ．さらに，ω′ (φ0) [φ] は C
(
B;L

(
X;L2 (D;R)

)) にも入る． □

証明 x ∈ D に対して

ω (φ) = det

(
I +

(
∇φ⊤

)⊤
)

= det

1 + φ1,1 · · · φ1,d

...
. . .

...
φd,1 · · · 1 + φd,d


= 1 +∇ ·φ+

∑
(i,j)∈{1,...,d}2

o
(
∥φi,j∥L2(D;R)

)
が成り立つ． □

また，Jacobi 逆行列 F−⊤ (φ) の φ0 = 0Rd における形状微分は次のようになる．

3通常は F (i+φ) とかくが，ここでは，弾性論の変形勾配テンソルの表記法を用いることにする．
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命題 9.2.2 (領域 Jacobi 逆行列の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上の ϕ ∈ B

において，任意の φ ∈ Y に対して，

F−⊤′ (φ0) [φ] = −∇φ⊤

が成り立つ．さらに，F−⊤′ (φ0) [φ] は C
(
B;L

(
X;L2

(
D;Rd×d

))) にも入る． □

証明 x ∈ D に対して

F−⊤ (φ)
(
I +∇φ⊤

)
= I

が成り立つ．ϕ で φ に対するその形状微分をとれば，

F−⊤′ (φ0) [φ] + F−⊤ (φ0)
(
∇φ⊤

)
= 0Rd×d

となる．F−⊤ (φ0) = I より，本命題の結果が得られる． □

9.2.2 境界 Jacobi 行列式と法線の形状微分
次に，境界の Jacobi 行列式に関する形状微分の公式を求めておく．領域変動型の
形状最適化問題では，評価関数や状態決定問題の Lagrange 関数に境界積分が現れ
る．そのような境界積分の形状微分を求める際に，境界 Jacobi 行列式と法線の形
状微分が必要となるためである．
∂Ω(ϕ) の微小測度と外向き単位法線を dγ (ϕ) と ν (ϕ) のように表す．なお，

Lipschitz 境界上の法線は，境界近傍の座標系で境界をグラフとして定義したときの
グラフに対する法線で定義され，L∞ (∂Ω(ϕ) ;Rd

)に入ると仮定とされる [28,63]．こ
こでは，∂Ω(ϕ)は区分的にH2∩C0,1級と仮定して，ν (ϕ) ∈ H1/2∩L∞ (∂Ω(ϕ) ;Rd

)
と仮定する．
このとき，任意の φ ∈ Y に対して，

ϖ (φ) =
dγ (ϕ+φ)

dγ (ϕ)
= ω (φ)ν (ϕ+φ) ·

(
F−⊤ (φ)ν (ϕ)

)
(9.2.3)

が成り立つ．この関係は，次の命題から得られる．

命題 9.2.3 (Nanson の公式) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上の ϕ ∈ B において，
∂Ω(ϕ) は区分的に H2 ∩ C0,1 級とする．このとき，任意の φ ∈ Y に対して，

ν (ϕ+φ) dγ (ϕ+φ) = ω (φ)F−⊤ (φ)ν (ϕ) dγ (ϕ) (9.2.4)

が成り立つ．また，ω (φ)F−⊤ (φ)ν (ϕ) は L∞ (∂Ω(ϕ) ;R) に入る． □
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(a) 変動前 (b) 変動後

図 9.6: 微小測度 dγ (ϕ) と dγ (ϕ+φ)

証明 dl (ϕ) ∈ Rd を dγ (ϕ)上の ν (ϕ)·dl (ϕ) > 0を満たす任意ベクトルとして，dl (ϕ+φ)
を写像 i+φ により変換されたベクトルとする．このとき，図 9.6 に示される平行 6面体の
体積について

dl (ϕ+φ) · ν (ϕ+φ) dγ (ϕ+φ) = ω (φ) dl (ϕ) · ν (ϕ) dγ (ϕ)

が成り立つ．ここで，dl (ϕ+φ) = F (φ) dl (ϕ) を上式に代入すれば，

dl (ϕ) ·
(
F⊤ (φ)ν (ϕ+φ)

)
dγ (ϕ+φ) = dl (ϕ) · (ω (φ)ν (ϕ)) dγ (ϕ)

が得られる．dl (ϕ) は任意なので，式 (9.2.4) が得られる． □

式 (9.2.4) は，領域変動による座標変換に伴う 2階テンソル (行列) 関数の関係式
を与える Piola 変換を使って得ることもできる [25, Theorem 1.7-1]．任意の φ ∈ Y

に対する 2階テンソル値関数 A ∈ C1
(
D;Rd×d

) の Piola 変換 A (φ) は，Jacobi

行列 F (φ) の余因子行列 ω (φ)F−⊤ (φ) を用いて，

A = ω (φ)A (φ)F−⊤ (φ)

によって定義される．z = x + φ (x) = (i+φ) (x) を Ω(ϕ) 上の点 x の許容変動
φ による移動先を表し，∂ ( · ) /∂z を ∇z とかくことにするとき，∫

Ω(ϕ)

∇ ·Adx =

∫
∂Ω(ϕ)

Aν (ϕ) dγ (ϕ)

=

∫
Ω(ϕ)

∇z ·A (φ)ω (φ) dx

=

∫
Ω(ϕ+φ)

∇z ·A (φ) dz

=

∫
∂Ω(ϕ+φ)

A (φ)ν (ϕ+φ) dγ (ϕ+φ)

が成り立つ．上式の境界積分に関する等式に，Piola 変換を代入し，A (φ) = I と
おけば，式 (9.2.4) を得る．
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式 (9.2.4) の両辺と ν (ϕ+φ) の内積をとれば，式 (9.2.3) が得られる．また，
式 (9.2.4) より，ν (ϕ+φ) は F−⊤ (φ)ν (ϕ) の方向をもった単位ベクトルである
ことから

ν (ϕ+φ) =
F−⊤ (φ)ν (ϕ)∥∥∥F−⊤ (φ)ν (ϕ)

∥∥∥
Rd

(9.2.5)

が成り立つ．
これらの関係に基づけば，式 (9.2.3)のϖ (φ)の形状微分は命題 9.2.4のように得ら
れる．以下では，∂Ω(ϕ)上の接線 (定義 A.5.3)を τ 1 (ϕ), . . . , τ d−1 (ϕ)のようにかく
ことにする．また，平均曲率 (定義 A.5.5)の d−1倍 (主曲率の和)を κ (ϕ) = ∇·ν (ϕ)
のようにかくことにする．なお，Lipschitz 境界上の接線は，法線と同様に，境界
近傍の座標系で境界をグラフとして定義したときのグラフの接線として定義され，
L∞ (∂Ω(ϕ) ;Rd

)に入ると仮定する．平均曲率も法線の導関数に対して同様に定義さ
れ，区分的に C1,1 級の境界に対して，L∞ (∂Ω(ϕ) ;R)に入ると仮定とされる．ここ
では，∂Ω(ϕ) は区分的に H3 ∩C1,1 級と仮定して，κ (ϕ) ∈ H1/2 ∩L∞ (∂Ω(ϕ) ;R)
と仮定する．また，∇τ ( · ) = (τ j (ϕ) ·∇)j∈{1,...,d−1} ( · ) ∈ Rd−1 および φτ =

(τ j (ϕ) ·φ)j∈{1,...,d−1} ∈ Rd−1 とかくことにする．これ以降，ν (ϕ), τ 1 (ϕ), . . . ,

τ d−1 (ϕ) および κ (ϕ) は単に ν, τ 1, . . . , τ d−1 および κ とかくことにする．

命題 9.2.4 (境界 Jacobi 行列式の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上の ϕ ∈ B

において，∂Ω(ϕ) は区分的に H2 ∩C0,1 級とする．このとき，任意の φ ∈ Y に対
して，

ϖ′ (φ0) [φ] = (∇ ·φ)τ = ∇ ·φ− ν ·
(
∇φ⊤ν

)
(9.2.6)

が成り立つ．さらに，∂Ω(ϕ) が区分的に H3 ∩ C1,1 級ならば，

ϖ′ (φ0) [φ] = κν ·φ+∇τ ·φτ (9.2.7)

が成り立つ．また，ϖ′ (φ0) [φ] は C (B;L (Y ;L∞ (∂Ω(ϕ) ;R))) に入る． □

証明 式 (9.2.3) と式 (9.2.5) より，

ϖ (φ) = ω (φ)
∥∥∥F−⊤ (φ)ν

∥∥∥
Rd

が得られる．式 (9.2.6) は，命題 9.2.1 と命題 9.2.2 より

ϖ′ (φ0) [φ] = ω′ (φ0) [φ]
∥∥∥F−⊤ (φ0)ν

∥∥∥
Rd

+ ω (φ0)
(
F−⊤ (φ0)ν

)
·
(
F−⊤′ (φ0) [φ]ν

)/∥∥∥F−⊤ (φ0)ν
∥∥∥
Rd
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図 9.7: 円近傍における接線の分布

= ∇ ·φ− ν ·
(
∇φ⊤ν

)
によって得られる．
さらに，その境界が区分的に H3 ∩ C1,1 級ならば，ほとんど至るところ κ = ∇ · ν が定

義できて，

∇ ·φ = ∇ ·

(ν ·φ)ν +
∑

j∈{1,...,d−1}

(τ j ·φ) τ j


= ∂ν (ν ·φ) + κ (ν ·φ) +∇τ ·φτ (9.2.8)

とかける．ただし，∇ · τ 1 = 0, . . . , ∇ · τ d−1 = 0 を用いた．なぜならば，Ω(ϕ) が図 9.7
のような半径 r の円 (2次元領域) のとき，x = (0, r)⊤ では，

∇ · τ 1 = ∇ · τ =
∂τ1
∂x1

+
∂τ2
∂x2

= lim
θ→0

cos θ − 1

r tan θ
= 0

が成り立つためである．Ω(ϕ) が 3次元領域の場合も同様の関係が成り立つ．
また，

ν ·
(
∇φ⊤ν

)
= ν ·

∇
(ν ·φ)ν +

∑
j∈{1,...,d−1}

(τ j ·φ) τ j


⊤

ν


= ∂ν (ν ·φ) (9.2.9)

が成り立つ．ここでは，
∇ (ν ·φ)ν⊤ν = ∇ (ν ·φ) , ∇ν⊤ν = 0Rd ,

∇ (τ j ·φ) τ⊤
j ν = 0Rd , ν ·

(
∇τ⊤

j ν
)
= 0

を用いた．ν ·
(
∇τ⊤

1 ν
)
= 0, . . . , ν ·

(
∇τ⊤

d−1ν
)
= 0 が成り立つことは，Ω(ϕ) が図 9.7 の

ような半径 r の円のとき，x = (0, r)⊤ では，

ν ·
(
∇τ⊤

j ν
)
=

(
ν1 ν2

)(∂τ1/∂x1 ∂τ2/∂x1

∂τ1/∂x2 ∂τ2/∂x2

)(
ν1
ν2

)
=

(
0 1

)(0 −1/r
0 0

)(
0
1

)
= 0

が成り立つことで確かめられる．Ω(ϕ) が 3次元領域の場合も同様の関係が成り立つ．
そこで，式 (9.2.8) と式 (9.2.9) を式 (9.2.6) に代入すれば，式 (9.2.7) が得られる． □
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また，法線の形状微分について，次の公式が得られる．

命題 9.2.5 (法線の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上の ϕ ∈ B において，
∂Ω(ϕ) は区分的に H2 ∩ C0,1 級とする．このとき，任意の φ ∈ Y に対して，

ν′ (ϕ) [φ] = −
(
∇φ⊤)ν +

{
ν ·
(
∇φ⊤ν

)}
ν

が成り立つ．また，ν′ (ϕ) [φ] は C
(
B;L

(
Y ;L∞ (∂Ω(ϕ) ;Rd

))) に入る． □

証明 Ω(ϕ+φ) 上の外向き単位法線は式 (9.2.5) で与えられる．これを

ν (ϕ+φ) =
F−⊤ (φ)ν∥∥F−⊤ (φ)ν

∥∥
Rd

=
h (φ)

∥h (φ)∥Rd

とかく．このとき，
ν′ (φ0) [φ]

=
1

∥h (φ0)∥
2
Rd

{
h′ (φ0) [φ] ∥h (φ0)∥Rd − h (φ0)

⊤ (h′ (φ0) [φ])h (φ0)

∥h (φ0)∥Rd

}
= −

(
∇φ⊤

)
ν +

[
ν ·

{(
∇φ⊤

)
ν
}]

ν

が成り立つ． □

9.3 汎関数の形状微分
9.2 節の結果を用いて，変動する領域の上で定義された領域積分と境界積分の形
状微分を求める公式をまとめておこう．その際，被積分関数の形状微分を用いる公
式と形状偏微分を用いる公式が得られることに注意する．

9.3.1 関数の形状微分を用いた公式
まず，関数の形状微分 u′ を使った公式を求めよう．定義 9.1.1より，次の命題が成
り立つ．ここでは，ϕ+φのときに関数や汎関数は u (ϕ+φ)や f (ϕ+φ, u (ϕ+φ))

のように表して，ϕ のときに関数や汎関数は u や f (ϕ, u) のようにかくことにす
る．さらに，定義 9.1.1 に従う u′ (ϕ) [φ] を u′ とかくことにする．

命題 9.3.1 (導関数なし領域積分の形状微分: 関数の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍
B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B において， u ∈ C1

S′

(
B;L2 (D;R)

) が与えられて
いるとする．任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ)) =

∫
Ω(ϕ+φ)

u (ϕ+φ) dz
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とおく．このとき，

f ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

(u′ + u∇ ·φ) dx (9.3.1)

となる．さらに，f ′ (ϕ, u) [φ] は C (B;L (X;R)) にも入る． □

証明 f の積分領域 Ω(ϕ+φ) を Ω(ϕ) に変換すれば，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ)) =

∫
Ω(ϕ)

u (ϕ+φ) (x+φ (x)) ω (φ) (x) dx

となる．定義 9.1.1 を用いれば，

f ′ (ϕ, u (ϕ)) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

(
u′ (ϕ) [φ]ω (φ0) + u (ϕ)ω′ (φ0) [φ]

)
dx

が得られる．これに命題 9.2.1 を用いれば，本命題の結果が得られる． □

次に，関数の導関数を被積分関数にもつ領域積分について考える．まず，次の結
果に注目する．以下では，任意の φ ∈ Y に対して，Ω(ϕ) の拡張領域 D 上の点 x

の移動先を z = x+φ (x) = (i+φ) (x) とかく．また，∇z は ∂ ( · ) /∂z を表す．

命題 9.3.2 (微分の引き戻し) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B におい
て， u ∈ C

(
B;H1 (D;R)

) が与えられているとする．任意の φ ∈ Y に対して，

u (ϕ+φ) (z) = u (ϕ)
(
(i+φ)

−1
(z)
)
= u (ϕ) (x) (9.3.2)

が成り立つとする．このとき，

∇zu (ϕ+φ) (z) = F−⊤ (φ)∇u (ϕ) (x)

が成り立つ．さらに，F−⊤ (φ)∇u (ϕ) は C
(
B;L

(
X;L1

(
D;Rd

))) にも入る． □

証明 微分の連鎖則より，
∂u (ϕ+φ)

∂z
(z) =

∂x⊤

∂z

∂u (ϕ)

∂x
(x) =

(
∂z

∂x⊤

)−⊤
∂u (ϕ)

∂x
(x)

が成り立つ． □

そこで，領域積分の被積分関数に導関数が含まれる場合には，次の公式を得る
[60, 61,70]．

命題 9.3.3 (導関数あり領域積分の形状微分: 関数の形状微分) ϕ ∈ D◦ の近傍
B ⊂ Y 上で u は C1

S′

(
B;H1 (D;R)

) の要素とする．任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ,∇zu (ϕ+φ)) =

∫
Ω(ϕ+φ)

∇zu (ϕ+φ) dz
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とおく．このとき，

f ′ (ϕ,∇u) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

{
∇u′ −

(
∇φ⊤)∇u+ (∇ ·φ)∇u

}
dx (9.3.3)

となる．さらに，f ′ (ϕ,∇u) [φ] は C (B;L (X;R)) にも入る． □

証明 命題 9.3.2 において式 (9.3.2) が仮定されていたことに注意すれば，

f (ϕ+φ,∇zu (ϕ+φ))

=

∫
Ω(ϕ+φ)

[
∇zu (ϕ+φ) (z)|∗

+∇z

{
u (ϕ+φ) (z)− u (ϕ)

(
(i+φ)−1 (z)

)}]
dz

=

∫
Ω(ϕ)

{
F−⊤ (φ)∇u (ϕ) (x) + ux+φ(x) (ϕ+φ) (x+φ (x))

− ux+φ(x) (ϕ) (x)
}
ω (φ) dx

が成り立つ．ただし，∇zu (ϕ+φ) (z)|∗ は式 (9.3.2)が仮定されたもとでの∇zu (ϕ+φ) (z)
とする．f の形状微分の定義 (定義 9.1.4) と u′ (ϕ) [φ] の定義 (定義 9.1.1) より，

f ′ (ϕ,∇u (ϕ)) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

{(
F−⊤′ (φ0) [φ]∇u (ϕ) +∇u′ (ϕ) [φ]

)
ω (φ0)

+ F−⊤ (φ0)∇u (ϕ)ω′ (φ0) [φ]
}
dx

が得られる．この結果に命題 9.2.1 と命題 9.2.2 を用いれば，本命題の結果が得られる． □

命題 9.3.1 と命題 9.3.3 の比較から次のことがよみとれる．領域測度の形状微分
に関する項 (∇ · φ が含まれる項) に関しては，被積分関数に ∇ · φ が乗じられた
だけで，両者で同じ扱いがなされている．一方，関数の形状微分に関する項に関し
ては，両者で扱いが異なっている．導関数なしの場合には，u が u′ に変化しただけ
なのに対して，導関数ありの場合には，∇u が ∇u′ −

(
∇φ⊤)∇u に変化している．

その点に注意すれば，被積分関数が u と ∇u の関数で与えられた場合には，次の結
果が得られる．

命題 9.3.4 (領域積分の形状微分: 関数の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上
のすべての ϕ ∈ B において，u ∈ C1

S′ (B;U) (U = H2 (D;R)) が定まり，h ∈
C1
(
R× Rd;R

) は，(u,∇u) ∈ U × G (G = {∇u | u ∈ U}) に対して，

h (u,∇u) , hu (u,∇u) ∈ L2 (D;R) , h∇u (u,∇u) ∈ L∞ (D;Rd
)

のように与えられるとする．任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ))
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=

∫
Ω(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ)) dz

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, u,∇u) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

{
hu (u,∇u) [u′] + h∇u (u,∇u)

[
∇u′ −

(
∇φ⊤)∇u

]
+ h (u,∇u)∇ ·φ

}
dx (9.3.4)

となる．さらに，f ′ (ϕ, u,∇u) [φ] は C (B;L (X;R)) にも入る． □

命題 9.3.4 で得られた公式は，9.8.1 項において評価関数の形状微分を求める際に
使われる重要な公式となる．次節以降では，f (ϕ, u,∇u) を f (ϕ, u) とかくことに
して，式 (9.3.4) を

f ′ (ϕ, u,∇u) [φ] = f ′ (ϕ, u) [φ, u′] = fϕ′ (ϕ, u) [φ] + fu (ϕ, u) [u
′] (9.3.5)

のようにかくことにする．ここで，

fϕ′ (ϕ, u) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

{
h∇u (u,∇u)

[
−
(
∇φ⊤)∇u

]
+ h (u,∇u)∇ ·φ

}
dx, (9.3.6)

fu (ϕ, u) [u
′] =

∫
Ω(ϕ)

{hu (u,∇u) [u′] + h∇u (u,∇u) [∇u′]} dx (9.3.7)

である．式 (9.3.5) の表現において，すべての項は φ と u′ の 1次形式に分けられ
ている．この公式は，のちにそれぞれの評価関数に対する Lagrange 関数の形状微
分を計算するときに使われる．その状況では，評価関数の形状微分は φ の 1次形式
から得られ，随伴問題の弱形式は u′ の 1次形式から得られる. 式 (9.3.5) において，
添え字 ( · )ϕ′ は，9.3.2 節で示される類似の形状偏微分 (そこでは ( · )ϕ∗ が使われ
る) と区別するために使われた．
領域積分の 2 階形状微分に関しては，あとで使うために，関数の形状微分を
使ったときの公式のみを示しておく．ここでは，fϕ′ (ϕ, u) [φ] のみに注目して，
fϕ′ϕ′ (ϕ, u) [φ1,φ2] の公式を示す．定義 9.1.4 に従えば，

fϕ′ϕ′ (ϕ, u) [φ1,φ2] =
(
fϕ′
)
ϕ′ (ϕ, u) [φ1,φ2] + ⟨g (ϕ, u) , t (φ1,φ2)⟩ (9.3.8)

のように分割される．ただし，(
fϕ′
)
ϕ′ (ϕ, u) [φ1,φ2]
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= lim
∥φ2∥X→0

1

∥φ2∥X
(⟨g (ϕ+φ2, u) ,φ1⟩ − ⟨g (ϕ, u) ,φ1⟩) , (9.3.9)

⟨g (ϕ, u) , t (φ1,φ2)⟩

= lim
∥φ2∥X→0

1

∥φ2∥X

〈
g (ϕ+φ2, u) ,φ1 ◦ (i+φ2)

−1 −φ1

〉
(9.3.10)

とおく．式 (9.3.9) は，φ1 を固定したときの ⟨g (ϕ+φ2, u) ,φ1⟩ の φ2 の変動に対
する微分を表している．一方，式 (9.3.10) は，変動ベクトル φ1 の φ2 による変動
を i + φ2 の逆写像によって補正する成分を表している．φ1 ◦ (i+φ2)

−1 − φ1 の
項のみを計算すれば，式 (9.1.9) のようになる．しかし，式 (9.3.5) の fϕ′ (ϕ, u) [φ]

では，∇φ⊤ や ∇ ·φ が使われている．そこで，次に示す別の公式となる．
式 (9.1.9) のあとの説明に従って，式 (9.3.6) の −∇φ⊤ に対して，φ を φ1 にお
きかえ，さらに i+φ2 の逆写像を線形化した変動 −φ2 を加える．この変動は，命
題 9.3.3 において，φ を −φ2 におきかえ，u を φ⊤

1 におきかえたときの関係によっ
て，−∇φ⊤ を (

∇φ⊤
2 −∇ ·φ2

)
∇φ⊤

1 に変化させる．また，式 (9.3.6) の ∇ ·φ に
対して，同じ変動を加える．命題 9.3.3 において，φ を −φ2 におきかえ，u を ·φ1

におきかえたときの関係によって，∇ ·φ は ∇φ⊤
2 ·
(
∇φ⊤

1

)⊤−∇ ·φ2∇ ·φ1 となる．
このことを汎関数

f (ϕ, u) =

∫
Ω(ϕ)

∇udx

に対して確かめてみよう．この f (ϕ, u) の形状微分を

⟨g (ϕ, u) ,φ1⟩ =
∫
Ω(ϕ)

∇φ⊤
1 ∇udx−

∫
Ω(ϕ)

∇ ·φ1∇udx

= f1 (ϕ,φ1) + f2 (ϕ,φ1)

とおく．このとき，式 (9.3.10) は

⟨g (ϕ, u) , t (φ1,φ2)⟩ = ⟨g (ϕ, u) ,φ1⟩φ1
[−φ2]

= f1φ1
(ϕ,φ1) [−φ2] + f2φ1

(ϕ,φ1) [−φ2]

とかける．右辺の各項は，命題 9.3.3 より，次のように得られる．

f1φ1
(ϕ,φ1) [−φ2] =

∫
Ω(ϕ)

(
∇φ⊤

2 −∇ ·φ2

)
∇φ⊤

1 ∇udx,

f2φ1
(ϕ,φ1) [−φ2] =

∫
Ω(ϕ)

(
∇φ⊤

2 −∇ ·φ2

)
∇ ·φ1∇udx

=

∫
Ω(ϕ)

(
∇φ⊤

2 ·
(
∇φ⊤

1

)⊤ −∇ ·φ2∇ ·φ1

)
∇udx
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これらの関係を用いれば，

⟨g (ϕ, u) , t (φ1,φ2)⟩

=

∫
Ω(ϕ)

{
h∇u (u,∇u)

[(
∇φ⊤

2 −∇ ·φ2

)
∇φ⊤

1 ∇u
]

+ h (u,∇u)
(
∇φ⊤

2 ·
(
∇φ⊤

1

)⊤ −∇ ·φ2∇ ·φ1

)}
dx (9.3.11)

となる．評価関数の 2階形状微分を求める際には，通常の方法で求められる式 (9.3.9)

の項に，式 (9.3.11) による項を加えることに注意する必要がある．
次に，汎関数が境界積分で与えられた場合を考えよう．Γ (ϕ) は ∂Ω(ϕ) の部分集
合 (Γ (ϕ) = ∂Ω(ϕ) でもよい) とする．また，Θ(ϕ) を ∂Ω(ϕ) 上の角点 (d = 2 の
とき) あるいは辺 (d = 3 のとき) の集合とする (図 9.3)．τ は Γ (ϕ) の接線 (d = 2

のとき) あるいは Γ (ϕ) の接線かつ ∂Γ (ϕ) の外向き法線 (d = 3 のとき) とする．
Θ(ϕ) に対する τ は，図 9.3 のように，Θ(ϕ) の両側に存在するものとする．dς は
∂Γ (ϕ) ∪Θ(ϕ) の測度を表すことにする．

命題 9.3.5 (導関数なし境界積分の形状微分: 関数の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍
B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B において，u ∈ C1

S′

(
B;H1 (D;R)

) が与えられて
いるとする．Γ (ϕ) は区分的に H2 ∩C0,1 級とする．また，任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ)) =

∫
Γ(ϕ+φ)

u (ϕ+φ) dζ

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{u′ + u (∇ ·φ)τ} dγ

となる．ただし，(∇ ·φ)τ は式 (9.2.6)に従う．さらに，Γ (ϕ)が区分的に H3∩C1,1

級ならば，

f ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

(u′ + κuν ·φ−∇τu ·φτ ) dγ +

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

uτ ·φdς

となる．ただし，∇τ ( · ) = (τ j (ϕ) ·∇)j∈{1,...,d−1} ( · ) ∈ Rd−1 および φτ =

(τ j (ϕ) ·φ)j∈{1,...,d−1} ∈ Rd−1 とする．さらに，f ′ (ϕ, u) [φ] は C (B;L (X;R))
にも入る． □

証明 f の積分領域 Γ (ϕ+φ) を Γ (ϕ) に変換すれば，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ)) =

∫
Γ(ϕ)

u (ϕ+φ) (x+φ (x))ϖ (φ) dγ
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となる．f の形状微分の定義 (定義 9.1.4) と u′ (ϕ) [φ] の定義 (定義 9.1.1) より，

f ′ (ϕ, u (ϕ)) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{
u′ (ϕ) [φ]ϖ (φ0) + u (ϕ)ϖ′ (φ0) [φ]

}
dγ

が得られる．これに命題 9.2.4 を用いれば，前半の結果が得られる．さらに，Γ (ϕ) が区分的
に H3 ∩C1,1 級ならば，∫

Γ(ϕ)
u (ϕ)∇τ ·φτ dγ に対して Gauss–Green の定理 (定理 A.8.2)

を用いれば，後半の結果が得られる． □

さらに，境界積分の被積分関数が法線方向の導関数の場合には，次のようになる．

命題 9.3.6 (導関数あり境界積分の形状微分: 関数の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍
B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B において，u は C1

S′

(
B;H2 (D;R)

) の要素として
与えられているとする．Γ (ϕ)は区分的に H2∩C0,1 級とする．また，任意の φ ∈ Y

に対して，

f (ϕ+φ, ∂µu (ϕ+φ)) =

∫
Γ(ϕ+φ)

∂µu (ϕ+φ) dζ

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, ∂νu) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{∂νu′ + w (φ, u) + ∂νu (∇ ·φ)τ}dγ

となる．ただし，

w (φ, u) =
[{
ν ·
(
∇φ⊤ν

)}
ν −

{
(∇φ⊤ +

(
∇φ⊤)⊤}ν] ·∇u (9.3.12)

とおいた．また，(∇ ·φ)τ は式 (9.2.6)に従う．さらに，Γ (ϕ)が区分的に H3∩C1,1

級ならば，

f ′ (ϕ, ∂νu) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{∂νu′ + w (φ, u) + κ∂νuν ·φ−∇τ (∂νu) ·φτ}dγ

+

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

∂νuτ ·φdς (9.3.13)

となる．また，f ′ (ϕ, ∂νu) [φ] は C (B;L (Y ;R)) に入る． □

証明 命題 9.3.2 において式 (9.3.2) が仮定されていたことに注意すれば，

f (ϕ+φ, ∂µu (ϕ+φ))

=

∫
Γ(ϕ+φ)

[
∇zu (ϕ+φ) (z)|∗

+∇z

{
u (ϕ+φ) (z)− u (ϕ)

(
(i+φ)−1 (z)

)}]
· ν (ϕ+φ) (z) dζ

=

∫
Γ(ϕ)

{(
F−⊤ (φ)∇u (ϕ)

)
·
(
ν + ν′ (ϕ) [φ] + o

(
∥φ∥X

))
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+ ∂µu (ϕ+φ) (x+φ (x))− ∂µu (x)
}
ϖ (φ) dγ

が得られる．ただし，∇zu (ϕ+φ) (z)|∗ は式 (9.3.2)が仮定されたもとでの∇zu (ϕ+φ) (z)
とする．f の形状微分の定義 (定義 9.1.4) と u′ (ϕ) [φ] の定義 (定義 9.1.1) より，

f ′ (ϕ, ∂νu (ϕ)) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

[{(
F−⊤′ (φ0) [φ]∇u

)
· ν + ∂νu

′ (ϕ) [φ]

+
(
F−⊤ (φ0)∇u (ϕ)

)
· ν′ (ϕ) [φ]

}
ϖ (φ0)

+ F−⊤ (φ0) ∂νu (ϕ)ϖ′ (φ0) [φ]
]
dγ

が得られる．これに命題 9.2.2，命題 9.2.4 および命題 9.2.5 を用いれば，

f ′ (ϕ, ∂νu (ϕ)) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

[
−
{(

∇φ⊤
)
∇u (ϕ)

}
· ν + ∂νu

′ (ϕ) [φ]

+
[
−
(
∇φ⊤

)
ν +

{
ν ·

(
∇φ⊤

)
ν
}
ν
]
·∇u (ϕ)

+ ∂νu (ϕ)
{
∇ ·φ− ν ·

((
∇φ⊤

)
ν
)}]

dγ

が得られる．これより，本命題の前半の結果が得られる．後半の結果は命題 9.3.5 の証明と
同様にして得られる． □

境界積分の被積分関数が u と ∂νu の関数で与えられる場合には，命題 9.3.5 と命
題 9.3.6 の証明に微分の連鎖律を用いれば，次の結果が得られる．

命題 9.3.7 (境界積分の形状微分: 関数の形状微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上
のすべての ϕ ∈ B において，u ∈ C1

S′ (B;U) (U = H2 (D;R)) が定まり，h ∈
C1 (R× R;R) は，(u, ∂νu) ∈ U × GΓ(ϕ) (GΓ(ϕ) =

{
∂νu|Γ(ϕ)

∣∣∣ u ∈ U
}
) に対して，

h (u, ∂νu) ∈ H1 (D;R) , hu (u, u) , h∂νu (u,∇u) ∈ H1
(
D;Rd

)
のように与えられるとする．ただし，Γ (ϕ) は区分的に H2 ∩C0,1 級とする．また，
任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) , ∂µu (ϕ+φ))

=

∫
Γ(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) , ∂µu (ϕ+φ)) dζ

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ]

=

∫
Γ(ϕ)

{
hu (u, ∂νu) [u

′] + h∂νu (u, ∂νu) [∂νu
′ + w (φ, u)]

+ h (u, ∂νu) (∇ ·φ)τ
}
dγ
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となる．ここで，w (φ, u) と (∇ ·φ)τ はそれぞれ式 (9.3.12) と式 (9.2.6) に従う．
さらに，Γ (ϕ) が区分的に H3 ∩ C1,1 級で，h (u, ∂νu) ∈ H3 (D;R) ならば，

f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ]

=

∫
Γ(ϕ)

{
hu (u, ∂νu) [u

′] + h∂νu (u, ∂νu)
[
∂νu

′ + w (φ, u)
]

+ κh (u, ∂νu)ν ·φ−∇τh (u, ∂νu) ·φτ

}
dγ

+

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

h (u, ∂νu) τ ·φdς (9.3.14)

となる．また，f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ] は C (B;L (Y ;R)) に入る． □

なお，命題 9.3.6 と命題 9.3.7 において，次の点に注意する必要がある．

注意 9.3.8 (導関数あり境界積分の形状微分) 境界積分の中に関数の導関数が存在
する場合，その形状微分 (式 (9.3.13) と式 (9.3.14)) の中に式 (9.3.12) の w (φ, u)

が含まれる．そのために，f ′ (ϕ, u, ∂νu) [ · ] ∈ L (Y ;R) (/∈ L (X;R)) であった．しか
し，境界積分の形状微分は，9.1.3 項で示されたように，任意の φ ∈ X に対する有
界線形作用素として定義されている．そこで，今後，評価関数を定義する際に，評
価関数の形状微分に w (φ, u) が残らないように構成することが必要となる．実際，
評価関数を式 (9.6.1) のように定義して，Dirichlet 境界上の被積分関数 ηDi (ϕ, ∂νu)

に対して仮定 9.6.1 あるいは仮定 9.6.2 に記した条件を仮定すれば，望みの結果が
得られることになる． □

命題 9.3.7 で得られた公式も，9.8.1 項において評価関数の形状微分を求める際に
使われる重要な公式となる．次節以降では，f (ϕ, u, ∂νu) を f (ϕ, u) とかくことに
して，式 (9.3.14) を

f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ] = f ′ (ϕ, u) [φ, u′] = fϕ′ (ϕ, u) [φ] + fu (ϕ, u) [u
′] (9.3.15)

のようにかくことにする．ここで，

fϕ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{h∂νu (u, ∂νu) [w (φ, u)] + h (u, ∂νu) (∇ ·φ)τ} dγ,

fu (ϕ, u) [u
′] =

∫
Γ(ϕ)

(hu (u, ∂νu) [u
′] + h∂νu (u, ∂νu) [∂νu

′]) dγ

である．さらに，Γ (ϕ) が区分的に H3 ∩ C1,1 級ならば，

fϕ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

(
h∂νu (u, ∂νu) [w (φ, u)]
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+ κh (u, ∂νu)ν ·φ−∇τh (u, ∂νu) ·φτ

)
dγ

+

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

h (u, ∂νu) τ ·φ dς

である．

9.3.2 関数の形状偏微分を用いた公式
次に，関数の形状偏微分 u∗ (定義 9.1.3) を用いて領域積分と境界積分の形状微分
を求める公式を求めてみよう．ここでも，ϕ+φ のときに関数や汎関数は u (ϕ+φ)

や f (ϕ+φ, u (ϕ+φ)) のように表して，ϕ のときに関数や汎関数は u や f (ϕ, u)

のようにかくことにする．さらに，定義 9.1.3 に従う u∗ (ϕ) [φ] を u∗ とかくこと
にする．
まず，命題 9.3.1 に対応して，次の命題が成り立つ．

命題 9.3.9 (導関数なし領域積分の形状微分: 関数の形状偏微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍
B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B において，u ∈ C1

S∗

(
B;H1 (D;R)

) が与えられている
とする．任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ)) =

∫
Ω(ϕ+φ)

u (ϕ+φ) dz

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

u∗dx+

∫
∂Ω(ϕ)

uν ·φ dγ (9.3.16)

となる．さらに，f ′ (ϕ, u) [φ] は C (B;L (X;R)) にも入る． □

証明 命題 9.3.1 の証明において，u′ (ϕ) [φ] に式 (9.1.4) を代入し，Gauss–Green の定理
(定理 A.8.2) を用いれば，本命題の結果が得られる． □

図 9.8 に，式 (9.3.16) 右辺の各積分に対応する面積を示している．右辺第 1項は
Ω(ϕ)∩Ω(ϕ+φ) 上の塗りつぶされた領域の面積に対応し，第 2項は左右の塗りつ
ぶされた領域の面積に対応する．ただし，右側の領域は外向き単位法線 ν が右を向
いているので ν ·φ > 0 となるのに対して，左側の領域は ν が左を向いているので
ν ·φ < 0 となることに注意されたい．
また，命題 9.3.3に対応する導関数を被積分関数にした領域積分に対する関数の
形状偏微分を用いた公式は，∇u ∈ C1

S∗

(
B;H1

(
D;Rd

)) を命題 9.3.9 の u とみな
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図 9.8: 関数の形状偏微分 u∗ を用いたときの領域積分の形状微分

すことで得られる．このとき，定義 9.1.3 より (∇u)
∗
(ϕ) [φ] = ∇u∗ (ϕ) [φ] が成り

立つことを考慮して，∇u∗ (ϕ) [φ] を ∇u∗ とかくことにすれば，

f ′ (ϕ,∇u) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

∇u∗dx+

∫
∂Ω(ϕ)

(ν ·φ)∇udγ (9.3.17)

が得られる．式 (9.3.17) は，Gauss–Green の定理より，

f ′ (ϕ,∇u) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

[
∇u∗ +

{
∇⊤ (∇uφ⊤)⊤}⊤

]
dx

=

∫
Ω(ϕ)

(∇u∗ +∇ ·φ∇u+∆uφ) dx (9.3.18)

とかける．そこで，命題 9.3.3の結果と比較すれば，

∇u′ (ϕ) [φ] = ∇u∗ (ϕ) [φ] +
(
∇φ⊤)∇u (ϕ) + ∆u (ϕ)φ (9.3.19)

が成り立つことになる．式 (9.3.19) は， 式 (9.1.4) より，

∇u′ (ϕ) [φ] = ∇u∗ (ϕ) [φ] +∇ (∇u (ϕ) ·φ) .

からも得られる．
被積分関数が u と ∇u の関数で与えられる場合には，命題 9.3.9 に微分の連鎖律
を用いることによって，次の結果が得られる．

命題 9.3.10 (領域積分の形状微分: 関数の形状偏微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上
のすべての ϕ ∈ B において，u ∈ C1

S∗ (B;U) (U = H1 (D;R)) が定まり，h ∈
C1
(
R× Rd;R

) は，(u,∇u) ∈ U × G (G = {∇u | u ∈ U}) に対して，

h (u,∇u) ∈ H1 (D;R) , hu (u,∇u) , h∇u (u,∇u) ∈ L2
(
D;Rd

)
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のように与えられるとする．任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ))

=

∫
Ω(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ)) dz

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, u,∇u) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

{hu (u,∇u) [u∗] + h∇u (u,∇u) [∇u∗]} dx

+

∫
∂Ω(ϕ)

h (u,∇u)ν ·φ dγ (9.3.20)

となる．さらに，f ′ (ϕ, u,∇u) [φ] は C (B;L (X;R)) にも入る． □

命題 9.3.10 で得られた公式は，9.8.4 項において評価関数の形状微分を求める際
に使われる重要な公式となる．これ以降では，f (ϕ, u,∇u) を f (ϕ, u) とかくこと
にして，式 (9.3.20) を

f ′ (ϕ, u,∇u) [φ] = f ′ (ϕ, u) [φ, u∗] = fϕ∗ (ϕ, u) [φ] + fu (ϕ, u) [u
∗] (9.3.21)

のようにかくことにする．ここで，

fϕ∗ (ϕ, u) [φ] =

∫
∂Ω(ϕ)

h (u,∇u)ν ·φ dγ,

fu (ϕ, u) [u
∗] =

∫
Ω(ϕ)

{hu (u,∇u) [u∗] + h∇u (u,∇u) [∇u∗]}dx

である．
汎関数が境界積分で与えられた場合は，命題 9.3.5 に式 (9.1.4) を代入することに

よって，次の公式が得られる．

命題 9.3.11 (導関数なし境界積分の形状微分: 関数の形状偏微分) ϕ0 ∈ D◦ の近
傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B において，u は C1

S∗

(
B;H2 (D;R)

) の要素として与
えられているとする．Γ (ϕ) は区分的に H2 ∩C0,1 級とする．また，任意の φ ∈ Y

に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ)) =

∫
Γ(ϕ+φ)

u (ϕ+φ) dζ

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

(u∗ +∇u ·φ+ u (∇ ·φ)τ ) dγ (9.3.22)
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となる．ここで，(∇ ·φ)τ は式 (9.2.6)に従う．さらに，Γ (ϕ)が区分的に H3∩C1,1

級ならば，

f ′ (ϕ, u) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{u∗ + (∂ν + κ)uν ·φ}dγ

+

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

uτ ·φ dς (9.3.23)

となる．さらに，f ′ (ϕ, u) [φ] は C (B;L (X;R)) にも入る． □

また，境界積分の被積分関数が ∂νu の場合には，次の結果が得られる．

命題 9.3.12 (導関数あり境界積分の形状微分: 関数の形状偏微分) ϕ0 ∈ D◦ の近
傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B において，u は C1

S∗

(
B;H3 (D;R)

) の要素として与
えられているとする．Γ (ϕ) は区分的に H2 ∩C0,1 級とする．また，任意の φ ∈ Y

に対して，

f (ϕ+φ, ∂µu (ϕ+φ)) =

∫
Γ(ϕ+φ)

∂µu (ϕ+φ) dζ

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, ∂νu) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

(∂νu
∗ + w̄ (φ, u) + ∂νu (∇ ·φ)τ ) dγ

となる．ただし，

w̄ (φ, u) = −

 ∑
i∈{1,...,d−1}

{
τ i ·

(
∇φ⊤ν

)}
τ i

 ·∇u+ (ν ·φ)∆u (9.3.24)

とおいた．また，(∇ ·φ)τ は式 (9.2.6)に従う．さらに，Γ (ϕ)が区分的に H3∩C1,1

級ならば，

f ′ (ϕ, ∂νu) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{
∂νu

∗ + w̄ (φ, u) + κ∂νuν ·φ

−∇τ (∂νu) ·φτ

}
dγ +

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

∂νuτ ·φ dς

となる．また，f ′ (ϕ, ∂νu) [φ] は C (B;L (Y ;R)) に入る． □

証明 式 (9.3.19) から

∂νu
′ (ϕ) [φ] = ∂νu

∗ (ϕ) [φ] +

{(
∇φ⊤

)⊤
ν

}
·∇u (ϕ) + ∆u (ϕ)ν ·φ (9.3.25)

が得られる．この関係を命題 9.3.6 の結果に代入すれば，本命題の結果が得られる． □
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そこで，境界積分の被積分関数が u と ∂νu の関数で与えられる場合には，命題
9.3.11 と命題 9.3.12 に微分の連鎖律を用いることによって，次の結果が得られる．

命題 9.3.13 (境界積分の形状微分: 関数の形状偏微分) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上
のすべての ϕ ∈ B において，u ∈ C1

S∗ (B;U) (U = H3 (D;R)) が定まり，h ∈
C1 (R× R;R) は，(u, ∂νu) ∈ U × GΓ(ϕ) (GΓ(ϕ) =

{
∂νu|Γ(ϕ)

∣∣∣ u ∈ U
}
) に対して，

h (u, ∂νu) ∈ H2 (D;R) , hu (u, u) , h∂νu (u,∇u) ∈ H1
(
D;Rd

)
のように与えられるとする．ただし，Γ (ϕ) は区分的に H2 ∩C0,1 級とする．また，
任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) , ∂µu (ϕ+φ))

=

∫
Γ(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) , ∂µu (ϕ+φ)) dζ

とおく．このとき，

f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ]

=

∫
Γ(ϕ)

{
hu (u, ∂νu) [u

∗] +∇h (u, ∂νu) ·φ

+ h∂νu (u, ∂νu) [∂νu
∗ + w̄ (φ, u)] + h (u, ∂νu) (∇ ·φ)τ

}
dγ

となる．ここで，w̄ (φ, u) と (∇ ·φ)τ はそれぞれ式 (9.3.24) と式 (9.2.6) に従う．
さらに，Γ (ϕ) が区分的に H3 ∩ C1,1 級ならば，

f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ]

=

∫
Γ(ϕ)

{
hu (u, ∂νu) [u

∗] + h∂νu (u, ∂νu) [∂νu
∗ + w̄ (φ, u)]

+ (∂ν + κ)h (u, ∂νu)ν ·φ
}
dγ

+

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

h (u, ∂νu) τ ·φ dς (9.3.26)

となる．また，f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ] は C (B;L (Y ;R)) に入る． □

なお，命題 9.3.12 と命題 9.3.13 においても，注意 9.3.8 と同じ点に注意する必
要がある．
命題 9.3.13 で得られた公式も 9.8.4 項において評価関数の形状微分を求める際に
使われる重要な公式となる．次節以降では，f (ϕ, u, ∂νu) を f (ϕ, u) とかくことに
して，式 (9.3.26) を

f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ] = f ′ (ϕ, u) [φ, u∗] = fϕ∗ (ϕ, u) [φ] + fu (ϕ, u) [u
∗] (9.3.27)
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図 9.9: 物質固定の関数 u : D → R

のようにかくことにする．ここで，

fϕ∗ (ϕ, u) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{
hu (u, ∂νu) [∇u (ϕ) ·φ] + h∂νu (u, ∂νu) [w̄ (φ, u)]

+ h (u (ϕ) , ∂νu (ϕ)) (∇ ·φ)τ
}
dγ,

fu (ϕ, u) [u
∗] =

∫
Γ(ϕ)

(hu (u, ∂νu) [u
∗] + h∂νu (u, ∂νu) [∂νu

∗]) dγ

である．さらに，Γ (ϕ) が区分的に H3 ∩ C1,1 級ならば，

fϕ∗ (ϕ, u) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{
h∂νu (u, ∂νu) [w̄ (φ, u)]

+ (∂ν + κ)h (u (ϕ) , ∂νu (ϕ))ν ·φ
}
dγ

+

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

h (u (ϕ) , ∂νu (ϕ)) τ ·φ dς

である．

9.4 関数の変動則
9.5 節において状態決定問題 (偏微分方程式の境界値問題) を定義する．その際，
変動する領域に対して，既知関数がどのように振る舞うのかを決めておく必要があ
る．ここでは，9.3 節までの結果を用いて，典型的な変動則を定義しておこう．こ
の節でも，ϕ0 ∈ D◦ を固定して，その近傍 B ⊂ Y 上の ϕ ∈ B において，任意の
領域変動 φ ∈ Y を考えることにする．
まず，図 9.9 のように，関数値が領域上の点の移動とともに移動する場合を考え
る．そのときの関数の変動則を次のように定義する．

定義 9.4.1 (物質固定) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B において，
u ∈ C1

S′

(
B;L2 (D;R)

) が与えられたとき，任意の φ ∈ Y に対して，

u′ (ϕ) [φ] = 0
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図 9.10: 空間固定の関数 u : D → R

図 9.11: 領域測度共変の関数 u : D → R

が満たされるとき，u は物質固定とよぶ． □

また，図 9.10 のように，関数が領域変動に依存しないときの関数の変動則を次の
ように定義する．

定義 9.4.2 (空間固定) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B において，
u ∈ C1

S∗

(
B;H1 (D;R)

) が与えられたとき，任意の φ ∈ Y に対して，

u′ (ϕ) [φ]−∇u (ϕ) ·φ = u∗ (ϕ) [φ] = 0

が満たされるとき，u は空間固定とよぶ． □

さらに，領域上の点の移動とともにその点の関数値が領域の Jacobi 行列式 ω (φ)

に反比例して変化する場合を考える．このとき，ほとんど至るところ任意の x ∈ D

において

u (ϕ+φ) (x+φ (x))

=
u (ϕ) (x)

ω (φ) (x+φ (x))

= u (ϕ) (x) (1− ω′ (φ0) [φ] (x) + o (∥φ (x)∥Rd)) (9.4.1)

が成り立つ．図 9.11 はそのようすを示す．そこで，命題 9.2.1 を用いて，このとき
の変動則を次のように定義する．
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定義 9.4.3 (領域測度共変) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B におい
て，u ∈ C1

S′

(
B;L2 (D;R)

) が与えられたとき，任意の φ ∈ Y に対して，

u′ (ϕ) [φ] + u (ϕ)∇ ·φ = 0 (9.4.2)

が満たされるとき，u を領域測度共変とよぶ． □

命題 9.3.1 に式 (9.4.2) を代入すれば f ′ (ϕ, u (ϕ)) [φ] = 0 が得られる．すなわち，
領域測度共変の関数とは，その関数の領域積分は領域が変動しても一定になること
を意味している．
また，境界上の点の移動とともにその点の関数値が境界の Jacobi 行列式 ϖ (φ)

に反比例した値をとる場合には，

u (ϕ+φ) (x+φ (x))

=
u (ϕ) (x)

ϖ (φ) (x+φ (x))

= u (ϕ) (x) (1−ϖ′ (φ0) [φ] (x) + o (∥φ (x)∥Rd)) (9.4.3)

が成り立つ．そこで，命題 9.2.4を用いて，このときの変動則を次のように定義する．

定義 9.4.4 (境界測度共変) ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上のすべての ϕ ∈ B におい
て，u ∈ C1

S′

(
B;H1 (D;R)

) が与えられたとき，区分的に H2 ∩C0,1 級の ∂Ω(ϕ) 上
で，任意の φ ∈ Y に対して，

u′ (ϕ) [φ] + u (ϕ) (∇ ·φ)τ = 0 (9.4.4)

が満たされるとき，u を境界測度共変とよぶ．ただし，∇τ ·φ は式 (9.2.6) に従う．
□

命題 9.3.5 に式 (9.4.4) を代入すれば f ′ (ϕ, u (ϕ)) [φ] = 0 が得られる．この場合
は，u の境界積分が変化しないことを意味する．
以上の定義を使って，具体的な問題を考えてみよう．図 9.12 に，線形弾性問題の
境界力 p0 が境界の変動に伴って p に変化する際の代表的な変動パターンを示して
いる．図 9.12 (c) は，静水圧が作用する境界が変動したときの境界力の変化を表し
ている．本書では，静水圧の仮定を直接使うことはないが，将来，必要となったと
きのために，静水圧の境界積分に対する形状微分について求めておこう．

命題 9.4.5 (静水圧境界積分の形状微分) p ∈ H2 (D;R) を空間固定のある関数と
する．ϕ0 ∈ D◦ の近傍 B ⊂ Y 上の ϕ ∈ B において，Γ (ϕ) は区分的に H2 ∩ C0,1
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(a) p0 が定ベクトルのときの (b) p0 が定ベクトルの (c) p は空間固定で
空間固定および物質固定 ときの境界測度共変 法線は物質固定 (静水圧)

図 9.12: 線形弾性問題の境界力 p に対する代表的な変動パターン

級とする．任意の φ ∈ Y に対して，

f (ϕ+φ, p) =

∫
Γ(ϕ+φ)

pν (ϕ+φ) dζ

とおく．このとき，f の形状微分は，

f ′ (ϕ, p) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{
(∇p ·φ)ν − p

(
∇φ⊤)ν + p (∇ ·φ)ν

}
dγ

となる．また，f ′ (ϕ, p) [φ] は C (B;L (Y ;R)) に入る． □

証明 f の積分領域 Γ (ϕ+φ) を Γ (ϕ) に変換すれば，

f (ϕ+φ, p) =

∫
Γ(ϕ)

p (x+φ (x))ν (ϕ+φ) (x+φ (x))ϖ (φ) (x) dγ

が成り立つ．f の形状微分の定義より，

f ′ (ϕ, p) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

{(
p′ (ϕ) [φ]ν + pν′ (ϕ) [φ]

)
ϖ (φ0) + pνϖ′ (φ0) [φ]

}
dγ

が得られる．ここで，pは空間固定 (定義 9.4.2)を仮定していることから，p′ (ϕ) [φ] = ∇p ·φ
が成り立ち，命題 9.2.4 と命題 9.2.5 を用いれば，本命題の結果が得られる． □

9.5 状態決定問題
関数や汎関数に対する形状微分の定義と公式がえられたので，それらを使って状
態決定問題となる偏微分方程式の境界値問題を定義しよう．本章では，簡単のため
に，最初に Poisson 問題を考えることにする．
領域変動型の形状最適化問題では，既知関数や解関数の定義域が動くことになる．
そこで，既知関数に関しては，初期領域 Ω0 のときに b0 : D → R, pN0 : D → R,
uD0 : D → Rのように定義されていて，状態決定問題の定義域が Ω(ϕ)に動いたあと
は，ある指定された変動則により b (ϕ) : D → R, pN (ϕ) : D → R, uD (ϕ) : D → R
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のように与えられると仮定する．その変動則については，のちに評価関数の形状微
分を求める際に指定することにする．
解関数に関しては，H1 級の関数となることから，Calderón の拡張定理 (定理

4.4.4) により，D 上で定義された関数とみなすことができる．そこで，ϕ ∈ D に対
して，状態決定問題に対する同次形の解 (Dirichlet 条件を与える既知関数 uD に対
して，ũ = u− uD で与えられる) が入る実 Hilbert 空間 (最適設計問題における状
態変数の線形空間) を

U (ϕ) =
{
u ∈ H1 (D;R)

∣∣ u = 0 on ΓD (ϕ)
}

(9.5.1)

とおく．さらに，のちに示される勾配法によって得られる領域変動が式 (9.1.3) の
D に入るようにするために，状態決定問題に対する同次形の解 ũ が入る状態変数の
許容集合を，

S (ϕ) = U (ϕ) ∩W 2,4 (D;R) (9.5.2)

とおく．S (ϕ) の条件に加えてさらに必要となる正則性については，必要となった
ときに示すことにする．
既知関数の正則性について次の 2組の仮定をおく．あとで関数の形状微分公式を
用いて形状微分を求める際に，次の仮定を用いる．

仮定 9.5.1 (既知関数の正則性 (関数の形状微分)) 既知関数は，ϕ ∈ D◦ の近傍
B ⊂ Y 上で

b ∈ C1
S′

(
B;C0,1 (D;R)

)
, pN ∈ C1

S′

(
B;C1,1 (D;R)

)
,

uD ∈ C1
S′

(
B;W 2,4 (D;R)

)
であると仮定する．これらの形状微分を ( · )′ (ϕ) [φ] のようにかく． □

また，あとで関数の形状偏微分公式を用いて形状微分を求める際に，次の仮定を
用いる．

仮定 9.5.2 (既知関数の正則性 (関数の形状偏微分)) 既知関数は，ϕ ∈ D◦ の近傍
B ⊂ Y 上で

b ∈ C1
S∗

(
B;C0,1 (D;R)

)
, pN ∈ C1

S∗

(
B;C1,1 (D;R)

)
,

uD ∈ C1
S′

(
B;W 2,2qR (D;R)

)
であると仮定する．ただし，qR > d とする．これらの形状偏微分を ( · )∗ (ϕ) [φ] の
ようにかく． □
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また，境界の正則性については次の仮定を設ける．

仮定 9.5.3 (角点の開き角) Ω(ϕ) が 2次元領域の場合には境界上の角点，Ω(ϕ) が
3次元領域の場合には境界上の角線に垂直な面を考え，その面における境界上の角
点に関して，開き角 β が，Dirichlet 境界 と Neumann 境界の

(1) 同一種境界上にあるとき β < 2π/3，

(2) 混合境界上にあるとき β < π/3

が満たされると仮定する． □

仮定 9.5.1 と仮定 9.5.3 が成り立てば u が S に入ることは，命題 5.3.1 によって
確認される．
以上の仮定を用いて，領域変動型 Poisson 問題を次のように定義する．ここでも，

∂ν = ν ·∇ とかくことにする．

問題 9.5.4 (領域変動型 Poisson 問題) ϕ ∈ D に対して b (ϕ), pN (ϕ), uD (ϕ) が
与えられたとき，

−∆u = b (ϕ) in Ω (ϕ) ,

∂νu = pN (ϕ) on Γp (ϕ) ,

∂νu = 0 on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) ,

u = uD (ϕ) on ΓD (ϕ)

を満たす u : Ω (ϕ) → R を求めよ． □

これ以降，b (ϕ) や uD (ϕ) および U (ϕ) や S (ϕ) などを b や uD および U や S
などのようにかくことにする．
問題 9.5.4 は，のちに示される領域変動型の形状最適化問題 (問題 9.6.3) におい
て等式制約として扱われる．のちの議論では，等式制約は Lagrange 関数の停留条
件におきか得られる．ここではそのための準備として，問題 9.5.4 の Lagrange 関
数を

LS (ϕ, u, v) =

∫
Ω(ϕ)

(−∇u ·∇v + bv) dx+

∫
Γp(ϕ)

pNv dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) ∂νv + v∂νu}dγ (9.5.3)

と定義しておく．ここで，uは問題 9.5.4の解とはかぎらないとする．v は Lagrange

乗数として導入された S の要素とする．式 (9.5.3) において，右辺第 3項は，第 8
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章において θ 型 Poisson 問題に対する Lagrange 関数を定義した式 (8.2.4) の場合
と同様，のちの議論をわかりやすくするために追加された．また，式 (9.5.3) を第 7

章で示した抽象的変分問題に対する Lagrange 関数の定義式 (7.2.3) に合わせれば，
ũ = u− uD とおくことにして，

LS (ϕ, u, v) = −a (ϕ) (u, v) + l (ϕ) (v) = −a (ϕ) (ũ, v) + l̂ (ϕ) (v) (9.5.4)

とかける．ここで，

a (ϕ) (u, v) =

∫
Ω(ϕ)

∇u ·∇v dx, (9.5.5)

l (ϕ) (v) =

∫
Ω(ϕ)

bv dx+

∫
Γp(ϕ)

pNv dγ, (9.5.6)

l̂ (ϕ) (v) = l (ϕ) (v) + a (ϕ) (uD, v) (9.5.7)

と定義する．u が問題 9.5.4 の解のとき，任意の v ∈ U に対して，

LS (ϕ, u, v) = 0

が成り立つ．この式は問題 9.5.4 の弱形式と同値である．
なお，9.3 節の表記法に従えば，LS (ϕ, u, v) は LS (ϕ, u,∇u, ∂νu, v,∇v, ∂νv) と
かくべきである．しかし，これ以降は LS (ϕ, u, v) のようにかくことにする．

9.6 領域変動型形状最適化問題
9.5 節において，設計変数 ϕ ∈ D が与えられたときに状態変数 ũ = u− uD ∈ S
が状態決定問題の解として決定されることをみてきた．それらの変数を用いて形状
最適化問題を定義する．
ここでは，評価関数を i ∈ {0, 1, . . . ,m} に対して

fi (ϕ, u) =

∫
Ω(ϕ)

ζi (ϕ, u,∇u) dx+

∫
Γηi(ϕ)

ηNi (ϕ, u) dγ

−
∫
ΓD(ϕ)

ηDi (ϕ, ∂νu) dγ − ci (9.6.1)

とおく．ただし，c1, . . . , cm は定数で，すべての i ∈ {1, . . . ,m} に対して fi ≤ 0

を満たすある (ϕ, ũ) ∈ D × S が存在する (Slater 制約想定が満たされる) ように定
められているとする．また，ζi, ηNi および ηDi は次のように与えられていると仮定
する．これらの仮定は，のちに示される随伴問題 (問題 9.8.1) の解が適切な正則性
をもつために必要とされる．評価関数の 2階形状微分を得るためには，2階微分に
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対する仮定が必要となるが，ここでは省略する．ここでも，2組の仮定を設けるこ
とにする．
まず，関数の形状微分公式を用いるときに，次の仮定を用いることにする．

仮定 9.6.1 (評価関数の正則性 (関数の形状微分)) 式 (9.6.1) の評価関数 fi (i ∈
{0, 1, . . . ,m}) では，ζi ∈ C1

(
R× R× Rd;R

)
, ηNi ∈ C1 (R;R), ηDi ∈ C1 (R;R)

を仮定し，(ϕ, u,∇u, ∂νu) ∈ D × S × G × GΓD (G = {∇u | u ∈ D}, GΓD ={
∂νu|ΓD

∣∣ u ∈ D
}
) と任意の (φ, û) ∈ Y × U に対して，

ζi (ϕ, u,∇u) , ζiϕ′ (ϕ, u,∇u) [φ] ∈ H1 ∩ L∞ (D;R) ,

ζiu (ϕ, u,∇u) [û] ∈ L4 (D;R) , ζi(∇u)⊤ (ϕ, u,∇u) [∇û] ∈W 1,4
(
D;Rd

)
,

ηNi (ϕ, u) , ηNiϕ′ (ϕ, u) [φ] ∈W 2,qR (D;R) , ηNiu (ϕ, u) [û] ∈W 1,4 (D;R) ,

ηDi (ϕ, ∂νu) , ηDiϕ′ (ϕ, ∂νu) [φ] ∈W 1,qR (D;R) ,

ηDi∂νu (ϕ, ∂νu) [∂ν û] ∈W 2,4 (D;R)

であると仮定する．ただし，ηDi (ϕ, ∂νu) が ∂νu に対して線形であると仮定する．
非線形のときは，ΓD (ϕ) 上で (∇ ·φ)τ = 0 とする．また，( · )ϕ′ (ϕ, · ) [φ] は関数
の形状微分 (定義 9.1.1) を表す． □

また，関数の形状偏微分公式を用いるときには，次の仮定を用いることにする．

仮定 9.6.2 (評価関数の正則性 (関数の形状偏微分)) 式 (9.6.1) の評価関数 fi (i ∈
{0, 1, . . . ,m}) では，ζi ∈ C1

(
R× R× Rd;R

)
, ηNi ∈ C1 (R;R), ηDi ∈ C1 (R;R)

を仮定し，(ϕ, u,∇u, ∂νu) ∈ D × S × G × GΓD
(G = {∇u | u ∈ D}, GΓD

={
∂νu|ΓD

∣∣ u ∈ D
}
) と任意の (φ, û) ∈ Y × U に対して，

ζi (ϕ, u,∇u) , ζiϕ∗ (ϕ, u,∇u) [φ] ∈W 1,qR (D;R) ,

ζiu (ϕ, u,∇u) [û] ∈ L2qR (D;R) ,

ζi(∇u)⊤ (ϕ, u,∇u) [∇û] ∈W 1,2qR
(
D;Rd

)
,

ηNi (ϕ, u) , ηNiϕ∗ (ϕ, u) [φ] ∈W 2,qR (D;R) , ηNiu (ϕ, u) [û] ∈W 1,2qR (D;R) ,

ηDi (ϕ, ∂νu) , ηDiϕ∗ (ϕ, ∂νu) [φ] ∈W 1,qR (D;R) ,

ηDi∂νu (ϕ, ∂νu) [∂ν û] ∈W 2,2qR (D;R)

であると仮定する．ただし，qR > d とする．また，ηDi (ϕ, ∂νu) は ∂νu に対して線
形で，ηDi∂νu (ϕ, ∂νu) = vDi のように与えられるとする．( · )ϕ∗ (ϕ, · ) [φ] は関数の
形状偏微分 (定義 9.1.3) を表す． □

これらの評価関数を用いて，領域変動型の形状最適化問題を次のように定義する．
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問題 9.6.3 (領域変動型の形状最適化問題) D と S をそれぞれ式 (9.1.3) と
式 (9.5.2) のように定義する．f0, . . . , fm を式 (9.6.1) で定義する．このとき，

min
(ϕ,u−uD)∈D×S

{f0 (ϕ, u) | f1 (ϕ, u) ≤ 0, . . . , fm (ϕ, u) ≤ 0, 問題 9.5.4}

を満たす Ω(ϕ) を求めよ． □

今後，領域変動型の形状最適化問題 (問題 9.6.3) に対して評価関数の Fréchet 微
分や KKT 条件についてみていくことにする．その際，いくつかの定義に基づく
Lagrange 関数が使われる．ここでは，混乱をきたさないように，それらの関係をま
とめておく．領域変動型の形状最適化問題 (問題 9.6.3) に対する Lagrange 関数を

L (ϕ, u, v0, v1, . . . , vm, λ1, . . . , λm)

= L0 (ϕ, u, v0) +
∑

i∈{1,...,m}

λiLi (ϕ, u, vi) (9.6.2)

とかく．ただし，λ = {λ1, . . . , λm}⊤ ∈ Rm は f1 (ϕ, u) ≤ 0, . . . , fm (ϕ, u) ≤ 0 に
対する Lagrange 乗数である．さらに，ある i ∈ {0, 1, . . . ,m} の評価関数 fi が u

の汎関数である場合には，状態決定問題 (問題 9.5.4) が等式制約になることから，

Li (ϕ, u, vi)

= fi (ϕ, u) + LS (ϕ, u, vi)

=

∫
Ω(ϕ)

(ζi (ϕ, u,∇u)−∇u ·∇vi + bvi) dx

+

∫
Γηi(ϕ)

ηNi (ϕ, u) dγ +

∫
Γp(ϕ)

pNvi dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) ∂νvi + vi∂νu− ηDi (ϕ, ∂νu)} dγ − ci (9.6.3)

を fi (ϕ, u) の Lagrange 関数という．ここで，LS は式 (9.5.3) で定義された状態
決定問題の Lagrange 関数である．また，vi は fi のために用意された状態決定問
題に対する Lagrange 乗数で，ṽi = vi − ηDi∂νu が S の要素であると仮定する．u
と同様，ṽi の変動 v̂i を考えるときには v̂i ∈ U を仮定する．

9.7 最適解の存在
問題 9.6.3 に対する解の存在は，第 8章と同様，第 7章の定理 7.4.4 によって保
証される．そのためには，補題 7.4.2 (F のコンパクト性) と仮定 7.4.3 (f0 の連続
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性) が成り立つことを示す必要がある．F は，

F = {(ϕ, ũ (ϕ)) ∈ D × S |問題 9.5.4} (9.7.1)

のように定義される．ここでは，ũ = u− uD ∈ U とかくことにする．
前者の補題は，次の補題に置き換えられる [30, Lemma 2.5, p. 27, Lemma 2.15,

p. 55, Lemma 2.20, p. 63]．

補題 9.7.1 (F のコンパクト性) 仮定 9.5.1 と仮定 9.5.3 が満たされているとする．
さらに，Γ̃0 = Γp0 ∪ Γη00 ∪ Γη10 ∪ · · · ∪ Γηm0 は (区分的ではなく) H3 ∩ C1,1 級と
する．このとき，D において一様収束する X 上の任意の Cauchy 列 ϕn → ϕ とそ
れらに対する問題 9.5.4 の解 ũn = ũ (ϕn) ∈ U (n→ ∞) に対して，

ũn → ũ strongly in U

が成り立ち，ũ = ũ (ϕ) ∈ U は問題 9.5.4 の解である． □

証明 ϕn に対する問題 9.5.4 の解 ũn に対して，

αn ∥ũn∥2U ≤ a (ϕn) (ũn, ũn) = l̂ (ϕn) (ũn) ≤
∥∥∥l̂ (ϕn)

∥∥∥
U′

∥ũn∥U

が成り立つ．ただし，a (ϕn) と l̂ (ϕn) は 式 (9.5.4) で定義される．αn は a (ϕn) の強圧
性の定義で使われる正定数とする (例題 5.2.5 の解答 (1))．ここで，ϕn → ϕ が D にお
いて一様収束するとき，αn は n に依存しない正定数 α に置き換えられる．

∥∥∥l̂ (ϕn)
∥∥∥
U′

=

∥l (ϕn) + a (ϕn) (uD, · )∥U′ (l (ϕn) は式 (9.5.4) に従う) が有界となることは，例題 5.2.5 の
解答 (3) において，l̂ (v) を l̂ (ϕn) (v) とみなし，Ω を Ω(ϕn) に置き換えることで示される．
そこで，ũn → ũ weakly in U なる部分列が存在することになる．
次に，この ũ が ϕ に対する問題 9.5.4 の解になることを示す．問題 9.5.4 の定義より，任

意の v ∈ U に対して，

lim
n→∞

a (ϕn) (ũn, v) = lim
n→∞

l̂ (ϕn) (v) (9.7.2)

が成り立つ．式 (9.7.2) の右辺は，仮定 9.5.2 より，

lim
n→∞

l̂ (ϕn) (v) = l̂ (ϕ) (v) (9.7.3)

となる．実際，∣∣∣l̂ (ϕn) (v)− l̂ (ϕ) (v)
∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∫
Ω(ϕn)

b (ϕn) v dx−
∫
Ω(ϕ)

b (ϕ) v dx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
Γp(ϕn)

pN (ϕn) v dγ −
∫
Γp(ϕ)

pN (ϕ) v dγ

∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣
∫
Ω(ϕn)

∇uD (ϕn) ·∇v dx−
∫
Ω(ϕ)

∇uD (ϕ) ·∇v dx

∣∣∣∣∣ (9.7.4)

の右辺各項は次のように評価される．第 1項は，∣∣∣∣∫
D

(
χΩ(ϕn)b (ϕn)− χΩ(ϕ)b (ϕ)

)
v dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
D

χΩ(ϕ) (b (ϕn)− b (ϕ)) v dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
D

(
χΩ(ϕn) − χΩ(ϕ)

)
b (ϕn) v dx

∣∣∣∣
となる．ただし，χΩ は特性関数 χΩ : D → R (χΩ (Ω) = 1, χΩ

(
D \ Ω̄

)
= 0) を表す．ここ

で，仮定 9.5.1 において b ∈ C1
S′
(
B;C0,1 (D;R)

) が仮定され，特性関数に関して，
χΩ(ϕn) → χΩ(ϕ) in L∞ (D;R)-weak∗ (9.7.5)

が成り立つ [35, Proposition 2.2.28, p. 45]ことから，式 (9.7.4) の右辺第 1項はゼロに収束
する．式 (9.7.4) の右辺第 3項も，uD ∈ C1

S′
(
B;W 2,4 (D;R)

) と式 (9.7.5) より，ゼロに収
束することが示される．
式 (9.7.4) の右辺第 2項のゼロへの収束は，次のように確認される．ここで，式 (9.1.3) で

示された D における Γp (ϕn) に対する条件 (H3 ∩C1,1 級) を次のように修正する．Γp (ϕn)
は，媒介変数 ξ ∈ Ξ = (0, 1)d−1 の関数 σ (ϕn) (ξ) = σn (ξ) を用いて，

Γp (ϕn) = Γ̃p (σn)

=

{
σn ∈ H3 ∩ C1,1

(
Ξ;Rd

) ∣∣∣∣ ∥σn∥Rd ≤ c0, c1 ≤
∥∥∥∇ξσ

⊤
n

∥∥∥
R(d−1)×d

≤ c2,∥∥∥∇|β|
ξ σ⊤

n

∥∥∥
R(d−1)2×d

≤ c3 (|β| = 2) a.e. in Ξ

}
(9.7.6)

のようにかけるものとする．ただし，∇ξ = (∂/∂ξi)i, c0, . . ., c3 は正定数とする．これ以
降，

∥∥∇ξσ
⊤
n

∥∥
R(d−1)×d と

∥∥∇ξσ
⊤∥∥

R(d−1)×d をそれぞれ ωΞn と ωΞ とかくことにする．また，
p̃N (t) = pN (tϕn + (1− t)ϕ) (t ∈ [0, 1]) と表す．このとき，式 (9.7.4) の右辺第 2項は，仮
定 9.5.1，ϕn → ϕ (D において一様収束)，トレース作用素

∥∥γΓp(ϕ)

∥∥ の有界性 (式 (5.2.4))，
文献 [15, Corollary 1] の結果および pN ∈ C1

S′
(
B;C1,1 (D;R)

)
(仮定 9.5.1) を用いれば，∣∣∣∣∣

∫
Γ̃p(σn)

pN (ϕn) v dγ −
∫
Γ̃p(σ)

pN (ϕ) v dγ

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
Ξ

{(pN (ϕn) ◦ σn) (v ◦ σn)ωΞn − (pN (ϕ) ◦ σ) (v ◦ σ)ωΞ} dσ
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫

Ξ

{(pN (ϕn) ◦ σn)− (pN (ϕn) ◦ σ)} (v ◦ σn)ωΞn dσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ξ

{(pN (ϕn) ◦ σ)− (pN (ϕ) ◦ σ)} (v ◦ σn)ωΞn dσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ξ

(pN (ϕ) ◦ σ) (v ◦ σn − v ◦ σ)ωΞn dσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ξ

(pN (ϕ) ◦ σ) (v ◦ σ) (ωΞn − ωΞ) dσ

∣∣∣∣
≤

√
c2 ∥v∥L2(Γp(ϕn);R) ∥(pN (ϕn) ◦ σn)− (pN (ϕn) ◦ σ)∥L2(Ξ;R)
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+

√
c2
c1

∥v∥L2(Γp(ϕn);R) ∥pN (ϕn)− pN (ϕ)∥L2(Γp(ϕ);R)

+
√
c2 ∥pN (ϕ)∥L2(Γp(ϕ);R) ∥v ◦ σn − v ◦ σ∥L2(Ξ;R)

+
1

c1
∥ωΞn − ωΞ∥H2∩C0,1(Ξ;Rd) ∥pN (ϕ)∥L2(Γp(ϕ);R) ∥v∥L2(Γp(ϕ);R)

≤
√
c2

∥∥γΓp(ϕ)

∥∥2 ∥v∥U ∥pN (ϕn)∥C1,1(D;R) ∥σn − σ∥H3∩C1,1(Ξ;Rd)

+

√
c2
c1

∥∥γΓp(ϕ)

∥∥2 ∥v∥U sup
t∈[0,1]

∥∥p̃′N (t)
∥∥
C1,1(D;R) ∥ϕn − ϕ∥X

+
√
c2

∥∥γΓp(ϕ)

∥∥2 ∥pN (ϕ)∥C1,1(D;R) ∥v∥U ∥σn − σ∥H3∩C1,1(Ξ;Rd)

+
1

c1

∥∥γΓp(ϕ)

∥∥2 ∥ωΞn − ωΞ∥H2∩C0,1(Ξ;Rd) ∥pN (ϕ)∥C1,1(D;R) ∥v∥U

→ 0 (n → ∞) (9.7.7)

となる．式 (9.7.7) の第 3の不等号において，∣∣∣∣∫
Ξ

(v ◦ σ)ωΞ dσ

∣∣∣∣ ≤ √
c2

(∫
Ξ

(v ◦ σ)2 ωΞ dσ

)1/2

=
√
c2 ∥v∥L2(Γp(ϕn);R) ,∣∣∣∣∫

Ξ

{(pN (ϕn) ◦ σ)− (pN (ϕ) ◦ σ)}dσ
∣∣∣∣

≤ 1√
c1

(∫
Ξ

{(pN (ϕn) ◦ σ)− (pN (ϕ) ◦ σ)}2 ωΞ dσ

)1/2

=
1√
c1

∥pN (ϕn)− pN (ϕ)∥L2(Γp(ϕ);R)

が使われた．以上の結果より，式 (9.7.3) が示された．
式 (9.7.2) の左辺は，

lim
n→∞

a (ϕn) (ũn, v) = a (ϕ) (ũ, v) (9.7.8)

となる．実際，

|a (ϕn) (ũn, v)− a (ϕ) (ũ, v)|

=

∣∣∣∣∣
∫
Ω(ϕn)

∇ũn ·∇v dx−
∫
Ω(ϕ)

∇ũ ·∇v dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
D

(
χΩ(ϕn)∇ũn − χΩ(ϕ)∇ũ

)
·∇v dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
D

χΩ(ϕ) (∇ũn −∇ũ) ·∇v dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
D

(
χΩ(ϕn) − χΩ(ϕ)

)
∇ũn ·∇v dx

∣∣∣∣ (9.7.9)

となる．ũn → ũ weakly in U と特性関数に関する式 (9.7.5) を式 (9.7.9) の右辺に適用すれ
ば，式 (9.7.8) が得られる．式 (9.7.3) と 式 (9.7.8) を式 (9.7.2) に代入すれば，問題 9.5.4
の弱形式を得る．すなわち，ũ = ũ (ϕ) ∈ U は問題 9.5.4 の解である．
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{un}n∈N の u への弱収束が示されているので，強収束は，

∥un∥U → ∥u∥U (n → ∞) (9.7.10)

を示すことで確かめられる．実際，U 上のノルムを，式 (9.5.5) の a (ϕ) を用いて，

|||v||| = a (ϕ) (v, v)

とおけば，

|||un||| = a (ϕ) (un, un) =

∫
D

(
χΩ(ϕ) − χΩ(ϕn)

)
∇un ·∇un dx+ a (ϕn) (un, un)

=

∫
D

(
χΩ(ϕ) − χΩ(ϕn)

)
∇un ·∇un dx+ l (ϕn) (un)

→ l (ϕ) (u) = |||u||| (n → ∞) (9.7.11)

が成り立つ．よって，un → u strongly in U が示された． □

ũ (ϕ) が S に入ることは，仮定 9.5.1 と仮定 9.5.3 を満たすように問題 9.5.4 を
設定することによって保証される．
定理 7.4.4 が成り立つための後者の仮定 (f0 の連続性) は，

S =
{
(ϕ, ũ (ϕ)) ∈ F | f1 (ϕ, u (ϕ)) ≤ 0, · · · , fm (ϕ, u (ϕ)) ≤ 0

}
(9.7.12)

上で f0 が連続であることを示すことである．S は問題設定に依存するが，ここで
は，fi (i ∈ {0, 1, . . . ,m}) の連続性を次の補題で示し，S は空集合でないように不
等式条件が与えられているという条件を仮定して，f0 の連続性を示すことにする．

補題 9.7.2 (fi の連続性) fi は，仮定 9.6.1を満たすように式 (9.6.1)で与えられる
とする．D において一様収束する X 上の任意の Cauchy 列 ϕn → ϕ に対して，補
題 9.7.1 で決定される un → u strongly in U は ΓD 上で ∥∂νun − ∂νu∥L2(ΓD;R) → 0

(n→ ∞) を満たすとする．このとき，fi は θ ∈ D に対して連続である． □

証明 ϕn → ϕ が D において一様収束するときに，

|fi (ϕn, un)− fi (ϕ, u)|

≤

∣∣∣∣∣
∫
Ω(ϕn)

ζi (ϕn, un,∇un) dx−
∫
Ω(ϕ)

ζi (ϕ, u,∇u) dx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
Γηi(ϕn)

ηNi (ϕn, un) dγ −
∫
Γηi(ϕ)

ηNi (ϕ, u) dγ

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
ΓD(ϕn)

ηDi (ϕn, ∂νun) dγ −
∫
ΓD(ϕ)

ηDi (ϕ, ∂νu) dγ

∣∣∣∣∣
= eΩ + eΓη + eΓD → 0 (n → ∞) (9.7.13)
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を示せば証明は完了する．eΩ に対して，

eΩ ≤
∣∣∣∣∫

D

(
χΩ(ϕn) − χΩ(ϕ)

)
ζi (ϕn, un,∇un) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
D

χΩ(ϕ) (ζi (ϕn, un,∇un)− ζi (ϕ, u,∇u)) dx

∣∣∣∣
= eΩ1 + eΩ2

が成り立つ．eΩ1 は，式 (9.7.5) より，ゼロに収束する．eΩ2 は，ũn → ũ
weakly in U と ζi が仮定 9.6.1 を満たすように与えられていれば，ζ̃i (t) =
ζi (tϕn + (1− t)ϕ, tun + (1− t)n, t∇un + (1− t)∇u) (t ∈ [0, 1]) とかくとき，ζi ∈
C1

(
R× R× Rd;R

)
(仮定　 9.6.1) を用いれば，

eΩ2 ≤ sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣
∫
Ω(ϕ)

ζ̃iϕ′ (t) [ϕn − ϕ] dx

∣∣∣∣∣+ sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣
∫
Ω(ϕ)

ζ̃iu (t) [un − u] dx

∣∣∣∣∣
+ sup

t∈[0,1]

∣∣∣∣∣
∫
Ω(ϕ)

ζ̃i∇u (t) [∇un −∇u] dx

∣∣∣∣∣
≤ sup

t∈[0,1]

∥∥∥ζ̃iϕ′ (t)
∥∥∥
H1∩L∞(D;R)

∥ϕn − ϕ∥X

+ sup
t∈[0,1]

∥∥∥ζ̃iu (t)
∥∥∥
L4(D;R)

∥un − u∥U

+ sup
t∈[0,1]

∥∥∥ζ̃i∇u (t)
∥∥∥
W1,4(D;R)

∥∇un −∇u∥L2(D;R)

→ 0 (n → ∞)

となる．eΓη のゼロへの収束は，次のように示される．Γηi (ϕn) に対して式 (9.7.6) と同様
の条件を仮定して，Γηi (ϕn) は σ (ϕn) (ξ) = σn (ξ) (ξ ∈ Ξ = (0, 1)d−1) による媒介変数
表示 Γ̃ηi (σn) ができるものとする．また，η̃Ni (t) = ηNi (tϕn + (1− t)ϕ, tun + (1− t)u)
(t ∈ [0, 1]) と表す．ũn → ũ weakly in U，レース作用素の有界性，文献 [15, Corollary 1]
の結果および ηNi ∈ W 2,qR (D;R) (仮定 9.6.1) を用いれば，

eΓη =

∣∣∣∣∣
∫
Γ̃ηi(σn)

ηNi (ϕn, un) dγ −
∫
Γ̃ηi(σ)

ηNi (ϕ, u) dγ

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
Ξ

{(ηNi (ϕn, un) ◦ σn)ωΞn − (ηNi (ϕ, u) ◦ σ)ωΞ} dσ
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫

Ξ

{(ηNi (ϕn, un) ◦ σn)− (ηNi (ϕn, un) ◦ σ)}ωΞn dσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ξ

{(ηNi (ϕn, un) ◦ σ)− (ηNi (ϕ, un) ◦ σ)}ωΞn dσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ξ

{(ηNi (ϕ, un) ◦ σ)− (ηNi (ϕ, u) ◦ σ)}ωΞn dσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ξ

(ηNi (ϕ, u) ◦ σ) (ωΞn − ωΞ) dσ

∣∣∣∣
≤

√
c2 ∥(ηNi (ϕn, un) ◦ σn)− (ηNi (ϕn, un) ◦ σ)∥L2(Ξ;R)
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+

√
c2
c1

∥ηNi (ϕn, un)− ηNi (ϕ, u)∥L2(Γηi(ϕ);R)

+

√
c2
c1

∥ηNi (ϕn, un)− ηNi (ϕ, u)∥L2(Γηi(ϕ);R)

+
1

c1
∥ωΞn − ωΞ∥H2∩C0,1(Ξ;Rd) ∥ηNi (ϕ, u)∥L2(Γηi(ϕ);R)

≤
√
c2

∥∥γΓηi(ϕ)

∥∥ ∥ηNi (ϕn, un)∥W2,qR (D;R) ∥σn − σ∥C1,1(Ξ;Rd)

+

√
c2
c1

∥∥γΓηi(ϕ)

∥∥ sup
t∈[0,1]

∥η̃Niϕ (t)∥W2,qR (D;R) ∥ϕn − ϕ∥X

+

√
c2
c1

∥∥γΓηi(ϕ)

∥∥ sup
t∈[0,1]

∥η̃Niu (t)∥W2,4(D;R) ∥un − u∥U

+
1

c1

∥∥γΓηi(ϕ)

∥∥ ∥ωΞn − ωΞ∥H2∩C0,1(Ξ;Rd) ∥ηNi (ϕ, u)∥W2,qR (D;R)

→ 0 (n → ∞) (9.7.14)

が成り立つ．ただし，c1, c2 は式 (9.7.6) を Γηi (ϕn) に対してかきかえたときの正定数とす
る．eΓD → 0 (n → ∞) も ∥∂νun − ∂νu∥L2(ΓD;R) → 0 (n → ∞) を用いて同様に示される．
よって，式 (9.7.13) が示された． □

抽象的最適設計問題の解の存在に対する定理 7.4.4 における最初の仮定 (F のコ
ンパクト性) は補題 9.7.1 によって確認された．もう一つの仮定 (f0 の連続性) は，
補題 9.7.2 と S が空でない条件が満たされたときに確認される．そのときに，問題
9.6.3 に対する解は存在する．
なお，ここでも，第 8章で示した注意 8.4.3 と同様のことに留意する必要がある．
すなわち，式 (9.1.3) で定義された D では，側面制約 ∥ϕ∥H2∩C0,1(D;Rd) ≤ β が課
されていた．この条件が有効になった場合には不等式制約の一つとして考慮されな
ければならない．問題設定によっては，Lipschitz 境界ではないような尖った形状
に収束する場合が考えられる．このような場合には，側面制約を有効にすることに
よって，収束形状が得られることになる．また，X と D の選択方法について，注
意 8.4.4 と同様のことがいえる．

9.8 評価関数の微分
本章では，領域変動型の形状最適化問題 (問題 9.6.3) を勾配法あるいは Newton

法で解くことを考える．勾配法を使うためには，評価関数の形状微分が必要となる．
また，Newton 法を使うためには，評価関数の 2階形状微分 (Hesse 形式) が必要と
なる．ここでは，評価関数 fi の形状微分と 2階形状微分を，それぞれ 7.5.2 項で示
された Lagrange 乗数法と 7.5.3 項で示された方法で求めてみよう．その際，9.3 節
で示された関数の形状微分公式を用いた方法と関数の形状偏微分公式を用いた方法
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に分けてみていくことにする．ただし，2階形状微分に関しては，関数の形状微分
公式を用いた方法による結果のみを示すことにする．

9.8.1 関数の形状微分公式による fi の形状微分
最初に，関数の形状微分公式 (9.3.1 項) を使って Li の Fréchet 微分を求め，そ
の停留条件を使って fi の形状微分を求めてみよう．

Li (ϕ, u, vi) の Fréchet 微分は，任意の (φ, û, v̂i) ∈ X × U × U に対して，

L ′
i (ϕ, u, vi) [φ, û, v̂i]

= Liϕ′ (ϕ, u, vi) [φ] + Liu (ϕ, u, vi) [û] + Livi
(ϕ, u, vi) [v̂i] (9.8.1)

のようにかかれる．ただし，式 (9.3.5) と式 (9.3.15) の表記法に従うものとする．
式 (9.3.5) と式 (9.3.15) で使われていた定義 9.1.1 に従う u′ が，ここでは任意の
û ∈ X に置き換えられている．その理由は，Lagrange 関数の定義においては，u は
問題 9.5.4 の解とはかぎらないと仮定されていたためである．以下で各項について
詳細にみていこう．
式 (9.8.1) の右辺第 3項は，

Livi (ϕ, u, vi) [v̂i] = LSvi (ϕ, u, vi) [v̂i] = LS (ϕ, u, v̂i) (9.8.2)

となる．式 (9.8.2) は状態決定問題 (問題 9.5.4) の Lagrange 関数になっている．そ
こで，u が状態決定問題の弱解ならば，その項はゼロとなる．
また，式 (9.8.1) の右辺第 2項は，

Liu (ϕ, u, vi) [û]

=

∫
Ω(ϕ)

(
−∇û ·∇vi + ζiu (ϕ, u,∇u) û+ ζi(∇u)⊤ (ϕ, u,∇u)∇û

)
dx

+

∫
Γηi(ϕ)

ηNiu (ϕ, u) ûdγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{û∂νvi + (vi − ηDi∂νu (ϕ, ∂νu)) ∂ν û} dγ (9.8.3)

となる．ここで，vi が，任意の û ∈ U に対して，式 (9.8.3)がゼロとなるように決定
できれば，式 (9.8.1) の右辺第 2項もゼロとなる．その強形式は，vi ∈W 2,4 (D;R)
を仮定すれば，∫

Ω(ϕ)

(
ζi(∇u)⊤ (u,∇u)∇û−∇û ·∇vi

)
dx
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=

∫
∂Ω(ϕ)

û
(
ζi(∇u)⊤ −∇vi

)
· ν dγ −

∫
Ω(ϕ)

û∇ ·
(
ζi(∇u)⊤ −∇vi

)
dx

とかけることから，次のようになる．

問題 9.8.1 (fi に対する随伴問題) ϕ ∈ D に対して問題 9.5.4 の解 u が与えられた
とき，

−∆vi = ζiu (ϕ, u,∇u)−∇ · ζi(∇u)⊤ (ϕ, u,∇u) in Ω (ϕ) ,

∂νvi = ηNiu (ϕ, u) + ζi(∇u)⊤ (ϕ, u,∇u) · ν on Γηi (ϕ) ,

∂νvi = ζi(∇u)⊤ (ϕ, u,∇u) · ν on ΓN (ϕ) \ Γ̄ηi (ϕ) ,

vi = ηDi∂νu (ϕ, ∂νu) on ΓD (ϕ)

を満たす vi : Ω (ϕ) → R を求めよ． □

なお，vi − ηDi∂νu に対する許容集合 (随伴変数の許容集合) は，のちに示される
領域変動型の形状最適化問題に対する解法により正則な解を得るために，S である
必要がある．仮定 9.6.1 における ζiu, ζi(∇u)⊤ , ηNiu, ηDi∂νu の正則性に関する条件
は，その結果を得るために与えられた．
さらに，式 (9.8.1) の右辺第 1項は，命題 9.3.4 の結果を表した式 (9.3.5) と，命
題 9.3.7 の結果を表した式 (9.3.15) の公式より，

Liϕ′ (ϕ, u, vi) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

[
∇u ·

{(
∇φ⊤)∇vi

}
+∇vi ·

{(
∇φ⊤)∇u

}
− ζi(∇u)⊤ ·

{(
∇φ⊤)∇u

}
+ (ζi −∇u ·∇vi + bvi)∇ ·φ

+
(
ζiϕ′ + vib

′) ·φ]dx
+

∫
Γηi(ϕ)

(
κηNiν ·φ−∇τηNi ·φτ + ηNiϕ′ ·φ

)
dγ

+

∫
∂Γηi(ϕ)∪Θηi(ϕ)

ηNiτ ·φ dς

+

∫
Γp(ϕ)

{κpNviν ·φ−∇τ (pNvi) ·φτ + vip
′
N ·φ} dγ

+

∫
∂Γp(ϕ)∪Θp(ϕ)

pNviτ ·φdς

+

∫
ΓD(ϕ)

[
{(u− uD)w (φ, vi) + (vi − ηDi∂νu)w (φ, u)}
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+ {(u− uD) ∂νvi + vi∂νu− ηDi (ϕ, ∂νu)} (∇ ·φ)τ + ηDiϕ′ ·φ
]
dγ

(9.8.4)

となる．ここで，w (φ, u) と (∇ ·φ)τ はそれぞれ式 (9.3.12) と式 (9.2.6) に従う．
また，Γp (ϕ) と Γηi (ϕ) が区分的に H3 ∩C1,1 級であること (D の定義において仮
定された) を用いて，Γp (ϕ) と Γηi (ϕ) 上の積分が得られた．
以上の結果をふまえて，u と vi がそれぞれ問題 9.5.4 と問題 9.8.1 の弱解であ
るとき，それらの Dirichlet 条件と仮定 9.6.1 の ηDi に対する条件が成り立つとき，
式 (9.8.4) における ΓD (ϕ) 上の積分は ηDiϕ′ ·φ の項を除いてゼロとなる．そこで，
f̃i に対して式 (7.5.15) の表記を用いて

f̃ ′i (ϕ) [φ] = Liϕ′ (ϕ, u, vi) [φ] = ⟨gi,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)

{
GΩi ·

(
∇φ⊤)+ gΩi∇ ·φ+ gζbi ·φ

}
dx

+

∫
Γp(ϕ)

gpi ·φ dγ +

∫
∂Γp(ϕ)∪Θp(ϕ)

g∂pi ·φ dς

+

∫
Γηi(ϕ)

gηi ·φ dγ +

∫
∂Γηi(ϕ)∪Θηi(ϕ)

g∂ηi ·φ dς

+

∫
ΓD(ϕ)

gDi ·φ dγ (9.8.5)

のようにかかれる．ここで，

GΩi = ∇u (∇vi)
⊤
+∇vi (∇u)

⊤ − ζi(∇u)⊤ (∇u)
⊤
, (9.8.6)

gΩi = ζi −∇u ·∇vi + bvi, (9.8.7)

gζbi = ζiϕ′ + vib
′, (9.8.8)

gpi = κpNviν −
∑

j∈{1,...,d−1}

{τ j ·∇ (pNvi)} τ j + vip
′
N, (9.8.9)

g∂pi = pNviτ , (9.8.10)

gηi = κηNiν −
∑

j∈{1,...,d−1}

(τ j ·∇ηNi) τ j + ηNiϕ′ , (9.8.11)

g∂ηi = ηNiτ , (9.8.12)

gDi = ηDiϕ′ (9.8.13)

となる．なお，本書では A = (aij) ∈ Rd×d と B = (bij) ∈ Rd×d のスカラー積∑
(i,j)∈{1,...,d}2 aijbij を A · B とかくことにする．また，式 (9.8.5) を導く際に，

a ∈ Rd, B ∈ Rd×d および c ∈ Rd に対する恒等式

a · (Bc) =
(
B⊤a

)
· c =

(
ac⊤

)
·B (9.8.14)
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が使われた．今後，これらの関係はことわらずに使うことにする．
以上の結果に基づいて，式 (9.8.5) の gi の正則性について，次の結果を得る．

定理 9.8.2 (fi の形状微分 gi) ϕ ∈ D に対して，b, pN, uD, ζi, ηNi および ηDi は
仮定 9.5.1 および仮定 9.6.1 のように与えられているとする．また，u と vi はそ
れぞれ状態決定問題 (問題 9.5.4) と fi に対する随伴問題 (問題 9.8.1) の弱解で，
式 (9.5.2) の S に入るとする．式 (9.8.10) と式 (9.8.12) のそれぞれ g∂pi と g∂ηi が
ゼロのとき，fi の形状微分は式 (9.8.5) となり，gi は X ′ に入る．さらに，

GΩi ∈ H1 ∩ L∞ (Ω(ϕ) ;Rd×d
)
,

gΩi ∈ H1 ∩ L∞ (Ω (ϕ) ;R) ,

gζbi ∈ H1 ∩ L∞ (Ω(ϕ) ;Rd
)
,

gpi ∈ H1/2 ∩ L∞ (Γp (ϕ) ;Rd
)
,

gηi ∈ H1/2 ∩ L∞ (Γηi (ϕ) ;Rd
)
,

gDi ∈ H1/2 ∩ L∞ (ΓD (ϕ) ;Rd
)

となる． □

証明 fi の形状微分が式 (9.8.5) の gi となることは上でみてきたとおりである．gi の正則
性に関しては次のことが成り立つ．GΩi の第 1項に対して，Hölder の不等式 (定理 A.9.1)
と Poincaré の不等式の系 (系 A.9.4) より，∥∥∥{∇u (∇vi)

⊤
}
·
(
∇φ⊤

)∥∥∥
L1(Ω(ϕ);R)

≤
∥∥∥∇u (∇vi)

⊤
∥∥∥
L2(Ω(ϕ);Rd×d)

∥∥∥∇φ⊤
∥∥∥
L2(Ω(ϕ);Rd×d)

≤ ∥∇u∥L4(Ω(ϕ);Rd) ∥∇vi∥L4(Ω(ϕ);Rd)

∥∥∥∇φ⊤
∥∥∥
L2(Ω(ϕ);Rd×d)

≤ ∥u∥W1,4(D;R) ∥vi∥W1,4(D;R) ∥φ∥X
≤ ∥u∥W2,4(D;R) ∥vi∥W2,4(D;R) ∥φ∥X

が成り立つ．仮定より，上式の右辺は有界である．そこで，∇u (∇vi)
⊤ は X ′ に入る．また，

上式の関係から ∇u (∇vi)
⊤ は H1 ∩ L∞ (

Ω(ϕ) ;Rd×d
) にも入る．GΩi の他の項について

も同様の結果が得られる．gΩi についても同様の結果が得られる．gζbi の結果は，仮定 9.5.1
と仮定 9.6.1 より明らかである．
また，gpi の正則性は vi と pN の正則性に加えて，ν と κの正則性にも依存する．式 (9.8.9)

の右辺第 1項に対して，Hölder の不等式 (定理 A.9.1) とトレース定理 (定理 4.4.2) より，
∥κpNviν ·φ∥L1(Γp(ϕ);R)

≤ ∥κpNviν∥L2(Γp(ϕ);Rd) ∥φ∥L2(Γp(ϕ);Rd)

≤ ∥κ∥H1/2∩L∞(Γp(ϕ);R) ∥pN∥L4(Γp(ϕ);R) ∥vi∥L4(Γp(ϕ);R)

× ∥ν∥H3/2∩C0,1(Γp(ϕ);Rd) ∥φ∥L2(Γp(ϕ);Rd)



9.1 領域変動の集合と形状微分の定義 53

≤ ∥γ∂Ω∥3 ∥pN∥W1,4(Ω(ϕ);R) ∥vi∥W1,4(Ω(ϕ);R)

× ∥κ∥H1/2∩L∞(Γp(ϕ);R) ∥ν∥H3/2∩C0,1(Γp(ϕ);Rd) ∥φ∥X
≤ ∥γ∂Ω∥3 ∥pN∥C1,1(Ω(ϕ);R) ∥vi∥W2,4(Ω(ϕ);R)

× ∥κ∥H1/2∩L∞(Γp(ϕ);R) ∥ν∥H3/2∩C0,1(Γp(ϕ);Rd) ∥φ∥X

が成り立つ．ここで，

γ∂Ω : H1
(
Ω(ϕ) ;Rd

)
→ H1/2

(
∂Ω(ϕ) ;Rd

)
はトレース作用素であり，∂Ω(ϕ) は Lipschitz 境界を仮定していることから，作用素ノル
ム ∥γ∂Ω∥ は有界である．また，Γp (ϕ) は，式 (9.1.3) の D で区分的に H3 ∩ C1,1 級と定
義された．そこで，Γp (ϕ) 上で，ν は H3/2 ∩ C0,1 級，κ は H1/2 ∩ L∞ 級となる．よっ
て，κpNviν は X ′ の要素で H1/2 ∩ L∞ (

Γp (ϕ) ;Rd
) に入る．式 (9.8.9) の右辺第 2項は，

τ 1 (ϕ), . . . , τ d−1 (ϕ) は Γp (ϕ) 上で H3/2 ∩C0,1 級となり，pN ∈ C1,1 (D;R) (仮定 9.5.1)
と vi ∈ W 2,4 (D;R) より，H1/2 ∩ L∞ (

Γp (ϕ) ;Rd
) に入る (演習問題 9.1)．式 (9.8.9) の

右辺第 3項は，vip
′
N ∈ W 2,4 (D;R) となる．よって，gpi ∈ H1/2 ∩L∞ (

Γp (ϕ) ;Rd
) が示さ

れた．
gηi の正則性についても，∇ηNi ∈ W 1,qR (D;R) を用いて，gpi と同じ理由により，定理

の結果が得られる．また，gDi の結果は仮定 9.6.1 より明らかである．
なお，g∂pi = 0Rd と仮定したのは，φ ∈ X の ∂Γp (ϕ)∪Θp (ϕ) へのトレースが定義でき

ないためである．g∂ηi = 0Rd に関しても同様である． □

9.8.2 関数の形状微分公式による fi の 2階形状微分
さらに，7.5.3 項で示された方法にしたがって，評価関数の 2階形状微分を求めて
みよう．ここでは，関数の形状微分公式を用いることにする．
f̃i の 2階形状微分を得るために，次の仮定を設ける．

仮定 9.8.3 (f̃i の 2階形状微分) 状態決定問題 (問題 9.5.4) と式 (9.6.1) で定義さ
れた評価関数 fi に対して，それぞれ

(1) b = 0

(2) ζi は ϕ と u の関数ではなく，∇u の 2次形式

(3) 式 (9.8.9) から式 (9.8.13) がゼロ，あるいは式 (9.1.1) において Γ̃0 = Γp0 ∪
Γηi0 ∈ Ω̄C0

と仮定する． □

fi の Lagrange 関数 Li は式 (9.6.3) によって定義されている．(ϕ, u) を設計変
数とみなし，その許容集合と許容方向集合を

S = {(ϕ, u) ∈ D × S | LS (ϕ, u, v) = 0 for all v ∈ U } ,
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TS (ϕ, u) = {(φ, υ̂) ∈ X × U | LSϕu (ϕ, u, v) [φ, υ̂] = 0 for all v ∈ U }

とおく．このとき，(ϕ, u) ∈ S の任意変動 (φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2) ∈ TS (ϕ, u) に対する
Li の 2階 Fréchet 偏微分は，式 (7.5.21) と同様，式 (9.1.6) を考慮して，

Li(ϕ′,u)(ϕ′,u) (ϕ, u, vi) [(φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2)]

=
(
L0(ϕ′,u)

)
(ϕ′,u)

(ϕ, u, vi) [(φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2)] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=
(
Liϕ′ (ϕ, u, vi) [φ1] + Liu (ϕ, u, vi) [υ̂1]

)
ϕ′ [φ2]

+
(
Liϕ′ (ϕ, u, vi) [φ1] + Liu (ϕ, u, vi) [υ̂1]

)
u
[υ̂2]

+ ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=
(
Liϕ′

)
ϕ′ (ϕ, u, vi) [φ1,φ2] + Liϕ′u (ϕ, u, vi) [φ1, υ̂2]

+ Liϕ′u (ϕ, u, vi) [φ2, υ̂1] + Liuu (ϕ, u, vi) [υ̂1, υ̂2]

+ ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩ (9.8.15)

となる．ただし，⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩ は式 (9.1.8) (あるいは式 (9.3.10)) の定義に
従う．
式 (9.8.15) の右辺第 1項と第 5項は，式 (9.8.4) の右辺第 1項と式 (9.3.11) を用
いて，(

Liϕ′
)
ϕ′ (ϕ, u, vi) [φ1,φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[{
∇u ·

(
∇φ⊤

1 ∇vi
)}

ϕ′ [φ2]

+
{
∇vi ·

(
∇φ⊤

1 ∇u
)}

ϕ′ [φ2]−
{
ζi(∇u)⊤ ·

(
∇φ⊤

1 ∇u
)}

ϕ′
[φ2]

+ (ζi −∇u ·∇vi) (∇ ·φ1)ϕ′ [φ2]

+
{
∇u (∇vi)

⊤
+∇vi (∇u)

⊤ − ζi(∇u)⊤ (∇u)
⊤
}

·
{
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 −∇φ⊤

1 (∇ ·φ2)
}

+ (ζi −∇u ·∇vi)
{(

∇φ⊤
2

)⊤ ·∇φ⊤
1 − (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}]
dx

(9.8.16)

となる．式 (9.8.16) 右辺被積分関数の第 1項は，{
∇u ·

(
∇φ⊤

1 ∇vi
)}

ϕ′ [φ2]

= −
{
∇u ·

(
∇φ⊤

1 ∇vi
)}

∇u
·
(
∇φ⊤

2 ∇u
)

−
{
∇u ·

(
∇φ⊤

1 ∇vi
)}

∇φ⊤
1
·
(
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1

)
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−
{
∇u ·

(
∇φ⊤

1 ∇vi
)}

∇vi
·
(
∇φ⊤

2 ∇vi
)

+
{
∇u ·

(
∇φ⊤

1 ∇vi
)}

(∇ ·φ2)

= −
(
∇φ⊤

2 ∇u
)
·
(
∇φ⊤

1 ∇vi
)
−∇u ·

(
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 ∇vi

)
−∇u ·

(
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 ∇vi

)
+
{
∇u ·

(
∇φ⊤

1 ∇vi
)}

∇ ·φ2

= −
{
∇u (∇vi)

⊤
}
·
{(

∇φ⊤
2

)⊤ ∇φ⊤
1

}
−
{
∇u (∇vi)

⊤
}
·
(
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1

)
−
{
∇u (∇vi)

⊤
}
·
(
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2

)
+
{
∇u (∇vi)

⊤
}
·∇φ⊤

1 (∇ ·φ2)

(9.8.17)

となる．式 (9.8.17)では，式 (9.8.14)およびA ∈ Rd×d,B ∈ Rd×d およびC ∈ Rd×d

に対する恒等式

A · (BC) =
(
B⊤A

)
·C =

(
AC⊤

)
·B,

(AB) ·C = B ·
(
A⊤C

)
= A ·

(
CB⊤

)
(9.8.18)

が使われた．今後，これらの関係は頻繁に使われることになる．
同様に，式 (9.8.16) 右辺被積分関数の第 2項は，式 (9.8.17) において u と vi を
いれかえたものとなる．また，式 (9.8.16) 右辺被積分関数の第 3項は，式 (9.8.17)

において u と vi をいれかえ，さらに vi と ζi(∇u)⊤ をいれかえたものとなる．さら
に，式 (9.8.16) 右辺被積分関数の第 4項は，

(ζi −∇u ·∇vi) (∇ ·φ1)ϕ′ [φ2]

= (ζi −∇u ·∇vi)
{
−
(
∇φ⊤

2

)⊤ ·∇φ⊤
1 + (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}
となる．そこで，式 (9.8.16) は，(

Liϕ′
)
ϕ′ (ϕ, u, vi) [φ1,φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[
−
{
∇u (∇vi)

⊤
+∇vi (∇u)

⊤ − ζi(∇u)⊤ (∇u)
⊤
}

·
{
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 +

(
∇φ⊤

2

)⊤ ∇φ⊤
1

}]
dx (9.8.19)

となる．
次に，式 (9.8.15) の右辺第 2項を考える．式 (9.8.4) の右辺第 1項を用いれば，

Liϕ′u (ϕ, u, vi) [φ1, υ̂2]

=

∫
Ω(ϕ)

{
∇υ̂2 ·

(
∇φ⊤

1 ∇vi
)
+
(
∇vi − ζi(∇u)⊤

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇υ̂2
)
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− (∇υ̂2 ·∇vi)∇ ·φ1

}
dx (9.8.20)

となる．
一方，j ∈ {1, 2} を用いて，任意の領域変動 φj ∈ Y に対する状態決定問題を満た
す u の変動を υ̂j = υ′ (ϕ)

[
φj

] とかくことにする．式 (9.5.3) で定義された状態決
定問題の Lagrange 関数 LS の Fréchet 偏微分をとれば，任意の v ∈ U に対して，

LSϕ′u (ϕ, u, v)
[
φj , υ̂j

]
=

∫
Ω(ϕ)

{
∇u ·

(
∇φ⊤

j ∇v
)
+∇v ·

(
∇φ⊤

j ∇u
)

− (∇u ·∇v)∇ ·φj −∇υ̂j ·∇v
}
dx

=

∫
Ω(ϕ)

[{((
∇φ⊤

j

)⊤
+∇φ⊤

j −∇ ·φj

)
∇u−∇υ̂j

}
·∇v

]
dx

= 0 (9.8.21)

となる．ここで，仮定 9.8.3 および v と υ̂j が ΓD 上で 0 が使われた．式 (9.8.21)

より，

∇υ̂j =
{(

∇φ⊤
j

)⊤
+∇φ⊤

j −∇ ·φj

}
∇u (9.8.22)

が成り立つ．そこで，式 (9.8.22)の υ̂2 を式 (9.8.20)の υ̂2 に代入すれば，式 (9.8.15)

の右辺第 2項は，

Liϕ′u (ϕ, u, vi) [φ1, υ̂2]

=

∫
Ω(ϕ)

[{((
∇φ⊤

2

)⊤
+∇φ⊤

2 −∇ ·φ2

)
∇u (∇vi)

⊤

+
(
∇vi − ζi(∇u)⊤

)
(∇u)

⊤
((

∇φ⊤
2

)⊤
+∇φ⊤

2 −∇ ·φ2

)}
·∇φ⊤

1

−
{(((

∇φ⊤
2

)⊤
+∇φ⊤

2 −∇ ·φ2

)
∇u
)
·∇vi

}
∇ ·φ1

]
dx

=

∫
Ω(ϕ)

[{
∇u (∇vi)

⊤
+∇vi (∇u)

⊤ − ζi(∇u)⊤ (∇u)
⊤
}

·
{
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 +∇φ⊤

1

(
∇φ⊤

2

)⊤ −∇φ⊤
1 (∇ ·φ2)

}
−
{
∇u (∇vi)

⊤
}
·
{
∇φ⊤

2 (∇ ·φ1) +
(
∇φ⊤

2

)⊤
(∇ ·φ1)

}
+∇u ·∇vi (∇ ·φ1) (∇ ·φ2)

]
dx (9.8.23)

となる．同様に，式 (9.8.15) の右辺第 3 項は，Liuϕ′ (ϕ, u, vi) [φ2,∇υ̂1] となり，
式 (9.8.23) において φ1 と φ2 をいれかえたものとなる．式 (9.8.15) の右辺第 4項
はゼロとなる．
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以上の結果をまとめれば，f̃i の 2階形状微分は，

hi (ϕ,u,u) [φ1,φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
2∇u ·∇vi (u) (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

+
{
∇u (∇vi)

⊤
+∇vi (∇u)

⊤ − ζi(∇u)⊤ (∇u)
⊤
}

·
{
∇φ⊤

1

(
∇φ⊤

2

)⊤
+∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 −∇φ⊤

1 ∇ ·φ2 −∇φ⊤
2 (∇ ·φ1)

}
−
{
∇u (∇vi)

⊤
}

·
{
∇φ⊤

2 (∇ ·φ1) +
(
∇φ⊤

2

)⊤
(∇ ·φ1)

+∇φ⊤
1 (∇ ·φ2) +

(
∇φ⊤

1

)⊤
(∇ ·φ2)

}]
dx (9.8.24)

となる．

9.8.3 Lagrange 乗数法による評価関数の 2階形状微分
Lagrange 乗数法を用いて評価関数の 2階形状微分を求める場合には，7.5.4 項で
示された方法に従えば，次のようになる．式 (9.8.5) の f̃ ′i (ϕ) [φ1] = ⟨gi,φ1⟩ に対
する Lagrange 関数を

LIi (ϕ, u, vi, wi, zi) = ⟨gi,φ1⟩+ LS (ϕ, u, wi) + LAi (ϕ, vi, zi) (9.8.25)

とおく．ここで，LS は式 (9.5.3) で与えられる．また，

LAi (ϕ, vi, zi)

=

∫
Ω(ϕ)

(
−∇vi ·∇zi + ζiuzi + ζi(∇u)⊤ ·∇zi

)
dx

+

∫
Γηi(ϕ)

ηNiuzidγ +

∫
ΓD(ϕ)

{zi∂νvi + (vi − ηDi∂νu) ∂νzi} dγ (9.8.26)

は，fi に対する随伴問題 (問題 9.8.1) の Lagrange 関数である．wi ∈ U と zi ∈ U

は，gi が u と vi の関数であるために用意された随伴変数である．φ1 は LIi にお
いては定ベクトルとみなす．
(ϕ, u, vi, wi, zi) の任意変動 (φ2, û, v̂i, ŵi, ẑi) ∈ D × U4 に対する LIi の Fréchet

微分は，式 (9.1.6) を考慮して，

L ′
Ii (ϕ, u, vi, wi, zi) [φ2, û, v̂i, ŵi, ẑi]

= LIiϕ′ (ϕ, u, vi, wi, zi) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩
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+ LIiu (ϕ, u, vi, wi, zi) [û] + LIivi (ϕ, u, vi, wi, zi) [v̂i]

+ LIiwi
(ϕ, u, vi, wi, zi) [ŵi] + LIizi (ϕ, u, vi, wi, zi) [ẑi] (9.8.27)

となる．式 (9.8.27) の右辺第 5項は，u が状態決定問題の解ならばゼロとなる．ま
た，式 (9.8.27) の右辺第 6項は，vi が随伴問題の解のときゼロとなる．
また，式 (9.8.27) の右辺第 3項は，

LIiu (ϕ, u, vi, wi, zi) [û]

=

∫
Ω(ϕ)

[{(
∇φ⊤

1 +
(
∇φ⊤

1

)⊤)∇vi −
(
∇φ⊤

1

)⊤
ζi(∇u)⊤

− (∇ ·φ1)∇vi

}
·∇û

−
{((

∇φ⊤)⊤ ζi(∇u)⊤ u

)
·∇u+ (∇ ·φ1) ζiu

}
û−∇wi ·∇û

]
dx

+

∫
Γηi(ϕ)

ηNiu (∇ ·φ1)τ û dγ (9.8.28)

となる．ただし，命題 9.3.7 を用いた．そこで，任意の û ∈ U に対して式 (9.8.28)

がゼロとなる条件は， wi を次の随伴問題の解とおくことと同値である．

問題 9.8.4 (⟨gi,φ1⟩ に対する wi の随伴問題) 問題 9.6.3の仮定のもとで，φ1 ∈ Y

が与えられたとき，

−∆wi = −∇⊤
{(

∇φ⊤
1 +

(
∇φ⊤

1

)⊤)∇vi −
(
∇φ⊤

1

)⊤
ζi(∇u)⊤

− (∇ ·φ1)∇vi

}
−
((

∇φ⊤)⊤ ζi(∇u)⊤ u

)
·∇u− (∇ ·φ1) ζiu in Ω (ϕ) ,

∂νwi = ηNiu (∇ ·φ1)τ +
{(

∇φ⊤
1 +

(
∇φ⊤

1

)⊤)∇vi −
(
∇φ⊤

1

)⊤
ζi(∇u)⊤

− (∇ ·φ1)∇vi

}
· ν on Γηi (ϕ) ,

∂νwi = 0 on ΓN (ϕ) \ Γ̄ηi (ϕ) ,

wi = 0 on ΓD (ϕ)

を満たす wi = wi (φ1) ∈ U を求めよ． □

式 (9.8.27) の右辺第 4項は，

LIivi
(ϕ, u, vi, wi, zi) [v̂i]

=

∫
Ω(ϕ)

[{(
∇φ⊤

1 +
(
∇φ⊤

1

)⊤)∇u− (∇ ·φ1)∇u
}
·∇v̂i
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+ bv̂i −∇zi ·∇v̂i

]
dx+

∫
Γp(ϕ)

pN (∇ ·φ1)τ v̂i dγ (9.8.29)

となる．任意の v̂i ∈ U に対して式 (9.8.29) がゼロとなる条件は， zi を次の随伴問
題の解とおくことと同値である．

問題 9.8.5 (⟨gi,φ1⟩ に対する zi の随伴問題) 問題 9.6.3の仮定のもとで，φ1 ∈ Y

が与えられたとき，

−∆zi = b−∇⊤
{(

∇φ⊤
1 +

(
∇φ⊤

1

)⊤)∇u− (∇ ·φ1)∇u
}

in Ω (ϕ) ,

∂νzi = pN (∇ ·φ1)τ

+
{(

∇φ⊤
1 +

(
∇φ⊤

1

)⊤)∇u− (∇ ·φ1)∇u
}
· ν on Γp (ϕ) ,

∂νzi = 0 on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) ,

zi = 0 on ΓD

を満たす zi = zi (φ1) ∈ U を求めよ． □

さらに，式 (9.8.27) の右辺第 1項と第 2項は，任意の φ1 ∈ Y に対して，

LIiϕ′ (ϕ, u, vi, wi (φ1) , zi (φ1)) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

= Liϕ′ϕ′ (ϕ, u, vi) [φ1,φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

+ LSϕ′ (ϕ, u, wi) [φ2] + LAiϕ′ (ϕ, vi, zi) [φ2] (9.8.30)

となる．式 (9.8.30) の右辺第 1項と第 2項は，式 (9.8.19) で与えられる．第 3項と
第 4項は，

LSϕ′ (ϕ, u, wi) [φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
∇u ·

{(
∇φ⊤

2

)
∇wi (φ1)

}
+∇wi (φ1) ·

{(
∇φ⊤

2

)
∇u
}

+ (bwi (φ1)−∇u ·∇wi (φ1))∇ ·φ2

]
dx

+

∫
Γηi(ϕ)

ηNi (∇ ·φ1)τ (∇ ·φ2)τ dγ

+

∫
Γp(ϕ)

pNwi (φ1) (∇ ·φ2)τ dγ,

LAiϕ′ (ϕ, vi, zi) [φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[(
∇vi − ζi(∇u)⊤

)
·
{(

∇φ⊤
2

)
∇zi (φ1)

}



60 第 9章 領域変動型の形状最適化問題

+∇zi (φ1) ·
{(

∇φ⊤
2

)
∇vi

}
+ (ζiuzi (φ1)−∇u ·∇zi (φ1))∇ ·φ2

]
dx

+

∫
Γηi(ϕ)

ηNiuzi (φ1) (∇ ·φ2)τ dγ

+

∫
Γp(ϕ)

pNvi (∇ ·φ1)τ (∇ ·φ2)τ dγ

となる．
そこで，u, vi, wi (φ1)および zi (φ1)がそれぞれ問題 9.5.4，問題 9.8.1,問題 9.8.4

および問題 9.8.5 の弱解とする．このときの fi (ϕ, u) を f̃i (ϕ) とかくことにすれば，

LIiϕ′ (ϕ, u, vi, wi (φ1) , zi (φ1)) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

= f̃ ′′i (ϕ) [φ1,φ2] = ⟨gHi (ϕ,φ1) ,φ2⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[
−
{
∇u (∇vi)

⊤
+∇vi (∇u)

⊤ − ζi(∇u)⊤ (∇u)
⊤
}

·
{
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 +

(
∇φ⊤

2

)⊤ ∇φ⊤
1

}
+
{
∇u (∇wi (φ1))

⊤
+∇wi (φ1) (∇u)

⊤

+
(
∇vi − ζi(∇u)⊤

)
(∇zi (φ1))

⊤
}
·∇φ⊤

2

+ (bwi (φ1) + ζiuzi (φ1)−∇u ·∇wi (φ1)−∇u ·∇zi (φ1))∇ ·φ2

+ ζiϕ′ϕ′ (ϕ, u,∇u) [φ1,φ2] + ub′′ (ϕ) [φ1,φ2]
]
dx

+

∫
Γηi(ϕ)

[
{ηNi (∇ ·φ1)τ + ηNiuzi (φ1)} (∇ ·φ2)τ

+ ηNiϕ′ϕ′ (ϕ, u) [φ1,φ2]
]
dγ

+

∫
Γp(ϕ)

[{pNvi (∇ ·φ1)τ + pNwi (φ1)} (∇ ·φ2)τ + p′′ (ϕ) [φ1,φ2]] dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

ηDiϕ′ϕ′ (ϕ, ∂νu) [φ1,φ2] dγ (9.8.31)

となる．ここで，gHi (ϕ,φ1) は fi の Hesse 勾配である．

9.8.4 関数の形状偏微分公式を用いた fi の形状微分
次に，9.3.2 項で示された関数の形状偏微分公式を用いて Li の形状微分を求め，
その結果を使って fi の形状微分を求めてみよう．
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ここでは，u と vi はそれぞれ u − uD と vi − ηDi∂νu が U (ϕ) ∩W 2,2qR (D;R)
(qR > d) に入るような条件が満たされていると仮定する．仮定 9.5.2 と仮定 9.6.2

はそのための条件を与えている．
これらの仮定の下で，Li (ϕ, u, vi)の Fréchet微分は，任意の (φ, û, v̂i) ∈ X×U×U
に対して，

L ′
i (ϕ, u, vi) [φ, û, v̂i]

= Liϕ∗ (ϕ, u, vi) [φ] + Liu (ϕ, u, vi) [û] + Livi (ϕ, u, vi) [v̂i] (9.8.32)

とかくことができる．ただし，式 (9.3.21) と式 (9.3.27) の表記法に従うものとする．
9.8.1 項とは異なり，ここでは，式 (9.3.21) と式 (9.3.27) が使われた．そのために，
ここでは，u∗ が任意の û ∈ X に置き換えられている．以下で各項について詳細に
みていこう．
式 (9.8.32) の右辺第 3項は，

Livi (ϕ, u, vi) [v̂i] = LSvi (ϕ, u, vi) [v̂i] = LS (ϕ, u, v̂i) (9.8.33)

となる．式 (9.8.33) は状態決定問題 (問題 9.5.4) の Lagrange 関数になっている．
そこで，u が状態決定問題の弱解ならば，その項はゼロとなる．
また，式 (9.8.32) の右辺第 2項は，式 (9.8.3) と同じ式となる．そこで，vi が，任
意の û ∈ U に対して，式 (9.8.3) がゼロとなるように決定されれば，式 (9.8.32) の
右辺第 2項もゼロとなる．この関係は，vi が fi に対する随伴問題 (問題 9.8.1) の
弱解のときに成り立つ．仮定 9.6.2 において，ζiu, ζi(∇u)⊤ , ηNiu, ηDi∂νu の正則性
は，vi − ηDi∂νu が U (ϕ)∩W 2,2qR (D;R) (qR > d) に入るための条件を与えている．
さらに，式 (9.8.32) の右辺第 1項は，命題 9.3.10 の結果を表した式 (9.3.21) と，
命題 9.3.13 の結果を表した式 (9.3.27) の公式より，

Liϕ∗ (ϕ, u, vi) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

(ζiϕ∗ + vib
∗) ·φdx

+

∫
∂Ω(ϕ)

(ζi (u,∇u)−∇u ·∇vi + bvi)ν ·φ dγ

+

∫
Γηi(ϕ)

{(∂ν + κ) ηNi (u)ν ·φ+ ηNiϕ∗ ·φ} dγ

+

∫
∂Γηi(ϕ)∪Θηi(ϕ)

ηNi (u) τ ·φ dς

+

∫
Γp(ϕ)

{(∂ν + κ) (pNvi)ν ·φ+ vip
∗
N ·φ} dγ
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+

∫
∂Γp(ϕ)∪Θp(ϕ)

pNviτ ·φdς

+

∫
ΓD(ϕ)

[
{(u− uD) w̄ (φ, vi) + (vi − ηDi∂νu) w̄ (φ, u)}

+ (∂ν + κ) {(u− uD) ∂νvi + vi∂νu− ηDi}ν ·φ+ ηDiϕ∗ ·φ
]
dγ

+

∫
∂ΓD(ϕ)∪ΘD

{(u− uD) ∂νvi + vi∂νu− ηDi}ν ·φ dς (9.8.34)

となる．ここで，w̄ (φ, u) と (∇ ·φ)τ はそれぞれ式 (9.3.24) と式 (9.2.6) に従う．
以上の結果をふまえて，u と vi はそれぞれ問題 9.5.4 と問題 9.8.1 の弱解である
とする．さらに，仮定 9.6.2 の ηDi に対する条件が成り立つとする．このとき，f̃i
に対して式 (7.5.15) の表記を用いて

f̃ ′i (ϕ) [φ] = Liϕ∗ (ϕ, u, vi) [φ] = ⟨ḡi,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)

ḡζbi ·φ dx+

∫
∂Ω(ϕ)

ḡ∂Ωi ·φ dγ +

∫
Γp(ϕ)

ḡpi ·φ dγ

+

∫
∂Γp(ϕ)∪Θp(ϕ)

ḡ∂pi ·φ dς +

∫
Γηi(ϕ)

ḡηi ·φ dγ

+

∫
∂Γηi(ϕ)∪Θηi(ϕ)

ḡ∂ηi ·φ dς +

∫
ΓD(ϕ)

ḡDi ·φ dγ (9.8.35)

とかくことができる．ここで，

ḡζbi = ζiϕ∗ + vib
∗, (9.8.36)

ḡ∂Ωi = (ζi −∇u ·∇vi + bvi)ν, (9.8.37)

ḡpi = {∂ν (pNvi) + κpNvi}ν + vip
∗
N, (9.8.38)

ḡ∂pi = pNviτ , (9.8.39)

ḡηi = (∂νηNi + κηNi)ν + ηNiϕ∗ , (9.8.40)

ḡ∂ηi = ηNiτ , (9.8.41)

ḡDi = {∂ν (u− uD) ∂νvi + ∂ν (vi − vDi) ∂νu}ν + ηDiϕ∗ (9.8.42)

となる．
式 (9.8.5) の gi と式 (9.8.35) の ḡi を比較すれば，ηDiϕ′ = 0Rd のとき，ḡi には

ΓD (ϕ) 上に式 (9.8.42) のような ḡD が現れるが，gi にはそのような成分が現れな
い．この結果は，ΓD (ϕ) が変動すると仮定された場合には，gi を使った方が評価
が簡便になることを意味する．
以上の結果に基づけば，式 (9.8.35) の ḡi が入る関数空間について，次の結果が
得られる．
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定理 9.8.6 (fi の形状微分 ḡi) ϕ ∈ D に対して，b, pN, uD, ζi, ηNi および ηDi は
空間固定の関数として，仮定 9.5.2 および仮定 9.6.2 を満たし，∂Ω(ϕ) は H3∩C1,1

級とする．また，uと vi はそれぞれ u−uD と vi−ηDi∂νu が U (ϕ)∩W 2,2qR (D;R)
(qR > d) に入るような状態決定問題 (問題 9.5.4) と fi に対する随伴問題 (問題
9.8.1) の弱解とする．式 (9.8.39) と式 (9.8.41) のそれぞれ ḡ∂pi と ḡ∂ηi がゼロのと
き，fi の形状微分は式 (9.8.35) となり，ḡi は X ′ に入る．さらに，

ḡζbi ∈ H1 ∩ L∞ (Ω(ϕ) ;Rd
)
,

ḡ∂Ωi ∈ H1/2 ∩ L∞ (∂Ω(ϕ) ;Rd
)
,

ḡpi ∈ H1/2 ∩ L∞ (Γp (ϕ) ;Rd
)
,

ḡηi ∈ H1/2 ∩ L∞ (Γηi (ϕ) ;Rd
)
,

ḡD ∈ H1/2 ∩ L∞ (ΓD (ϕ) ;Rd
)

となる． □

証明 fi の形状微分が式 (9.8.35) になることは上でみてきたとおりである．ḡi の正則性に
関しては，u と vi が W 2,2qR (D;R) に入ることと仮定 9.6.2 を用いて，定理 9.8.2 の証明と
同様の関係を用いることによって示される． □

定理 9.8.2 と定理 9.8.6 の結果から，形状最適化問題の正則性について次のこと
がいえる．

注意 9.8.7 (形状最適化問題の不正則性) 定理 9.8.2 と定理 9.8.6 より，式 (9.1.1)

で定義された X に対して，gi と ḡi はともに X ′ に入ることが確認された．すなわ
ち，評価関数の領域変動に対する Fréchet 微分を定義することはできたことになる．
しかし，gi と ḡi は，ともに設計変数の許容集合が入る線形空間 H2 ∩C0,1

(
D;Rd

)
に入るとは限らない．この結果は，−gi を φ に代入する勾配法で得られる ϕ + φ

は H2 ∩C0,1
(
D;Rd

) の元となることが保証されないことを意味する．このことは，
本章の冒頭で説明された波打ち現象などの数値不安定現象が発生する一因になって
いると考えられる． □

9.9 評価関数の降下方向
注意 9.8.7 で領域変動型形状最適化問題の不正則性が指摘された．そこで，評価関
数の形状微分を正則化する機能をもつ設計変数の線形空間 X 上の勾配法と Newton

法について，抽象的勾配法と抽象的 Newton法の枠組みに沿って考えてみよう．ここ
では，i ∈ {0, . . . ,m}番目の評価関数 fi に対して，式 (9.8.5)の勾配 gi ∈ X ′ あるい
は式 (9.8.35) の勾配 ḡi ∈ X ′ と式 (9.8.24) の Hesse 形式 hi ∈ L2 (X ×X;R) が与
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えられたと仮定して，fi の降下方向を設計変数の線形空間 X 上の勾配法と Newton

法によって求める方法について考えよう．

9.9.1 H1 勾配法
評価関数 fi (ϕ, u) (i ∈ {0, . . . ,m}) を選び，ϕ ∈ D◦ における形状微分 gi ∈ X ′

あるいは ḡi ∈ X ′ が与えられたと仮定する．これ以降は，f̃i (ϕ) = fi (ϕ, u (ϕ)) を
fi (ϕ) とかくことにする．fi が減少する方向ベクトル (領域変動) を次の問題の解
φgi ∈ X によって求める方法を，領域変動型 H1 勾配法とよぶことにする．

問題 9.9.1 (領域変動型 H1 勾配法) X を式 (9.1.1) で定義する．X 上の有界かつ
強圧的な双 1次形式 aX : X ×X → R を選ぶ．すなわち，任意の φ ∈ X と ψ ∈ X

に対して，

aX (φ,φ) ≥ αX ∥φ∥2X , |aX (φ,ψ)| ≤ βX ∥φ∥X ∥ψ∥X (9.9.1)

が成り立つようなある正定数 αX と βX が存在するとする．また，ϕ ∈ D◦ におい
て gi ∈ X ′ が与えられているとする．このとき，任意の ψ ∈ X に対して

aX
(
φgi,ψ

)
= −⟨gi,ψ⟩ (9.9.2)

を満たす φgi ∈ X を求めよ． □

問題 9.9.1 で仮定された aX : X ×X → R の選び方には任意性がある．以下の項
では，いくつかの具体例を示すことにする．

H1 空間の内積を用いた方法

密度変動型 H1 勾配法 のときと同様に，実 Hilbert 空間 X 上の内積を用いた方
法を考える．ここでは，式 (9.1.1) において Ω̄C0 = ∅ を仮定してもよいことにする．
X = H1

(
D;Rd

) 上の内積は，任意の φ ∈ X と ψ ∈ X に対して，

(φ,ψ)X =

∫
Ω(ϕ)

{(
∇φ⊤) · (∇ψ⊤

)
+φ ·ψ

}
dx

で定義される．そこで，cΩ を L∞ (D;R) に入るある正値関数として，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

{(
∇φ⊤) · (∇ψ⊤

)
+ cΩφ ·ψ

}
dx (9.9.3)
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は X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式となる．ここで，cΩ は被積分関数の第 1項
と第 2項の重みを調整する働きをする．cΩ を小さくとり，第 1項を支配的にすれば
平滑化の機能が優先される．ただし，cΩ = 0 とすることは，強圧性を失うことにな
り，H1 勾配法で要求される条件を満たさないことになる．また，∇φ⊤ の対称成
分を

E (φ) = (eij (φ))ij =
1

2

{
∇φ⊤ +

(
∇φ⊤)⊤}

とかくことにすれば，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

(E (φ) ·E (ψ) + cΩφ ·ψ) dx (9.9.4)

も X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式となる．∇φ⊤ の反対称成分を除外すること
は変形を生じない回転運動を除外することを意味する．
さらに，C = (cijkl)ijkl ∈ L∞ (D;Rd×d×d×d

) を線形弾性問題で使われる剛性テ
ンソルとする．すなわち，任意の対称テンソル A ∈ Rd×d と B ∈ Rd×d に対して

A · (CA) ≥ αX ∥A∥2 , |A · (CB)| ≤ βX ∥A∥ ∥B∥ (9.9.5)

が成り立つような正定数 αX と βX が存在し，かつ対称性 cijkl = cklij をもつと仮
定する．これを用いて，応力テンソルを

S (φ) = CE (φ) =

 ∑
(k,l)∈{1,...,d}2

cijklekl (φ)


ij

(9.9.6)

とおく．このとき，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

(S (φ) ·E (ψ) + cΩφ ·ψ) dx (9.9.7)

は X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式となる．式 (9.9.7) の aX (φ,ψ) は，φ と
ψ を変位とその変分とみなしたときの，線形弾性問題におけるひずみエネルギーの
変分を与える双 1次形式となる．このとき，cΩ は Rd 上に配置された分布ばねのば
ね定数の意味をもつ．図 9.13 はこのときの問題 9.9.1 のイメージを示す．
図 9.13 (a) は， fi の形状微分として式 (9.8.5) の gi を用いた場合を表している．
このときの問題 9.9.1は弱形式で与えられている．あえてこの問題を強形式で表そう
とするならば，次のようになる．u と vi は W 2,2qR 級であると仮定して，式 (9.8.5)

の右辺第 1項を∫
Ω(ϕ)

{
GΩi ·

(
∇φ⊤)+ gΩi∇ ·φ+ gζbi ·φ

}
dx
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(a) gi を用いた場合 (b) ḡi を用いた場合

図 9.13: H1
(
D;Rd

) の内積を用いた H1 勾配法

=

∫
Ω(ϕ)

{
∇ · (GΩiφ)−

(
∇⊤GΩi

)⊤
·φ+∇ · (gΩiφ)

− (∇gΩi) ·φ+ gζbi ·φ
}
dx

=

∫
Ω(ϕ)

g̃Ωi ·φdx+

∫
∂Ω(ϕ)

g̃∂Ωi ·φ dγ (9.9.8)

とかく．ただし，

g̃Ωi = −
(
∇⊤GΩi

)⊤
−∇gΩi + gζbi (9.9.9)

g̃∂Ωi = (GΩi + gΩi)ν (9.9.10)

とおく．また，χΓp(ϕ) : ∂Ω(ϕ) → R は Γp (ϕ) ⊂ ∂Ω(ϕ) 上で 1 をとり，∂Ω(ϕ) \
Γ̄p (ϕ) 上で 0 をとる特性関数を表すことにする．このとき，aX (φ,ψ) に式 (9.9.7)

を用いたときの問題 9.9.1 の強形式は次のようになる．

問題 9.9.2 (H1 内積を用いた H1 勾配法 (gi の場合)) ϕ ∈ D◦ において，
式 (9.8.5) の gpi, g∂pi, gηi, g∂ηi, gDi および式 (9.9.9) と式 (9.9.10) のそれぞ
れ g̃Ωi と g̃∂Ωi が与えられたとき，

−∇⊤S
(
φgi

)
+ cΩφ

⊤
gi = −g̃⊤Ωi in Ω (ϕ) , (9.9.11)

S
(
φgi

)
ν = −χΓp(ϕ)gpi − χΓηi(ϕ)gηi − χΓD(ϕ)gDi − g̃∂Ωi

on ∂Ω(ϕ) , (9.9.12)

S
(
φgi

)
τ = −χ∂Γp(ϕ)∪Θp(ϕ)g∂pi − χ∂Γηi(ϕ)∪Θηi(ϕ)g∂ηi

on ∂Ω(ϕ) (9.9.13)

を満たす φgi : Ω (ϕ) → R を求めよ． □
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また，図 9.13 (b) は，fi の形状勾配が式 (9.8.35) の ḡi で与えられた場合を示し
ている．このときの強形式は次のようになる．

問題 9.9.3 (H1 内積を用いた H1 勾配法 (ḡi の場合)) ϕ ∈ D◦ において，
式 (9.8.35) の ḡζbi, ḡ∂Ωi, ḡpi, ḡ∂pi, ḡηi, ḡ∂ηi および ḡDi が与えられたとき，

−∇⊤S
(
φgi

)
+ cΩφ

⊤
gi = −ḡ⊤ζbi in Ω (ϕ) ,

S
(
φgi

)
ν = −χΓp(ϕ)ḡpi − χΓηi(ϕ)ḡηi − χΓD(ϕ)ḡDi − ḡ∂Ωi

on ∂Ω(ϕ) ,

S
(
φgi

)
τ = −χ∂Γp(ϕ)∪Θp(ϕ)ḡ∂pi − χ∂Γηi(ϕ)∪Θηi(ϕ)ḡ∂ηi

on ∂Ω(ϕ)

を満たす φgi を求めよ． □

境界条件を用いた方法

また，密度変動型 H1 勾配法 のときと同様に，境界条件を追加することで双 1次
形式 aX : X ×X → R に強圧性をもたせることができる．
最初に，Dirichlet 境界条件を用いることを考える．式 (9.1.1) において，設計上
の制約で領域変動を固定する閉領域あるいは境界として Ω̄C0 ⊂ Ω̄0 が定義された．
ここでは，

∣∣Ω̄C0

∣∣ > 0 と仮定する．このとき，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)\Ω̄C0

S (φ) ·E (ψ) dx (9.9.14)

は X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式となる．なぜならば，Ω̄C0 の測度が正で，
Ω̄C0 上で φ = 0Rd のとき，Korn の不等式の系より，

aX (φ,φ) ≥ αX ∥E (φ)∥2L2(Ω(ϕ)\Ω̄C0;Rd×d) ≥ c ∥φ∥2H1(Ω(ϕ)\Ω̄C0;Rd)

を満たす Ω(ϕ) \ Ω̄C0 だけに依存する正定数 c が存在するためである．ただし，αX

は式 (9.9.5) を満たす正定数である．このときの強形式は次のようになる．ここで
は，fi の形状勾配が式 (9.8.35) の ḡi で与えられた場合だけを示す．

問題 9.9.4 (Dirichlet 条件を用いた H1 勾配法 (ḡi の場合)) ϕ ∈ D◦ において，
式 (9.8.35) の ḡζbi, ḡ∂Ωi, ḡpi, ḡ∂pi, ḡηi, ḡ∂ηi および ḡDi が与えられたとき，

−∇⊤S
(
φgi

)
+ cΩφ

⊤
gi = −ḡ⊤ζbi in Ω (ϕ) \ Ω̄C0,

S
(
φgi

)
ν = −χΓp(ϕ)ḡpi − χΓηi(ϕ)ḡηi − χΓD(ϕ)ḡDi − ḡ∂Ωi
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(a) Dirichlet 条件 (b) Robin 条件

図 9.14: 境界条件を用いた H1 勾配法 (Γp (ϕ) = Γηi (ϕ) のとき)

on ∂Ω(ϕ) \ Ω̄C0,

S
(
φgi

)
τ = −χ∂Γp(ϕ)∪Θp(ϕ)ḡ∂pi − χ∂Γηi(ϕ)∪Θηi(ϕ)ḡ∂ηi

on ∂Ω(ϕ) \ Ω̄C0,

φgi = 0Rd on Ω̄C0

を満たす φgi : Ω (ϕ) \ Ω̄C0 → Rd を求めよ． □

図 9.14 (a) は問題 9.9.4 のイメージを示す．この問題は，Ω(ϕ) を線形弾性体と
仮定して，Ω̄C0 を固定して残りの境界に境界力 −ḡ∂Ωi, −ḡpi, −ḡ∂pi, ḡηi, −ḡ∂ηi お
よび −ḡDi を作用させ，さらに体積力 −ḡζbi を作用させたときの変位 φgi を求め
る問題になっている．このような解釈から，問題 9.9.4 は力法とよばれてきた [2]．
さらに，Robin 条件を用いれば，式 (9.1.1) において Ω̄C0 = ∅ を仮定しても

aX (φ,ψ) の強圧性が得られる．ある正値関数 c∂Ω ∈ L∞ (∂Ω(ϕ) ;R) を選び，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

S(φ) ·E(ψ) dx+

∫
∂Ω(ϕ)

c∂Ω (φ · ν) (ψ · ν) dγ (9.9.15)

とおく．このときの強形式は次のようになる．ここでも，fi の形状勾配が式 (9.8.35)

の ḡi で与えられた場合だけを示すことにしよう．

問題 9.9.5 (Robin 条件を用いた H1 勾配法 (ḡi の場合)) ϕ ∈ D◦ において，
式 (9.8.35) の ḡζbi, ḡ∂Ωi, ḡpi, ḡ∂pi, ḡηi, ḡ∂ηi および ḡDi が与えられたとき，

−∇⊤S
(
φgi

)
= −ḡ⊤ζbi in Ω (ϕ) ,

S
(
φgi

)
ν + c∂Ω (φ · ν)ν = −χΓp(ϕ)ḡpi − χΓηi(ϕ)ḡηi

− χΓD(ϕ)ḡDi − ḡ∂Ωi on ∂Ω(ϕ) ,

S
(
φgi

)
τ = −χ∂Γp(ϕ)∪Θp(ϕ)ḡ∂pi − χ∂Γηi(ϕ)∪Θηi(ϕ)ḡ∂ηi
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on ∂Ω(ϕ)

を満たす φgi を求めよ． □

図 9.14 (b) は問題 9.9.5 のイメージを示す．この問題は，Ω(ϕ)を線形弾性体と仮
定して，∂Ω(ϕ)にばね定数 c∂Ω の分布ばねが配置された下で，境界に境界力 −ḡ∂Ωi,

−ḡpi, −ḡ∂pi, ḡηi, −ḡ∂ηi および −ḡDi を作用させ，さらに体積力 −ḡζbi を作用さ
せたときの変位 φgi を求める問題になっている．このような解釈から，問題 9.9.5

はばねつき力法，あるいは Robin 型力法とよばれてきた [7]．

H1 勾配法の正則性

問題 9.9.1 とその具体例としてあげた問題 9.9.3 から問題 9.9.5 の弱解に対して，
次の結果が得られる．ここでは，u が S (あるいは，定理 9.8.6 の ḡi を用いるとき
は U (ϕ)∩W 2,2qR (D;R)) に入らない境界上の点あるいは辺 (仮定 9.5.3 参照) の近
傍を特異点近傍とよび，B (ϕ) とかくことにする．また，u が問題 9.5.4 の解であ
るときの fi (ϕ, u) を f̃i (ϕ) とかくことにする．

定理 9.9.6 (H1 勾配法の正則性) 定理 9.8.2 の gi あるいは定理 9.8.6 の ḡi を用
いたときの問題 9.9.2 から問題 9.9.5 の弱解 φgi ∈ X は一意に存在する．φgi は
Ω(ϕ) \ B̄ (ϕ) 上で H2 ∩ C0,1 級となる．また，φgi は f̃i (ϕ) を減少させる領域の
変動方向を向いている． □

証明 問題 9.9.2 の弱解 φgi について考えよう．問題 9.9.2は，定理 9.8.2 より，領域にお
いては GΩi と gΩi が H1 ∩ L∞ 級で与えられ，境界においては H1/2 ∩ L∞ 級の gpi, g∂pi,
gηi および g∂ηi が Neumann 境界条件として与えられたときの楕円型偏微分方程式になって
いる．そこで，Lax-Milgram の定理より φgi ∈ X は一意に存在する．また，φgi の正則性
に関して，Ω(ϕ) \ B̄ (ϕ) 上では，φgi は H2 ∩ C0,1 級となる．なぜならば，式 (9.9.11) に
おいて，GΩi と S

(
φgi

) は同じ正則性をもつ．そこで，GΩi が H1 ∩L∞ 級ならば，φgi は
H2 ∩C0,1 級となる．式 (9.9.12) と式 (9.9.13) においても φgi は H2 ∩C0,1 級が得られる．
同様に，問題 9.9.3 の弱解 φgi は，定理 9.8.6 より，H1/2 ∩ L∞ 級の ḡ∂Ωi, ḡpi, ḡ∂pi,

ḡηi, ḡ∂ηi および ḡDi を Neumann 境界条件とする楕円型偏微分方程式を満たす．そこで，
Lax-Milgram の定理より，弱解 φgi ∈ X は一意に存在し，Ω(ϕ) \ B̄ (ϕ) 上で H2 ∩ C0,1

級となる．問題 9.9.4 と問題 9.9.5 の弱解 φgi についても同様の結果が得られる．
さらに，問題 9.9.3 から問題 9.9.5 の弱解 φgi に対して，正の定数 ϵ̄ に対して，

f̃i
(
ϕ+ ϵ̄φgi

)
− f̃i (ϕ) = ϵ̄

〈
gi,φgi

〉
+ o (|ϵ̄|)

= −ϵ̄aX

(
φgi,φgi

)
+ o (|ϵ̄|) ≤ −ϵ̄αX

∥∥φgi

∥∥2

X
+ o (|ϵ̄|)

が成り立つ．そこで，
∥∥φgi

∥∥
X
を十分小さくとれば，f̃i (ϕ) は減少する． □
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定理 9.9.6 の結果と式 (9.1.3) で定義された領域写像の許容集合 D との関係につ
いて，次のことがいえる．

注意 9.9.7 (形状最適化問題に対する H1 勾配法) 定理 9.9.6より，形状最適化問題
に対するH1 勾配法によって得られる領域変動 φgi は，設計変数の許容集合 Dを含む
線形空間H2∩C0,1

(
D;Rd

)に特異点近傍を除いて入ることが確かめられた．これによ
り，特異点近傍を除いて，連続写像により領域が動かせることになる．しかしながら，
ϕ+φgiの逆写像が全単射 (1対1写像)になるための十分条件

∣∣ϕ+φgi

∣∣
C0,1(D;Rd)

≤ σ

を満たすことや Γ̃
(
ϕ+φgi

)
(Γ̃0 = Γp0∪Γη00∪Γη10∪· · ·∪Γηm0\Ω̄C0)が H3∩C1,1

級になることは保証されない．さらに，Ω
(
ϕ+φgi

) が Lipschitz 領域 (A.5 節) で
あるためには，境界近傍の局所座標系でグラフがとれることが要請される．これら
の条件を満たさないことに起因する数値不安定現象などが発生した場合には，これ
らの条件が満たされるようにする追加の処置を考える必要がある． □

境界の正則性を高める方法の一つとして，H1 勾配法を繰返す方法が考えられる．
その方法は次のようなアルゴリズムである．

アルゴリズム 9.9.8 (H1 勾配法の反復法) 領域 Ω(ϕ) が与えられたとき，領域変
動を次のようにして求める．

(1) 形状勾配 gi (あるいは ḡi) を計算する．

(2) 初回の H1 勾配法により，−gi (あるいは −ḡi) から φgi = φgi1 を求める．こ
のとき，φgi1 を用いて領域を変動させない．

(3) 初回の H1 勾配法による解 φgi1 の ∂Ω(ϕ) 上トレース φgi1

∣∣
∂Ω(ϕ)

を −ḡi の
代わりに用いた 2回目の H1 勾配法により， φgi2 を求める．この φgi2 を用
いて領域を変動させる．

□

このようにして得られた新領域 Ω
(
ϕ+φgi2

) の境界は，Ω
(
ϕ+φgi1

) の境界より
も微分可能性の階数が一つ向上することが期待される．

9.9.2 H1 Newton 法
さらに，評価関数 fi の 2階微分 (Hesse 形式) hi ∈ L2 (X ×X;R) が計算可能
であれば，X = H1

(
D;Rd

) 上の Newton 法が考えられる．その方法を領域変動型
H1 Newton 法とよぶことにする．
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問題 9.9.9 (領域変動型 H1 Newton 法) X と D をそれぞれ式 (9.1.1) と
式 (9.1.3) とする．極小点ではない ϕk ∈ D◦ における fi の形状微分と 2 階形
状微分をそれぞれ gi (ϕk) ∈ X ′ および hi (ϕk) ∈ L2 (X ×X;R) とする．また，
aX : X ×X → R を hi (ϕk) の X 上における強圧性と正則性を補うための双 1次
形式とする．このとき，任意の ψ ∈ X に対して

hi (ϕk)
[
φgi,ψ

]
+ aX

(
φgi,ψ

)
= −⟨gi (ϕk) ,ψ⟩ (9.9.16)

を満たす φgi ∈ X を求めよ． □

問題 9.9.9 において，式 (9.9.16) の左辺を hi のみにおいた Newton 法を考えた
場合，hi の X 上の強圧性が得られない場合がある．実際，式 (9.8.24) で計算され
た hi では，負の項が含まれている．そこで，問題 9.9.9 では，X 上の強圧的かつ
有界な双 1次形式 aX を式 (9.9.16) の左辺に追加することで，それを補うことにし
た．たとえば，X 上の内積を用いた式 (9.9.3) をもとにする場合には，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

{
cΩ1

(
∇φ⊤) · (∇ψ⊤

)
+ cΩ0φ ·ψ

}
dx (9.9.17)

のようにおく．ここで，cΩ0 と cΩ1 はそれぞれ aX の強圧性と式 (9.9.16) における
φgi の正則性を確保するための正の定数である．cΩ0 の意味は，第 8章の式 (8.6.3)

のあとで説明された内容と同じである．
さらに，fi (ϕ) の 2 階形状微分が Hesse 勾配によって与えられる場合は，問題

9.9.9 が次の問題に置き換えられる．

問題 9.9.10 (Hesse 勾配を用いた領域変動型 Newton 法) 問題 9.9.9の仮定のも
とで，極小点ではない ϕk ∈ D◦ における fi の形状微分の勾配，探索ベクトルおよ
び Hesse 勾配をそれぞれ gi (ϕk) ∈ X ′, φ̄gi ∈ X および gHi

(
ϕk, φ̄gi

)
∈ X ′ とする

とき，任意の ψ ∈ X に対して

aX
(
φgi,ψ

)
= −

〈(
gi (ϕk) + gHi

(
ϕk, φ̄gi

))
,ψ
〉

(9.9.18)

を満たす φgi ∈ X を求めよ． □

9.10 領域変動型形状最適化問題の解法
領域変動型形状最適化問題 (問題 9.6.3) は，抽象的最適設計問題と表 9.1 のよう
な対応になる．したがって，第 8章で示された内容と同様に，7.7.1 項 (3.7 節) と
7.7.2 項 (3.8 節) で示された制約つき問題に対する勾配法と制約つき問題に対する
Newton 法を適用することができる．



72 第 9章 領域変動型の形状最適化問題

表 9.1: 抽象的最適設計問題と領域変動型形状最適化問題の対応
抽象的最適設計問題 領域変動型形状最適化問題

設計変数 ϕ ∈ X ϕ ∈ X = H1
(
D;Rd

)
状態変数 u ∈ U u ∈ U = H1 (D;R)
fi の Fréchet 微分 gi ∈ X ′ gi ∈ X ′ = H1′ (D;Rd

)
勾配法の解 φgi ∈ X φgi ∈ X = H1

(
D;Rd

)

9.10.1 制約つき問題に対する勾配法
制約つき問題に対する勾配法は，次のような変更により，3.7.1 項で示された簡単
なアルゴリズム 3.7.2 が利用可能となる．

(1) 設計変数 x とその変動 y をそれぞれ ϕ と φ におきかえる．

(2) 勾配法を与える式 (3.7.10) を，任意の ψ ∈ X に対して

caaX
(
φgi,ψ

)
= −⟨gi,ψ⟩ (9.10.1)

が成り立つ条件におきかえる．ただし，aX
(
φgi,ψ

) は，問題 9.9.2 から問題
9.9.5 の弱形式で使われた X 上の双 1次形式とする．

(3) 探索ベクトルを求める式 (3.7.11) を

φg = φg0 +
∑
i∈IA

λiφgi (9.10.2)

におきかえる．

(4) Lagrange 乗数を求める式 (3.7.12) を(〈
gi,φgj

〉)
(i,j)∈I2

A

(λj)j∈IA
= −

(
fi +

〈
gi,φg0

〉)
i∈IA

(9.10.3)

におきかえる．

さらに，複雑なアルゴリズム 3.7.6 を使う場合には，上記 (1) から (4) に加えて，
次の変更も追加する．

(5) Armijo の規準式 (3.7.26) を，ξ ∈ (0, 1) に対して

L
(
ϕ+φg,λk+1

)
− L (ϕ,λ) ≤ ξ

〈
g0 +

∑
i∈IA

λigi,φg

〉
(9.10.4)

におきかえる．
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(6) Wolfe の規準式 (3.7.27) を，µ (0 < ξ < µ < 1) に対して

µ

〈
g0 +

∑
i∈IA

λigi,φg

〉

≤

〈
g0
(
ϕ+φg

)
+
∑
i∈IA

λi k+1gi
(
ϕ+φg

)
,φg

〉
(9.10.5)

におきかえる．

(7) 式 (3.7.21) で与えられた Newton-Raphson 法による λ の更新式を

(δλj)j∈IA
= −

(〈
gi (λ) ,φgj

〉)−1

(i,j)∈I2
A

(fi (λ))i∈IA
(9.10.6)

におきかえる．

9.10.2 制約つき問題に対する Newton 法
評価関数の形状微分に加えて，評価関数の 2階形状微分が計算可能ならば，制約
つき問題に対する勾配法を制約つき問題に対する Newton 法に変更することができ
る．ただし，式 (9.9.16) の hi (ϕk)

[
φgi,ψ

] を，形状最適化問題 (問題 9.6.3) に対
する Lagrange 関数 L の Hesse 形式

hL (ϕk)
[
φgi,ψ

]
= h0 (ϕk)

[
φgi,ψ

]
+

∑
i∈IA(ϕk)

λikhi (ϕk)
[
φgi,ψ

]
(9.10.7)

におきかえる．すなわち，式 (9.9.16) を

chhL (ϕk)
[
φgi,ψ

]
+ aX

(
φgi,ψ

)
= −⟨gi (ϕk) ,ψ⟩ (9.10.8)

とする．ただし，ch と ca はステップサイズを制御するための定数とする．このと
き，3.8.1 項で示された簡単なアルゴリズム 3.8.4 が次のおきかえによって利用可能
となる．

(1) 設計変数 x とその変動 y をそれぞれ ϕ と φ におきかえる．

(2) 式 (3.7.10)式 (3.7.10) を式 (9.10.8) の解におきかえる．

(3) 式 (3.7.11) を式 (9.10.2) におきかえる．

(4) 式 (3.7.12) を式 (9.10.3) におきかえる．
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評価関数の 2 階形状微分が Hesse 勾配で与えられる場合には，式 (9.10.7) と
式 (9.10.8) はそれぞれ

gHL

(
ϕk, φ̄g

)
= gH0

(
ϕk, φ̄g

)
+

∑
i∈IA(ϕk)

λikgHi

(
ϕk, φ̄g

)
(9.10.9)

aX
(
φgi,ψ

)
= −

〈(
gi (ϕk) + chgHL

(
ϕk, φ̄g

))
,ψ
〉

(9.10.10)

に置き換えられる．そのうえで，次のように変更される．

(5) 式 (3.8.11) を式 (9.10.10) におきかえる．

さらに，3.8.2 項に示された複雑なアルゴリズムを考える場合には，第 8章のとき
と同様に，問題の性質や追加される機能に応じたさまざまな工夫が必要となる．

9.11 誤差評価
9.10 節で示されたようなアルゴリズムで領域変動型形状最適化問題 (問題 9.6.3)

を解く場合，探索ベクトル φg は式 (9.10.2) で求められることになる．そのために
は，状態決定問題 (問題 9.5.4) の解 u，f0, fi1 , . . . , fi|IA| に対する随伴問題 (問題
9.8.1) の解 v0, vi1 , . . . , vi|IA| および H1 勾配法 (問題 9.9.1) の解 φ0, φi1 , . . . ,

φi|IA|
に対する数値解を求める必要がある．Lagrange 乗数 λi1 , . . . , λi|IA| は，そ

れらの数値解を使って計算される．第 8章と同様に，ここでも三つの境界値問題に
対する数値解を有限要素法で求めることを仮定して，6.6 節でみてきた有限要素法
の数値解に対する誤差評価の結果を用いて探索ベクトル φg の誤差評価をおこなっ
てみよう [67, 68]．
領域変動型形状最適化問題の場合，境界値問題の定義域が動くことになる．ここ
では，Ω(ϕ) が与えられていると仮定して，Ω(ϕ+φ) を求める場面を考えること
にする．表記を簡単にするために，本節では，Ω(ϕ) を Ω とかくことにする．同様
に，( · ) (ϕ) を ( · ) とかくことにする．このとき，Ω は多面体 (6.6.1 項) と仮定し
て，Ω に対する正則な有限要素分割 T = {Ωi}i∈E を考える．また，有限要素の直
径 h を式 (6.6.2) の h (T ) で定義して，有限要素分割列 {Th}h→0 を考える．以下
では，次のような記号法を用いることにする．

(1) 状態決定問題 (問題 9.5.4)と fi に対する随伴問題 (問題 9.8.1)の厳密解を uと
v0, vi1 , . . . , vi|IA| とかき，有限要素法によるそれらの数値解を，i ∈ IA ∪ {0}
に対して

uh = u+ δuh, (9.11.1)
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vih = vi + δvih (9.11.2)

とかく．

(2) f0, fi1 , . . . , fi|IA| の形状微分について，関数の形状微分公式を用いた式 (9.8.5)

の gi の数値解を，i ∈ IA ∪ {0} に対して

gih = gi + δgih (9.11.3)

とかく．また，関数の形状偏微分公式を用いた式 (9.8.35) の ḡi の数値解を，
i ∈ IA ∪ {0} に対して

ḡih = ḡi + δḡih (9.11.4)

とかく．ここで，gi と ḡi は u, v0, vi1 , . . . , vi|IA| の関数であり，gih と ḡih

は uh, v0h, vi1h, . . . , vi|IA|h の関数である．

(3) g0, gi1 , . . . , gi|IA|
を用いて計算された H1 勾配法 (たとえば，問題 9.9.3) の

厳密解を φg0, φgi1 , . . . , φgi|IA|
とかく．また，g0h, gi1h, . . . , gi|IA|h

を用い
て計算された H1 勾配法の厳密解を，i ∈ IA ∪ {0} に対して

φ̂gi = φgi + δφ̂gi (9.11.5)

とかく．(2) と同様に，関数の形状偏微分公式を用いて得られる厳密解と数値
解には ¯( · ) をつけることにして，このときの H1 勾配法の厳密解を

ˆ̄φgi = φ̄gi + δ ˆ̄φgi (9.11.6)

とかく．

(4) g0h, gi1h, . . . , gi|IA|h
を用いて計算された H1 勾配法の数値解を，i ∈ IA∪{0}

に対して

φgih = φ̂gi + δφ̂gih = φgi + δφgih (9.11.7)

とかく．また，関数の形状偏微分公式を用いて得られる H1 勾配法の数値解を

φ̄gih = ˆ̄φgi + δ ˆ̄φgih = φ̄gi + δφ̄gih (9.11.8)

とかく．
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(5) g0, gi1 , . . . , gi|IA|
と φg0, φgi1 , . . . , φgi|IA|

を用いて構成された式 (9.10.3)

の係数行列 (〈
gi,φgj

〉)
(i,j)∈I2

A

を A とかく．また，g0h, gi1h, . . . , gi|IA|h

と φg0h, φgi1h, . . . , φgi|IA|h
を用いて構成された式 (9.10.3) の係数行列(〈

gih,φgjh

〉)
(i,j)∈I2

A

を Ah = A + δAh とかく．さらに，i ∈ IA に対して
fi = 0 を仮定し，−

(〈
gi,φg0

〉)
i∈IA

を b とかく．また，−
(〈
gih,φg0h

〉)
i∈IA

を bh = b+ δbh とかく．さらに，Lagrange 乗数の厳密解を λ = A−1b とか
く．また，その数値解を

λh = (λih)i∈IA
= A−1

h bh = λ+ δλh (9.11.9)

とかく．また，関数の形状偏微分公式を用いて得られる厳密解と数値解には
¯( · ) をつけることにして，このときの Lagrange 乗数の数値解を

λ̄h =
(
λ̄ih
)
i∈IA

= Ā
−1
h b̄h = λ̄+ δλ̄h (9.11.10)

とかく．

(6) φg0h, φgi1h, . . . , φgi|IA|h
と λi1h, . . . , λi|IA|h で構成された式 (9.10.2) を

φgh = φg0h +
∑
i∈IA

λihφgih = φg + δφgh (9.11.11)

とかく．また，関数の形状偏微分公式を用いて得られる式 (9.10.2) を

φ̄gh = φ̄g0h +
∑
i∈IA

λ̄ihφ̄gih = φ̄g + δφ̄gh (9.11.12)

とかく．

上記の定義において，探索ベクトルの誤差は式 (9.11.11) と式 (9.11.12) のそれぞ
れ δφgh と δφ̄gh によって与えられる．そこで，本節の目標は，それらのノルムに
対する h のオーダー評価をおこなうことである．その結果が得られれば，探索ベク
トルに対する数値解の厳密解への収束が保証されるような基底関数の次数の選び方
が明らかになる．ここでは，次の仮定を設けることにする．

仮定 9.11.1 (φg と φ̄g の誤差評価) qR > d および k1, k2, j ∈ {1, 2, . . .} に対して
次のことを仮定する．

(1) 状態決定問題と f0, fi1 , . . . , fi|IA| に対する随伴問題の厳密解 u と v0, vi1 ,

. . . , vi|IA| の同次形は，

S = U ∩Wmax{k1,k2}+1,2qR (D;R) (9.11.13)
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の要素とする．この仮定が成り立つように，仮定 9.5.1, 仮定 9.6.1, 仮定 9.5.2,

仮定 9.6.2 および仮定 9.5.3 を修正する．また，∂Ω は H2 ∩ C0,1 級 (Γ̃0 =

Γp0 ∪ Γη00 ∪ Γη10 ∪ · · · ∪ Γηm0 は区分的に H3 ∩ C1,1 級) として，ϕ の線形
空間を X1 = X ∩W 1,qR

(
D;Rd

) とおく．
(2) 関数の形状微分公式を用いたとき，評価関数 fi の被積分関数は，i ∈ IA ∪{0}
に対して

ζiu∇u ∈ L∞ (D;Rd
)
, (9.11.14)

ζi∇u(∇u)⊤ ∈ L∞ (D;Rd×d
)

(9.11.15)

を満たすとする．

(3) i ∈ IA ∪ {0} に対して

∥δuh∥W j,2qR (Ω;R) ≤ c1h
k1+1−j |u|Wk1+1,2qR (Ω;R) , (9.11.16)

∥δvih∥W j,2qR (Ω;R) ≤ c2h
k1+1−j |vi|Wk1+1,2qR (Ω;R) , (9.11.17)∥∥δφ̂gih

∥∥
W j,2qR (Ω;Rd)

≤ c3h
k2+1−j

∣∣φ̂gi

∣∣
Wk2+1,2qR (Ω;Rd)

, (9.11.18)∥∥δ ˆ̄φgih

∥∥
W j,2qR (Ω;Rd)

≤ c̄3h
k2+1−j

∣∣ ˆ̄φgi

∣∣
Wk2+1,2qR (Ω;Rd)

(9.11.19)

を満たす h に依存しない正定数 c1, c2, c3, c̄3 が存在する．

(4) 式 (9.11.9) と式 (9.11.10) の係数行列 Ah と Āh に対して，それぞれ∥∥A−1
h

∥∥
R|IA|×|IA| ≤ c4, (9.11.20)∥∥∥Ā−1

h

∥∥∥
R|IA|×|IA| ≤ c̄4 (9.11.21)

を満たす正定数 c4 と c̄4 が存在する．ただし，∥ · ∥R|IA|×|IA| は行列のノルム
(式 (4.4.3) 参照) を表す．

□

仮定 9.11.1 の (1) は，k1 ∈ {1, 2, . . .} なので，式 (9.5.2) で定義された S よりも
強い条件になっている．その理由は，仮定 9.11.1 の (3) において，式 (9.11.16) と
式 (9.11.17) の右辺で u と v0, vi1 , . . . , vi|IA| が W k1+1,2qR 級に入ることを必要と
するためである．仮定 9.11.1 の (3) は系 6.6.4 に基づいている．仮定 9.11.1 の (4)

は gi1 , . . . , gi|IA|
が 1次独立のときに成り立つ条件になっている．

このとき，のちに示される定理 9.11.5 の結果が得られる．この結果を示すために，
次の四つの補題が使われる．
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補題 9.11.2 (gi と ḡi の誤差評価) 仮定 9.11.1 の (1), (2) および式 (9.11.16) と
式 (9.11.17) が満たされているとき，任意の φ ∈ X1 に対して，

⟨δgih,φ⟩ ≤ c5h
k1−1 ∥φ∥X1

, (9.11.22)

⟨δḡih,φ⟩ ≤ c̄5h
k1−1 ∥φ∥X1

(9.11.23)

を満たす h に依存しない正定数 c5 と c̄5 が存在する．ただし，δgih と δḡih はそれ
ぞれ 式 (9.11.3) と式 (9.11.4) で定義される．さらに，仮定 9.8.3 の (3) が満たされ
ているとき，

⟨δgih,φ⟩ ≤ c5h
k1 ∥φ∥X1

(9.11.24)

が成り立つ． □

証明 関数の形状微分公式を用いた gi の数値誤差 δgih は，δuh と δvih による数値誤差で
ある．そこで，式 (9.8.5) より，

|⟨δgih,φ⟩| ≤ |Liϕ′uvi (ϕ, u, vi) [φ, δuh, δvih]| (9.11.25)

が成り立つ．式 (9.11.25) の右辺に対して Hölder の不等式 (定理 A.9.1)，Poincaré の不等
式の系 (系 A.9.4) およびトレース定理 (定理 4.4.2) を用いれば，

|Liϕ′uvi (ϕ, u, vi) [φ, δuh, δvih]|

≤ ∥δGΩih∥LqR(Ω;Rd×d)

∥∥∥∇φ⊤
∥∥∥
L2(Ω;Rd×d)

+ ∥δgΩih∥LqR (Ω;R) ∥∇ ·φ∥L2(Ω;R)

+
∥∥δgζbih

∥∥
LqR(Ω;Rd)

∥φ∥L2(Ω;Rd)

+
∥∥δgpih

∥∥
L∞(Γp;Rd)

∥φ∥L2(Γp;Rd)

+
∥∥δg∂pih

∥∥
L∞(∂Γp∪Θp;Rd)

∥φ∥L2(∂Γp∪Θp;Rd)

+
∥∥δgηih

∥∥
L∞(Γηi;Rd)

∥φ∥L2(Γηi;Rd)

+
∥∥δg∂ηih

∥∥
L∞(∂Γηi∪Θηi;Rd)

∥φ∥L2(∂Γηi∪Θηi;Rd)

≤
{
∥δGΩih∥L∞(Ω;Rd×d) + ∥δgΩih∥L∞(Ω;R) +

∥∥δgζbih

∥∥
L∞(Ω;Rd)

+ ∥γ∂Ω∥
(∥∥δgpih

∥∥
L∞(Γp;Rd)

+
∥∥γ∂Γp

∥∥ ∥∥δg∂pih

∥∥
L∞(∂Γp∪Θp;Rd)

+
∥∥δgηih

∥∥
L∞(Γηi;Rd)

+
∥∥γ∂Γηi

∥∥ ∥∥δg∂ηih

∥∥
L∞(∂Γηi∪Θηi;Rd)

)}
∥φ∥X1

(9.11.26)

が成り立つ．ただし，∥γ∂Ω∥,
∥∥γ∂Γp

∥∥ および ∥∥γ∂Γηi

∥∥ はそれぞれ φ ∈ X1 に対するトレース
作用素

γ∂Ω : W 1,qR
(
Ω;Rd

)
→ W 1−1/qR,qR

(
∂Ω;Rd

)
,
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γ∂Γp : W 1−1/qR,qR
(
∂Ω;Rd

)
→ W 1−2/qR,qR

(
∂Γp ∪Θp;Rd

)
,

γ∂Γηi : W
1−1/qR,qR

(
∂Ω;Rd

)
→ W 1−2/qR,qR

(
∂Γηi ∪Θηi;Rd

)
のノルムを表す．これらは，仮定 9.11.1 の (1) において ∂Ω は H2 ∩ C0,1 級が仮定された
ので，トレース定理によりこれらは有界となる．また，

∥δGΩih∥LqR(Ω;Rd×d)

≤ 2
(
∥∇δuh∥L2qR(Ω;Rd) ∥∇vi∥L2qR(Ω;Rd)

+ ∥∇u∥L2qR(Ω;Rd) ∥∇δvih∥L2qR(Ω;Rd)

)
+ ∥ζiu∇u∥L∞(Ω;Rd) ∥δuh∥L2qR (Ω;R) ∥∇u∥L2qR(Ω;Rd)

+
∥∥∥ζi∇u(∇u)⊤

∥∥∥
L∞(Ω;Rd×d)

∥∇δuh∥L2qR(Ω;Rd) ∥∇u∥L2qR(Ω;Rd)

+
∥∥∥ζi(∇u)⊤

∥∥∥
W1,2qR(Ω;Rd)

∥∇δuh∥L2qR(Ω;Rd)

≤ 2
(
∥δuh∥W1,2qR (Ω;R) ∥vi∥W1,2qR (Ω;R)

+ ∥u∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R)

)
+ ∥ζiu∇u∥L∞(Ω;Rd) ∥δuh∥W1,2qR (Ω;R) ∥u∥W1,2qR (Ω;R)

+
∥∥∥ζi∇u(∇u)⊤

∥∥∥
L∞(Ω;Rd×d)

∥δuh∥W1,2qR (Ω;R) ∥u∥W1,2qR (Ω;R)

+
∥∥∥ζi(∇u)⊤

∥∥∥
W1,2qR(Ω;Rd)

∥δuh∥W1,2qR (Ω;R) , (9.11.27)

∥δgΩih∥LqR (Ω;R)

≤ ∥ζiu∥L2qR (Ω;R) ∥δuh∥L2qR (Ω;R)

+
∥∥∥ζi(∇u)⊤

∥∥∥
L2qR(Ω;Rd)

∥∇δuh∥L2qR(Ω;Rd)

+ ∥∇δuh∥L2qR(Ω;Rd) ∥∇vi∥L2qR(Ω;Rd)

+ ∥∇u∥L2qR(Ω;Rd) ∥∇δvih∥L2qR(Ω;Rd)

+ ∥b∥L2qR (Ω;R) ∥δvih∥L2qR (Ω;R)

≤ ∥ζiu∥L2qR (Ω;R) ∥δuh∥W1,2qR (Ω;R)

+
∥∥∥ζi(∇u)⊤

∥∥∥
L2qR(Ω;Rd)

∥δuh∥W1,2qR (Ω;R)

+ ∥δuh∥W1,2qR (Ω;R) ∥vi∥W1,2qR (Ω;R)

+ ∥u∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R)

+ ∥b∥L2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R) , (9.11.28)∥∥δgζbih

∥∥
LqR(Ω;Rd)

≤
∥∥b′∥∥

L2qR (Ω;R) ∥δvih∥L2qR (Ω;R) ≤
∥∥b′∥∥

W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R) , (9.11.29)∥∥δgpih

∥∥
L∞(Γp;Rd)
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≤ ∥κ∥C0(Γp;R) ∥ν∥L∞(Γp;Rd) ∥pN∥L2qR(Γp;R) ∥δvih∥L2qR(Γp;R)

+ (d− 1) max
i∈{1,...,d−1}

∥τ i∥L∞(Γp;Rd)

(
∥∇pN∥L2qR(Γp;Rd) ∥δvih∥L2qR(Γp;R)

+ ∥pN∥L2qR(Γp;R) ∥∇δvih∥L2qR(Γp;Rd)

)
+

∥∥p′N∥∥L2qR(Γp;R)
∥δvih∥L2qR(Γp;R)

≤ ∥κ∥C0(Γp;R) ∥ν∥L∞(Γp;Rd) ∥γ∂Ω∥
2 ∥pN∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R)

+ (d− 1) max
i∈{1,...,d−1}

∥τ i∥L∞(Γp;Rd) ∥γ∂Ω∥
2

×
(
∥pN∥W2,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R) + ∥pN∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W2,2qR (Ω;R)

)
+ ∥γ∂Ω∥2

∥∥p′N∥∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R) , (9.11.30)∥∥δg∂pih

∥∥
L∞(∂Γp∪Θp;Rd)

≤ ∥τ∥L∞(∂Γp∪Θp;Rd) ∥pN∥L2qR(∂Γp∪Θ;R) ∥δvih∥L2qR(∂Γp∪Θp;R)

≤ ∥τ∥L∞(∂Γp∪Θp;Rd) ∥γ∂Ω∥
2 ∥γ∂Γ∥2 ∥pN∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R)

(9.11.31)

となる．
∥∥δgηih

∥∥
L∞(Γηi;Rd)

と
∥∥δg∂ηih

∥∥
L∞(∂Γηi∪Θηi;Rd)

についても同様の結果を得る．こ
こで，仮定 9.11.1 の (1) と (2) が満たされていれば，δ がつかない項はすべて有界となる．
また，δ のついた項に注目すれば，式 (9.11.30) に ∥δvih∥W2,2qR(Ω;Rd) を含む項が存在する．
同様に，

∥∥δgηih

∥∥
L∞(Γηi;Rd)

に対する不等式には，∥δuh∥W2,2qR (Ω;R) を含む項が存在する．
そこで，j = 2 とおいた式 (9.11.16) と式 (9.11.17) を δ のついた項に代入すれば，それら
の項は有界となる．そこで，式 (9.11.22) が得られる．
さらに，仮定 9.8.3 の (3) (式 (9.8.9) から式 (9.8.13) がゼロ，あるいは式 (9.1.1) におい

て Γ̃0 = Γp0∪Γηi0 ⊂ Ω̄C0) が満たされていれば，τ のノルムがついた項はなくなる．そこで，
∥δuh∥W2,2qR (Ω;R) と ∥δvih∥W2,2qR(Ω;Rd) を含む項はなくなり，j = 1 とおいた式 (9.11.16)

と式 (9.11.17) を δ のついたすべての項に代入することができて，式 (9.11.24) が得られる．
一方，関数の形状偏微分公式を用いた ḡi の数値誤差 δḡih は，式 (9.8.35) より，

|⟨δḡih,φ⟩| ≤ |Liϕ∗uvi (ϕ, u, vi) [φ, δuh, δvih]| (9.11.32)

を満たす．式 (9.11.32) の右辺に対して Hölder の不等式 (定理 A.9.1)，Poincaré の不等式
の系 (系 A.9.4) およびトレース定理 (定理 4.4.2) を用いれば，

|Liϕ∗uvi (ϕ, u, vi) [φ, δuh, δvih]|
≤

∥∥δḡζbih

∥∥
LqR(Ω;Rd)

∥φ∥L2(Ω;Rd)

+ ∥δḡ∂Ωih∥L∞(∂Ω;Rd) ∥φ∥L2(∂Ω;Rd)

+
∥∥δḡpih

∥∥
L∞(Γp;Rd)

∥φ∥L2(Γp;Rd)

+
∥∥δḡ∂pih

∥∥
L∞(∂Γp∪Θp;Rd)

∥φ∥L2(∂Γp∪Θp;Rd)

+
∥∥δḡηih

∥∥
L∞(Γηi;Rd)

∥φ∥L2(Γηi;Rd)

+
∥∥δḡ∂ηih

∥∥
L∞(∂Γηi∪Θηi;Rd)

∥φ∥L2(∂Γηi∪Θηi;Rd)

+ ∥δḡDh∥L∞(ΓD;Rd) ∥φ∥L2(ΓD;Rd)
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≤
{∥∥δḡζbih

∥∥
LqR(Ω;Rd)

+ ∥γ∂Ω∥2
(
∥δḡ∂Ωih∥L∞(∂Ω;Rd) +

∥∥δḡpih

∥∥
L∞(Γp;Rd)

+ ∥γ∂Γ∥
∥∥δḡ∂pih

∥∥
L∞(∂Γp∪Θp;Rd)

+
∥∥δḡηih

∥∥
L∞(Γηi;Rd)

+ ∥γ∂Γ∥
∥∥δḡ∂ηih

∥∥
L∞(∂Γηi∪Θηi;Rd)

+ ∥δḡDh∥L∞(ΓD;Rd)

)}
∥φ∥X1

が成り立つ．ただし，∥∥δḡζbih

∥∥
LqR(Ω;Rd)

≤ ∥b∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W2,2qR (Ω;R)

∥δḡ∂Ωih∥L∞(∂Ω;Rd)

≤
(
∥ζiu∥L2qR (∂Ω;R) ∥δuh∥L2qR (∂Ω;R)

+ ∥∇δuh∥L2qR(∂Ω;Rd) ∥∇vi∥L2qR(∂Ω;Rd)

+ ∥∇u∥L2qR(∂Ω;Rd) ∥∇δvih∥L2qR(∂Ω;Rd)

+ ∥b∥L2qR (∂Ω;R) ∥δuh∥L2qR (∂Ω;R)

)
∥ν∥L∞(∂Ω;Rd)

≤
(
∥ζiu∥W1,2qR (Ω;R) ∥δuh∥W1,2qR (Ω;R)

+ ∥δuh∥W2,2qR (Ω;R) ∥vi∥W2,2qR (Ω;R)

+ ∥u∥W2,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W2,2qR (Ω;R)

+ ∥b∥W1,2qR (Ω;R) ∥δuh∥W1,2qR (Ω;R)

)
∥ν∥L∞(∂Ω;Rd) ,∥∥δḡpih

∥∥
L∞(Γp;Rd)

≤ ∥κ∥C0(Γp;R) ∥ν∥L∞(Γp;Rd) ∥pN∥L2qR(Γp;R) ∥δvih∥L2qR(Γp;R)

+ ∥ν∥2
L∞(Γp;Rd)

(
∥∇pN∥L2qR(Γp;Rd) ∥δvih∥L2qR(Γp;R)

+ ∥pN∥L2qR(Γp;R) ∥∇δvih∥L2qR(Γp;Rd)

)
+ ∥p∗N∥L2qR(Γp;R) ∥δvih∥L2qR(Γp;R)

≤ ∥κ∥C0(Γp;R) ∥ν∥L∞(Γp;Rd) ∥γ∂Ω∥
2 ∥pN∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R)

+ ∥ν∥2
L∞(Γp;Rd) ∥γ∂Ω∥

2
(
∥pN∥W2,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R)

+ ∥pN∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W2,2qR (Ω;R)

)
+ ∥γ∂Ω∥2 ∥p∗N∥W1,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W1,2qR (Ω;R) ,∥∥δḡ∂pih

∥∥
L∞(∂Γp∪Θp;Rd)

=
∥∥δg∂pih

∥∥
L∞(∂Γp∪Θp;Rd)

,

∥δḡDh∥L∞(ΓD;Rd)

≤ ∥ν∥2
L∞(ΓD;Rd)

(
∥∇δuh∥L2qR(ΓD;Rd) ∥∇vi∥L2qR(ΓD;Rd)

+ ∥∇ (u− uD)∥L2qR(ΓD;Rd) ∥∇δvih∥L2qR(ΓD;Rd)

+ ∥∇δvih∥L2qR(ΓD;Rd) ∥∇u∥L2qR(ΓD;Rd)

+ ∥∇ (vi − vDi)∥L2qR(ΓD;Rd) ∥∇δuh∥L2qR(ΓD;Rd)

)
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≤ ∥γ∂Ω∥2 ∥ν∥2L∞(ΓD;Rd)

(
∥δuh∥W2,2qR (Ω;R) ∥vi∥W2,2qR (Ω;R)

+ ∥(u− uD)∥W2,2qR (Ω;R) ∥δvih∥W2,2qR (Ω;R)

+ ∥δvih∥W2,2qR (Ω;R) ∥u∥W2,2qR (Ω;R)

+ ∥(vi − vDi)∥W2,2qR (Ω;R) ∥δuh∥W2,2qR (Ω;R)

)
となる．

∥∥δḡηih

∥∥
L∞(Γηi;Rd)

と
∥∥δḡ∂ηih

∥∥
L∞(∂Γηi∪Θηi;Rd)

についても同様の結果を得る．こ
こで，仮定 9.11.1 の (1) が満たされていれば，δ がつかない項はすべて有界となる．また，
δ のついた項に，j = 2 とおいた式 (9.11.16) と式 (9.11.17) を代入すれば，式 (9.11.23) が
得られる． □

補題 9.11.3 (φgi と φ̄gi の誤差評価) 仮定 9.11.1 の (1), (2) および式 (9.11.16)

と式 (9.11.17) が満たされているとき，∥∥δφgih

∥∥
X1

≤ c6h
min{k1−1,k2}, (9.11.33)∥∥δφ̄gih

∥∥
X1

≤ c̄6h
min{k1−1,k2} (9.11.34)

を満たす h に依存しない正定数 c6 と c̄6 が存在する．ただし，δφgih と δφ̄gih は
それぞれ式 (9.11.7) と式 (9.11.8) で定義される．さらに，仮定 9.8.3 の (3) が満た
されているとき，∥∥δφgih

∥∥
X1

≤ c6h
min{k1,k2} (9.11.35)

が成り立つ． □

証明 関数の形状微分公式を用いた場合には，式 (9.11.5) と式 (9.11.7) より，∥∥δφgih

∥∥
X1

≤
∥∥δφ̂gi

∥∥
X1

+
∥∥δφ̂gih

∥∥
X1

(9.11.36)

が成り立つ．ただし，
∥∥δφ̂gi

∥∥
X1
は補題 9.11.2 の δgih が H1 勾配法 (たとえば，問題

9.9.3) の厳密解に及ぼす誤差を表し，
∥∥δφ̂gih

∥∥
X1
は H1 勾配法の数値解に対する誤差を表

す．式 (9.11.36) の
∥∥δφ̂gi

∥∥
X1
は，任意の φ ∈ X1 に対して，

aX

(
δφ̂gi,φ

)
= −⟨δgih,φ⟩

を満たす．そこで，φ = δφ̂gi とおけば，

αX

∥∥δφ̂gi

∥∥2

X1
≤

∣∣〈δgih, δφ̂gi

〉∣∣ (9.11.37)

が成り立つ．ただし，αX は式 (9.9.1) で使われた正定数である．式 (9.11.37) の δgih に対
して，補題 9.11.2 の式 (9.11.22) を用いれば，∥∥δφ̂gi

∥∥
X1

≤ c5
αX

hk1−1 (9.11.38)
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が得られる．一方，
∥∥δφ̂gih

∥∥
X1
は，j = 1 とおいた式 (9.11.18) より，∥∥δφ̂gih

∥∥
X1

≤
∥∥δφ̂gih

∥∥
W1,2qR(Ω;Rd)

≤ c3h
k2

∥∥φ̂gi

∥∥
Wk2+1,2qR(Ω;Rd)

(9.11.39)

を満たす．式 (9.11.39) において，
∥∥φ̂gi

∥∥
Wk2+1,2qR(Ω;Rd)

は有界である．なぜならば，定理
9.9.6 の証明において，仮定 9.11.1 の (1) を用いれば，φ̂gi ∈ W k2+1,∞ (

Ω;Rd
) が得られる．

そこで，式 (9.11.38) と式 (9.11.39) を式 (9.11.36) に代入すれば，補題の式 (9.11.33) が得
られる．
さらに，仮定 9.8.3の (3)が満たされていれば，式 (9.11.37)の δgih に対して，補題 9.11.2

の式 (9.11.24) を適用できて，∥∥δφ̂gi

∥∥
X1

≤ c5
αX

hk1 (9.11.40)

が得られる．そこで，式 (9.11.40) と式 (9.11.39) を式 (9.11.36) に代入すれば補題の
式 (9.11.35) が得られる．
式 (9.11.37) の δgih を δḡih に変更して，δḡih に対して補題 9.11.2 の式 (9.11.23) を用

いれば，補題の式 (9.11.34) が得られる． □

補題 9.11.4 (λh と λ̄h の誤差評価) 仮定 9.11.1 が満たされているとき，

∥δλh∥R|IA| ≤ c7h
min{k1−1,k2}, (9.11.41)∥∥δλ̄h

∥∥
R|IA| ≤ c̄7h

min{k1−1,k2} (9.11.42)

を満たす h に依存しない正定数 c7 と c̄7 が存在する．ただし，λh と λ̄h はそれぞ
れ式 (9.11.9) と式 (9.11.10) で定義される．さらに，仮定 9.8.3 の (3) が満たされ
ているとき，

∥δλh∥R|IA| ≤ c7h
min{k1,k2} (9.11.43)

が成り立つ． □

証明 関数の形状微分公式を用いた場合には，式 (9.11.9) の λh に対して，
δλh = A−1

h (−δAhλ+ δbh)

= A−1
h

{
−
((〈

δgih,φgj

〉)
(i,j)∈I2A

−
(〈
gi, δφgjh

〉)
(i,j)∈I2A

)
λ

+
(〈
δgih,φg0

〉)
i∈IA

+
(〈
gi, δφg0h

〉)
i∈IA

}
が成り立つ．そこで，式 (9.11.20) を用いれば，

∥δλh∥R|IA| ≤ c4

(
1 + |IA|max

i∈IA
|λi|

)
× max

(i,j)∈IA×(IA∪{0})

(∣∣〈δgih,φgj

〉∣∣+ ∣∣〈gi, δφgjh

〉∣∣) (9.11.44)

が成り立つ．式 (9.11.44) の
∣∣〈δgih,φgj

〉∣∣ について，補題 9.11.2 の式 (9.11.22) を用いれば，∣∣〈δgih,φgj

〉∣∣ ≤ c5h
k1−1

∥∥φgj

∥∥
X1

(9.11.45)
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が成り立つ．また，
∣∣〈gi, δφgjh

〉∣∣ について，補題 9.11.3 の式 (9.11.33) より∣∣〈gi, δφgjh

〉∣∣ ≤ c6h
k1−1 ∥gi∥X′

1
(9.11.46)

が成り立つ．式 (9.11.46) において，∥gi∥X′
1
は有界である．なぜならば，定理 9.8.2 より

gi ∈ X ′ が成り立ち，X ′ ⊂ X ′
1 より ∥gi∥X′

1
≤ ∥gi∥X′ < ∞ が得られるからである．そこで，

式 (9.11.45) と式 (9.11.46) を式 (9.11.44) に代入すれば，補題の式 (9.11.41) が得られる．
さらに，仮定 9.8.3 の (3) が満たされているときは，式 (9.11.45) の δgih に対して補題

9.11.2 の式 (9.11.24) を用いることで，補題の式 (9.11.43) が得られる．
式 (9.11.45) と式 (9.11.46) の δgih と δφgjh をそれぞれ δḡih と δφ̄gjh に変更して，さ

らに，定理 9.8.2 を定理 9.8.6 に変更して，補題 9.11.3 の式 (9.11.33) を式 (9.11.34) に変
更すれば，補題の式 (9.11.42) が得られる． □

これらの補題に基づいて，次の結果が得られる．

定理 9.11.5 (φg と φ̄g の誤差評価) 仮定 9.11.1 が満たされているとき，∥∥δφgh

∥∥
X1

≤ chmin{k1−1,k2}, (9.11.47)∥∥δφ̄gh

∥∥
X1

≤ c̄hmin{k1−1,k2} (9.11.48)

を満たす h に依存しない正定数 c と c̄ が存在する．ただし，δφgh と δφ̄gh はそれ
ぞれ式 (9.11.11) と 式 (9.11.12) で定義される．さらに，仮定 9.8.3 の (3) が満た
されているとき，∥∥δφgh

∥∥
X1

≤ chmin{k1,k2} (9.11.49)

が成り立つ． □

証明 式 (9.11.11) より

δφgh = δφg0h +
∑
i∈IA

(
δλihφgi + λiδφgih

)
(9.11.50)

が成り立つ．式 (9.11.50) より∥∥δφgh

∥∥
X1

≤
(
1 + |IA|max

i∈IA
|λi|

)
max

i∈IA∪{0}

∥∥δφgih

∥∥
X1

+ ∥δλh∥R|IA| max
i∈IA

∥∥φgi

∥∥
X1

(9.11.51)

が得られる．式 (9.11.51) に補題 9.11.3 の式 (9.11.33) と補題 9.11.4 の式 (9.11.41) を代入
すれば，定理の式 (9.11.47) が得られる．
さらに，仮定 9.8.3 の (3) が満たされているときは，式 (9.11.51) に補題 9.11.3 の

式 (9.11.35) と補題 9.11.4 の式 (9.11.43) を代入することで，定理の式 (9.11.49) が得ら
れる．
式 (9.11.51) の δφgih と δλh をそれぞれ δφ̄gih と δ̄λh に変更して，補題 9.11.3 の

式 (9.11.34) と補題 9.11.4 の式 (9.11.42) を式 (9.11.51) に代入すれば，定理の式 (9.11.48)
が得られる． □
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定理 9.11.5 より，領域変動型形状最適化問題に対する有限要素解の誤差評価につ
いて次のことがいえる．

注意 9.11.6 (形状最適化問題に対する有限要素解の誤差評価) 定理 9.11.5 より，
探索ベクトル φgh の誤差

∥∥δφgh

∥∥
X1
が有限要素分割列 {Th}h→0 に対して 1 次

のオーダーで減少するためには，次の条件が満たされる必要がある．
仮定 9.11.1 が満たされているとき，

(1) 状態決定問題と f0, fi1 , . . . , fi|IA| に対する随伴問題に対して，k1 = 2 次の
基底関数による有限要素解を用いる．

(2) 式 (9.8.5) の g0, gi1 , . . . , gi|IA|
(関数の形状微分公式) あるいは式 (9.8.35)

の ḡ0, ḡi1 , . . . , ḡi|IA|
(関数の形状偏微分公式) を用いた H1 勾配法に対して，

k2 = 1 次の基底関数による有限要素解を用いる．

さらに，仮定 9.8.3 の (3) が満たされているならば，

(1) 状態決定問題と f0, fi1 , . . . , fi|IA| に対する随伴問題に対して，k1 = 1 次の
基底関数による有限要素解を用いる．

(2) 式 (9.8.5) の g0, gi1 , . . . , gi|IA|
(関数の形状微分公式) を用いた H1 勾配法

に対して，k2 = 1 次の基底関数による有限要素解を用いる．

□

9.12 線形弾性体の形状最適化問題
形状最適化問題の応用例として，線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題
をとりあげて，評価関数の形状微分が得られるまでをみてみよう．ここでも，初期
領域 Ω0 に対する条件や ΓD0, ΓN0 および Γp0 の定義，さらに，X および D の定
義は 9.1 節と同様であるとする (図 9.15)．ただし， D については，より具体的に

D =

ϕ ∈ Y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


|ϕ|C0,1(D;Rd) ≤ σ,

∥ϕ∥H2∩C0,1(D;Rd) ≤ β (Γp0 = ∅ or Γp0 ⊂ Ω̄C0),

∥ϕ∥H3∩C1,1(D;Rd) ≤ β (Γp0 ̸⊂ Ω̄C0)


(9.12.1)

とおく．
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図 9.15: 線形弾性体の初期領域 Ω0 ⊂ D と領域変動 (変位) ϕ

9.12.1 状態決定問題
状態決定問題として線形弾性問題を定義する．ここでは，問題 5.4.2 で用いた記
号を用いることにする．それに加えて，形状最適化問題のために定義を追加する．
ϕ ∈ D に対して，状態変数 (状態決定問題の解) u の線形空間 U を

U =
{
u ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣ u = 0Rd on ΓD (ϕ)
}

(9.12.2)

とおく．式 (9.5.1) の U では値域が R であったが，式 (9.12.2) では Rd となって
いる点が異なっている．また，u が入る許容集合を

S = U ∩W 2,4
(
D;Rd

)
(9.12.3)

とおく．本節でも，さらに必要となる正則性については，必要となったときに示す
ことにする．この正則性が満たされるようにするために，既知関数の正則性につい
て，仮定 9.5.1 と仮定 9.5.2 において，関数が太文字に変更され，関数の値域が Rd

に変更されたときの同様の仮定を設けることにする．ただし，線形弾性問題におい
ては，E (u) と S (ϕ,u) = C (ϕ)E (u) をそれぞれ式 (5.4.2) と式 (5.4.6) で定義さ
れた線形ひずみと応力として，剛性 C は楕円的 (式 (5.4.8))) かつ有界 (式 (5.4.9))

であるとする．上記の修正をした仮定 9.5.1 と仮定 9.5.2 において

C ∈ C1
S′

(
B;C0,1

(
D;Rd×d×d×d

))
(9.12.4)

が追加されるものとする．境界の正則性については，仮定 9.5.3 が用いられる．
以上の仮定を用いて，領域変動型線形弾性問題を次のように定義する．

問題 9.12.1 (領域変動型線形弾性問題) ϕ ∈ D に対して b (ϕ), pN (ϕ), uD (ϕ) お
よび C (ϕ) が与えられたとき，

−∇⊤S (ϕ,u) = b⊤ (ϕ) in Ω (ϕ) , (9.12.5)
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S (ϕ,u)ν = pN (ϕ) on Γp (ϕ) , (9.12.6)

S (ϕ,u)ν = 0Rd on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) , (9.12.7)

u = uD (ϕ) on ΓD (ϕ) (9.12.8)

を満たす u : Ω (ϕ) → Rd を求めよ． □

これ以降，S (ϕ,u)を S (u)とかくことにする．あとのために，線形弾性問題の弱
形式 (問題 5.4.3) と Dirichlet 境界条件を参照して，問題 9.12.1 に対する Lagrange

関数を

LS (ϕ,u,v) =

∫
Ω(ϕ)

(−S (u) ·E (v) + b · v) dx+

∫
Γp(ϕ)

pN · v dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) · (S (v)ν) + v · (S (u)ν)} dγ (9.12.9)

と定義しておく．ただし，uは問題 9.12.1の解とはかぎらないとする．vは Lagrange

乗数として導入された U の要素とする．このとき，u が問題 9.12.1 の解ならば，
任意の v ∈ U に対して，

LS (ϕ,u,v) = 0

が成り立つ．この式は問題 9.12.1 の弱形式と同値である．

9.12.2 平均コンプライアンス最小化問題
線形弾性体の形状最適化問題を定義しよう．評価関数を次のように定義する．問
題 9.12.1 の解 u に対して，

f0 (ϕ,u) = l̂ (ϕ) (u)

=

∫
Ω(ϕ)

b · u dx+

∫
Γp(ϕ)

pN · u dγ

−
∫
ΓD(ϕ)

uD · (S (u)ν) dγ (9.12.10)

を平均コンプライアンスとよぶ．その意味は 8.9.2 項で説明されたとおりである．こ
こで，l̂ (ϕ) (u) は式 (5.2.3) で定義された l̂ (u) が ϕ にも依存することを示してい
る．また，

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− c1 (9.12.11)
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を領域の大きさに対する制約関数とよぶ．ただし，c1 は，ある ϕ ∈ D に対して
f1 (ϕ) ≤ 0 が成り立つような正定数とする．
このとき，平均コンプライアンス最小化問題は次のように定義される．

問題 9.12.2 (平均コンプライアンス最小化問題) D と S をそれぞれ式 (9.12.1) と
式 (9.12.3) で定められるものとする．f0 と f1 を 式 (9.12.10) と 式 (9.12.11) とす
る．このとき，

min
(ϕ,u−uD)∈D×S

{f0 (ϕ,u) | f1 (ϕ) ≤ 0, 問題 9.12.1}

を満たす Ω(ϕ) を求めよ． □

9.12.3 評価関数の形状微分
f0 (ϕ,u) と f1 (ϕ) の形状微分を求めよう．ここでは，関数の形状微分公式を用い
る場合と関数の形状偏微分公式を用いる場合に分けてみていくことにする．関数の
形状微分公式を用いる場合には，2階形状微分までを求めてみる．そのための準備
として，f0 (ϕ,u) の Lagrange 関数を

L0 (ϕ,u,v0)

= f0 (ϕ,u) + LS (ϕ,u,v0)

=

∫
Ω(ϕ)

(−S (u) ·E (v0) + b · (u+ v0)) dx+

∫
Γp(ϕ)

pN · (u+ v0) dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) · (S (v0)ν) + (v0 − uD) · (S (u)ν)} dγ (9.12.12)

とおくことにする．ここで，LS は式 (9.12.9)で定義された状態決定問題の Lagrange

関数である．また，v0 は f0 のために用意された状態決定問題に対する Lagrange

乗数で，ṽ0 = v0 − uD が U の要素であると仮定する．

関数の形状微分公式を用いた形状微分

関数の形状微分公式を用いて，f0 の形状微分を求めよう．ここでは，b (ϕ), pN (ϕ),

uD (ϕ) および C (ϕ) は物質固定であると仮定する．ここでも，b (ϕ) を b とかく
ときには，他の関数でも ϕ を省略することにする．
このとき，L0 の Fréchet 微分は，任意の (φ, û, v̂0) ∈ X × U × U に対して，

L ′
0 (ϕ,u,v0) [φ, û, v̂0] = L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ] + L0u (ϕ,u,v0) [û]
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+ L0v0 (ϕ,u,v0) [v̂0] (9.12.13)

とかける．ただし，式 (9.3.5) と式 (9.3.15) の表記法に従うものとする．以下で各
項について考察する．
式 (9.12.13) の右辺第 3項は，

L0v0
(ϕ,u,v0) [v̂0] = LSv0

(ϕ,u,v0) [v̂0] = LS (ϕ,u, v̂0) (9.12.14)

とかきかえることができる．式 (9.12.14) は状態決定問題 (問題 9.12.1) の Lagrange

関数になっている．そこで，u が状態決定問題の弱解ならば，式 (9.12.13) の右辺
第 3項はゼロとなる．
また，式 (9.12.13) の右辺第 2項は，

L0u (ϕ,u,v0) [û] =

∫
Ω(ϕ)

(−S (û) ·E (v0) + b · û) dx+

∫
Γp(ϕ)

pN · û dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{û · (S (v0)ν) + (v0 − u) · (S (û)ν)} dγ

= LS (ϕ,v0, û) (9.12.15)

となる．式 (9.12.15) と式 (9.12.14) を比較すれば，v0 と u をいれかえた関係に
なっていることがわかる．そこで，自己随伴関係

v0 = u (9.12.16)

が成り立つならば，式 (9.12.13) の右辺第 2項は 0 になる．
さらに，式 (9.12.13) の右辺第 1項は，命題 9.3.4 の結果を表した式 (9.3.5) と，
命題 9.3.7 の結果を表した式 (9.3.15) の公式より，

L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

[(
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤
+ S (v0)

(
∇u⊤)⊤) ·∇φ⊤

+ {−S (u) ·E (v0) + b · (u+ v0)}∇ ·φ
]
dx

+

∫
Γp(ϕ)

[κ {pN · (u+ v0)}ν ·φ−∇τ {pN · (u+ v0)} ·φτ ] dγ

+

∫
∂Γp(ϕ)∪Θ(ϕ)

{pN · (u+ v0)} τ ·φdς

+

∫
ΓD(ϕ)

[
{(u− uD) ·w (φ,v0) + (v0 − uD) ·w (φ,u)}

+ {(u− uD) · (S (v0)ν) + (v0 − uD) · (S (u)ν)} (∇ ·φ)τ
]
dγ

(9.12.17)



90 第 9章 領域変動型の形状最適化問題

となる．ただし，

w (φ,u) = S (u)
[{
ν ·
(
∇φ⊤ν

)}
ν −

{
(∇φ⊤ +

(
∇φ⊤)⊤}ν] (9.12.18)

とおいた．(∇ ·φ)τ は式 (9.2.6) に従う．式 (9.12.17) を得るために，

− (S (u) ·E (v0))ϕ′ [φ]

= − (E (u) · S (v0))ϕ′ [φ]

= (E (u) · S (v0))∇u⊤ ·
(
∇φ⊤∇u⊤)

+ (S (u) ·E (v0))∇v⊤
0
·
(
∇φ⊤∇v⊤0

)
− S (u) ·E (v0) (∇ ·φ)

=
(
∇φ⊤∇u⊤)s · S (v0) + S (u) ·

(
∇φ⊤∇v⊤0

)s
− S (u) ·E (v0) (∇ ·φ)

=
(
∇φ⊤∇u⊤) · S (v0) + S (u) ·

(
∇φ⊤∇v⊤0

)
− S (u) ·E (v0) (∇ ·φ)

=
(
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤) ·∇φ⊤ +
(
S (v0)

(
∇u⊤)⊤) ·∇φ⊤

− S (u) ·E (v0) (∇ ·φ)

が使われた．ただし，( · )s は
(
( · )⊤ + ( · )

)
/2 を表す．これらの式の変換には，

式 (9.8.18) が使われた．
以上の結果をふまえて，u が問題 9.12.1 の弱解で，自己随伴関係 (式 (9.12.16))

が成り立つと仮定する．このとき，問題 9.12.1 の Dirichlet 条件が成り立つことか
ら，式 (9.12.17) は，f̃0 に対して式 (7.5.15) の表記を用いて

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ] = ⟨g0,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)

(
GΩ0 ·∇φ⊤ + gΩ0∇ ·φ

)
dx

+

∫
Γp(ϕ)

gp0 ·φ dγ +

∫
∂Γp(ϕ)∪Θ(ϕ)

g∂p0 ·φ dς (9.12.19)

のようにかかれる．ここで，

GΩ0 = 2S (u)
(
∇u⊤)⊤ , (9.12.20)

gΩ0 = −S (u) ·E (u) + 2b · u, (9.12.21)

gp0 = 2κ (pN · u)ν, (9.12.22)

g∂p0 = 2 (pN · u) τ (9.12.23)

となる．
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以上の結果から，式 (9.12.19) の g0 について定理 9.8.2 と同様の結果が得られる
ことになる．
一方，f1 (ϕ) の形状微分は，状態決定問題の解が使われていないことから，LS を
使わずに，命題 9.3.1 において，u = 1 とおくことによって，

f ′1 (ϕ) [φ] = ⟨g1,φ⟩ =
∫
Ω(ϕ)

gΩ1∇ ·φ dx (9.12.24)

となる．ここで，

gΩ1 = 1 (9.12.25)

である．

関数の形状微分公式を用いた 2階形状微分

さらに，平均コンプライアンス f0 と線形弾性体の大きさ制約に対する評価関数
f1 の 2階形状微分を求めてみよう．ここでは，関数の形状微分公式を用いて，9.8.2

項で示された手続きに沿ってみていくことにする．
まず，f0 の 2階形状微分について考えよう．仮定 9.8.3 の (1) に対応して，ここ
では，b = 0Rd を仮定する．仮定 9.8.3 の (2) に対応する関係はここでは満たされ
ている．また，仮定 9.8.3 の (3) を仮定する．
f0 の Lagrange 関数 L0 は式 (9.12.12) によって定義されている． (ϕ,u) を設計
変数とみなし，その許容集合と許容方向集合を

S = {(ϕ,u) ∈ D × S | LS (ϕ,u,v) = 0 for all v ∈ U } ,

TS (ϕ,u) = {(φ, υ̂) ∈ X × U | LSϕu (ϕ,u,v) [φ, υ̂] = 0 for all v ∈ U }

とおく．このとき，(ϕ,u) ∈ S の任意変動 (φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2) ∈ TS (ϕ,u) に対する
L0 の 2階 Fréchet 偏微分は，式 (9.1.6) を考慮して，

L0(ϕ′,u)(ϕ′,u) (ϕ,u,v0) [(φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2)]

=
(
L0(ϕ′,u)

)
(ϕ′,u)

(ϕ,u,v0) [(φ1, υ̂1) , (φ2, υ̂2)] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=
(
L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1] + L0u (ϕ,u,v0) [υ̂1]

)
ϕ′ [φ2]

+
(
L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1] + L0u (ϕ,u,v0) [υ̂1]

)
u
[υ̂2]

+ ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=
(
L0ϕ′

)
ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1,φ2] + L0ϕ′u (ϕ,u,v0) [φ1, υ̂2]

+ L0ϕ′u (ϕ,u,v0) [φ2, υ̂1] + L0uu (ϕ,u,v0) [υ̂1, υ̂2]
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+ ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩ (9.12.26)

となる．ただし，⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩ は式 (9.1.8) の定義に従う．
ここで，式 (9.12.26) の右辺第 1項と第 5項は，(

L0ϕ′
)
ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1,φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[{(
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤) ·∇φ⊤
1

}
ϕ′

[φ2]

+
{(
S (v0)

(
∇u⊤)⊤) ·∇φ⊤

1

}
ϕ′

[φ2]

− (S (u) ·E (v0)) (∇ ·φ1)ϕ′ [φ2]

+ 2S (u)
(
∇u⊤)⊤ ·

(
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 −∇φ⊤

1 (∇ ·φ2)
)

− S (u) ·E (u)
{(

∇φ⊤
2

)⊤ ·∇φ⊤
1 − (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}]
dx (9.12.27)

となる．ここで，式 (9.3.11) が使われた．式 (9.12.27) 右辺の被積分関数第 1項は，[{
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤} ·∇φ⊤
1

]
ϕ′

[φ2]

=
{
S (u) ·

(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)}

ϕ′ [φ2]

=
{
E (u) ·

(
C
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)s)}

ϕ′
[φ2]

=
[
∇v⊤0 ·

{(
∇φ⊤

1

)⊤
S (u)

}]
ϕ′

[φ2]

= −
{
E (u) ·

(
C
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)s)}

∇u⊤
·
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)
−
[{
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤} ·∇φ⊤
1

]
∇φ⊤

1

·
(
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1

)
−
[
∇v⊤0 ·

{(
∇φ⊤

1

)⊤
S (u)

}]
∇v⊤

0

·
(
∇φ⊤

2 ∇v⊤0
)

+
[{
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤} ·∇φ⊤
1

]
∇ ·φ2

= −
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)s · (C (∇φ⊤
1 ∇v⊤0

)s)
−
{
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤} ·
(
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1

)
−
(
∇φ⊤

2 ∇v⊤0
)
·
{(

∇φ⊤
1

)⊤
S (u)

}
+
[{
S (u)

(
∇v⊤0

)⊤} ·∇φ⊤
1

]
∇ ·φ2 (9.12.28)

となる．同様に，式 (9.12.27) 右辺の被積分関数第 2項は，式 (9.12.28) において u

と v0 をいれかえたものとなる．式 (9.12.27) 右辺被積分関数の第 3項は，

− (S (u) ·E (v0)) {∇ ·φ1}ϕ′ [φ2]
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= −S (u) ·E (v0)
{
−
(
∇φ⊤

2

)⊤ ·∇φ⊤
1 + (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}
(9.12.29)

となる．そこで，式 (9.12.27) は，自己随伴関係を用いて，(
L0ϕ′

)
ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1,φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[
−
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)s · (C (∇φ⊤
1 ∇v⊤0

)s)
−
(
∇φ⊤

2 ∇v⊤0
)
·
{(

∇φ⊤
1

)⊤
S (u)

}
−
(
∇φ⊤

2 ∇v⊤0
)s · (C (∇φ⊤

1 ∇u⊤)s)
−
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤) · {(∇φ⊤
1

)⊤
S (v0)

}]
dx (9.12.30)

となる．
次に，式 (9.12.26) の右辺第 2項を考える．状態決定問題の Dirichlet 条件が代入
された式 (9.12.17) を用いれば，

L0ϕ′u (ϕ,u,v0) [φ1, υ̂2]

=

∫
Ω(ϕ)

[{
S (υ̂2)

(
∇v⊤0

)⊤
+ S (v0)

(
∇υ̂⊤

2

)⊤}
·∇φ⊤

1

− (S(υ̂2) ·E (v0))∇ ·φ1

]
dx (9.12.31)

となる．
一方，j ∈ {1, 2} を用いて，任意の領域変動 φj ∈ Y に対する状態決定問題を満
たす u の変動を υ̂j = υ

′ (ϕ)
[
φj

] とかくことにする．状態決定問題の Lagrange 関
数 LS の Fréchet 偏微分をとれば，任意の v ∈ U に対して，

LSϕ′u (ϕ,u,v)
[
φj , υ̂j

]
=

∫
Ω(ϕ)

{
S (u) ·

(
∇φ⊤

j ∇v⊤
)s

+ S (v) ·
(
∇φ⊤

j ∇u⊤)s
− (S (u) ·E (v))∇ ·φj − S (υ̂j) ·E (v)

}
dx

=

∫
Ω(ϕ)

[{(
∇φ⊤

j

)⊤
S (u) +C

(
∇φ⊤

j ∇u⊤)s − S (u)∇ ·φj

− S (υ̂j)
}(

∇v⊤
)⊤] · I dx

=

∫
Ω(ϕ)

[
∇v⊤S (u)∇φ⊤

j

+ S (v)

{(
∇u⊤)⊤ ((∇φ⊤

j

)⊤ −∇ ·φj

)
−
(
∇υ̂⊤

j

)⊤}]
· I dx
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= 0 (9.12.32)

となる．ただし，v と υ̂j の Dirichlet 境界条件が使われた．任意の v ∈ U に対し
て式 (9.12.32) が成り立つことから，

S (υ̂j) ·E (v)

= S (u) ·
(
∇φ⊤

j ∇v⊤
)s

+ S (v) ·
(
∇φ⊤

j ∇u⊤)s − (S (u) ·E (v))∇ ·φj ,

(9.12.33)

S (υ̂j)
(
∇v⊤

)⊤
=
{(

∇φ⊤
j

)⊤
S (u) +C

(
∇φ⊤

j ∇u⊤)s −∇ ·φjS (u)
}(

∇v⊤
)⊤

(9.12.34)

S (v)
(
∇υ̂⊤

j

)⊤
= ∇v⊤S (u)∇φ⊤

j + S (v)
(
∇u⊤)⊤ {(∇φ⊤

j

)⊤ −∇ ·φj

}
(9.12.35)

が得られる．式 (9.12.31) に式 (9.12.33) から式 (9.12.35) を代入する．このとき，

L0ϕ′u (ϕ,u,v0) [φ1, υ̂2]

=

∫
Ω(ϕ)

[{((
∇φ⊤

2

)⊤
S (u) +C

(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)s −∇ ·φ2S (u)
) (

∇v⊤0
)⊤

+∇v⊤0 S (u)∇φ⊤
2 + S (v0)

(
∇u⊤)⊤ ((∇φ⊤

2

)⊤ −∇ ·φ2

)}
·∇φ⊤

1

−
{
S (u) ·

(
∇φ⊤

2 ∇v⊤0
)s

+ S (v0) ·
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)s
− (S (u) ·E (v0))∇ ·φ2

}
∇ ·φ1

]
dx (9.12.36)

となる．同様に，式 (9.12.26) の右辺第 3項は，式 (9.12.36) において φ1 と φ2 を
いれかえたものとなる．式 (9.12.26) の右辺第 4項はゼロとなる．
以上の結果をまとめれば，f̃0 の 2階形状微分は，

h0 (ϕ,u,u) [φ1,φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
2S (u) ·E (u) (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

+
(
S (u)

(
∇u⊤)⊤) · {∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 +∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 +∇φ⊤

2

(
∇φ⊤

1

)⊤
+∇φ⊤

1

(
∇φ⊤

2

)⊤
− 4∇φ⊤

2 ∇ ·φ1 − 4∇φ⊤
1 ∇ ·φ2

}]
dx (9.12.37)

となる．
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一方，f1 (ϕ) の 2階形状微分は，任意の φ1 ∈ Y と φ2 ∈ Y に対して，

h1 (ϕ) [φ1,φ2] = (f ′1)
′
(ϕ) + ⟨g1 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩ = 0 (9.12.38)

となる．ここで，式 (9.3.11) が使われた．

Lagrange 乗数法による評価関数の 2階形状微分

Lagrange 乗数法を用いて平均コンプライアンス f0 の 2階形状微分を求める場合
には，次のようになる．式 (9.12.19) の f̃ ′0 (ϕ) [φ1] = ⟨g0,φ1⟩ に対する Lagrange

関数を

LI0 (ϕ,u,w0) = ⟨g0,φ1⟩+ LS (ϕ,u,w0) (9.12.39)

とおく．ここで，LS は式 (9.12.9) で与えられる．w0 ∈ U は，g0 が u の関数であ
るために用意された随伴変数である．ϑ1 は LI0 においては定ベクトルとみなす．
(ϕ,u,w0) の任意変動 (φ2, û, ŵ0) ∈ D × U2 に対する LI0 の Fréchet 微分は，
式 (9.1.6) を考慮して，

L ′
I0 (ϕ,u,w0) [φ2, û, ŵ0]

= LI0ϕ′ (ϕ,u,w0) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩+ LI0u (ϕ,u,w0) [û]

+ LI0w0
(ϕ,u,w0) [ŵ0] (9.12.40)

となる．式 (9.12.40) の右辺第 4項は，u が状態決定問題の解ならばゼロとなる．
また，式 (9.12.40) の右辺第 3項は，

LI0u (ϕ,u,w0) [û]

=

∫
Ω(ϕ)

[
2
{
C
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)s

+
((

∇φ⊤
1

)⊤ −∇ ·φ1

)
S (v0)

}
·∇û⊤

+ 2 (∇ ·φ1) b · û− S (w0) ·E (û)
]
dx

+

∫
Γp(ϕ)

(∇ ·φ1)τ pN · û dγ (9.12.41)

となる．ただし，命題 9.3.7 を用いた．そこで，任意の û ∈ U に対して式 (9.12.41)

がゼロとなる条件は， w0 を次の随伴問題の解とおくことと同値である．

問題 9.12.3 (⟨g0,φ1⟩ に対する w0 の随伴問題) 問題 9.12.1 の仮定のもとで，
φ1 ∈ Y が与えられたとき，

−∇⊤S (w0) = −2∇⊤
{
C
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)s

+
((

∇φ⊤
1

)⊤ −∇ ·φ1

)
S (v0)

}
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+ 2b⊤ (∇ ·φ1) in Ω (ϕ) ,

S (w0)ν = (∇ ·φ1)τ pN on Γp (ϕ) ,

S (w0)ν = 0Rd on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) ,

w0 = 0Rd on ΓD

を満たす w0 = w0 (φ1) ∈ U を求めよ． □

さらに，式 (9.12.40) の右辺第 1項と第 2項は，任意の φ1 ∈ Y に対して，

LI0ϕ′ (ϕ,u,v0,w0 (φ1) , z0 (φ1)) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=
(
L0ϕ′

)
ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ1,φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

+ LSϕ′ (ϕ,u,w0) [φ2] (9.12.42)

となる．式 (9.12.42) の右辺第 1項と第 2項は，式 (9.12.30) で与えられる．第 3

項は，

LSϕ′ (ϕ,u,w0) [φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

{
S (u) ·

(
∇φ⊤

2 ∇w⊤
0

)s
+ S (w0) ·

(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)s
+ (b ·w0 − S (u) ·E (w0))∇ ·φ2

}
dx

+

∫
Γp(ϕ)

{pN · u (∇ ·φ1)τ + pN ·w0 (φ1) (φ1)} (∇ ·φ2)τ dγ

となる．
そこで，u と w0 (φ1) はそれぞれ問題 9.12.1 と問題 9.12.3 の弱解であるとする．
このときの f0 (ϕ,u) を f̃0 (ϕ) とかくことにすれば，

LI0ϕ′ (ϕ,ϕ1,u,w0 (φ1)) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

= f̃ ′′0 (ϕ) [φ1,φ2] = ⟨gH0 (ϕ,φ1) ,φ2⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[
−2
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)s · (C (∇φ⊤
1 ∇u⊤)s)

− 2
{
S (u)

(
∇u⊤)⊤} ·

(
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2

)
+
{
S (u)

(
∇w⊤

0 (φ1)
)⊤

+ S (w0 (φ1))
(
∇u⊤)⊤} ·∇φ⊤

2

− {S (u) ·E (w0 (φ1))− b ·w0 (φ1)}∇ ·φ2

]
dx

+

∫
Γp(ϕ)

2pN · (u+w0 (φ1)) (∇ ·φ1)τ (∇ ·φ2)τ dγ (9.12.43)
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となる．ここで，gH0 は平均コンプライアンスの Hesse 勾配である．
なお，b = 0Rd と仮定 9.8.3 の (3) を仮定すれば，問題 9.12.3 の解 w0 について，

S (w0) = 2
{
C
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)s

+
((

∇φ⊤
1

)s −∇ ·φ1

)
S (v0)

}
, (9.12.44)

S (u) ·E (w0) = E (u) · S (w0) , (9.12.45)

S (u)
(
∇w⊤

0

)⊤ ·∇φ⊤
2 = S (u) ·

(
∇φ⊤

2 ∇w⊤
0

)s
=
(
∇φ⊤

j

)⊤
S (u) ·E (w0)

=
(
∇φ⊤

j

)⊤
E (u) · S (w0) (9.12.46)

が成り立つ．ここで，

S (u) ·
(
∇φ⊤

j ∇v⊤0
)s

=
(
∇φ⊤

j

)⊤
S (u) ·E (v0)

の関係が使われた．実際，式 (9.12.34) から得られる S (υ̂j) と E (v) の内積と
式 (9.12.33) が等しいことから，この関係が得られる．式 (9.12.44) から式 (9.12.46)

を式 (9.12.43) に代入し，h0 (ϕ,u,v0) [φ1,φ2] = h0 (ϕ,u,v0) [φ2,φ1] が成り立つ
ことを用いれば，式 (9.12.43) は式 (9.12.37) と一致することが確かめられる．

関数の形状偏微分公式を用いた形状微分

今度は，関数の形状偏微分公式を用いて，f0 の形状微分を求めてみよう．ここで
は，b, pN, uD および C は空間固定の関数であると仮定する．また，u と v0 は
qR > d に対して W 2,2qR

(
D;Rd

) に入るような条件が満たされていると仮定する．
これらの仮定の下で，L0 (ϕ,u,v0) の Fréchet 微分は，任意の (φ, û, v̂0) ∈ X ×

U × U に対して，

L ′
0 (ϕ,u,v0) [φ, û, v̂0] = L0ϕ∗ (ϕ,u,v0) [φ] + L0u (ϕ,u,v0) [û]

+ L0v0 (ϕ,u,v0) [v̂0] (9.12.47)

のようにかかれる．ただし，式 (9.3.21) と式 (9.3.27) の表記法に従うものとする．
以下で各項について考察する．
式 (9.12.47) の右辺第 3項は，式 (9.12.14) と同じ式となる．そこで，u が状態
決定問題の弱解ならば，その項はゼロとなる．また，式 (9.12.47) の右辺第 2項は，
式 (9.12.15) と一致する．そこで，自己随伴関係 (式 (9.12.16)) が成り立つとき，そ
の項はゼロとなる．
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さらに，式 (9.12.47) の右辺第 1項は，命題 9.3.10 の結果を表した式 (9.3.21) と，
命題 9.3.13 の結果を表した式 (9.3.27) の公式より，

L0ϕ∗ (ϕ,u,v0) [φ]

=

∫
∂Ω(ϕ)

{−S (u) ·E (v0) + b · (u+ v0)}ν ·φ dγ

+

∫
Γp(ϕ)

(∂ν + κ) {pN · (u+ v0)}ν ·φ dγ

+

∫
∂Γp(ϕ)∪Θ(ϕ)

{pN · (u+ v0)} τ ·φ dς

+

∫
ΓD(ϕ)

[
{(u− uD) · w̄ (φ,v0) + (v0 − uD) · w̄ (φ,u)}

+ {(u− uD) · (S (v0)ν) + (v0 − uD) · (S (u)ν)} (∇ ·φ)τ
+ (∂ν + κ) {(u− uD) · (S (v0)ν) + (v0 − uD) · (S (u)ν)}ν ·φ

]
dγ

+

∫
∂ΓD(ϕ)∪Θ(ϕ)

{
(u− uD) · (S (v0)ν)

+ (v0 − uD) · (S (u)ν)
}
τ ·φdς

となる．ただし，(ν ·∇)u =
(
∇u⊤)⊤ ν を ∂νu とかくことにする．また，

w̄ (φ,u) = −S (u)

 ∑
i∈{1,...,d−1}

{
τ i ·

(
∇φ⊤ν

)}
τ i


+ (ν ·φ)

(
∇⊤S (u)

)⊤
(9.12.48)

とおいた．(∇ ·φ)τ は式 (9.2.6) に従う．
以上の結果をふまえて，u は問題 9.12.1 の弱解で，自己随伴関係 (式 (9.12.16))

が成り立つことを仮定する．このとき，問題 9.12.1 の Dirichlet 条件が成り立つこ
とを考慮して，式 (9.12.48) は，f̃0 に対して式 (7.5.15) の表記を用いて

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = L0ϕ∗ (ϕ,u,v0) [φ] = ⟨ḡ0,φ⟩

=

∫
∂Ω(ϕ)

ḡ∂Ω0 ·φ dγ +

∫
Γp(ϕ)

ḡp0 ·φ dγ

+

∫
∂Γp(ϕ)∪Θ(ϕ)

ḡ∂p0 ·φ dς +

∫
ΓD(ϕ)

ḡD0 ·φ dγ (9.12.49)

のようにかかれる．ここで，

ḡ∂Ω0 = (−S (u) ·E (u) + 2b · u)ν (9.12.50)
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ḡp0 = 2 (∂ν + κ) (pN · u)ν (9.12.51)

ḡ∂p0 = 2 (pN · u) τ , (9.12.52)

ḡD0 = 2 {∂ν (u− uD) · (S (u)ν)}ν (9.12.53)

となる．さらに，同次 Dirichlet 境界上では，法線方向のみにひずみ成分があり，

∂νu = E (u)ν (9.12.54)

となる．そこで，式 (9.12.53) は

ḡD0 = 2 {(E (u)ν) · (S (u)ν)}ν = 2 (E (u) · S (u))ν (9.12.55)

とかける．このとき，同次 Dirichlet 境界と同次 Neumann 境界において ḡ0 を並べ
れば

ḡ0 = (−S (u) ·E (u) + 2b · u)ν on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) , (9.12.56)

ḡ0 = (S (u) ·E (u) + 2b · u)ν on ΓD (ϕ) (9.12.57)

となる．この結果より，ひずみエネルギー密度 S (u)·E (u) /2の符号が同次 Dirichlet

境界と同次 Neumann 境界ではいれかわることがわかる．
以上の結果から，式 (9.12.49) の ḡ0 が入る関数空間について，定理 9.8.6 と同様
の結果が得られる．
一方，f1 (ϕ) の形状微分は，状態決定問題の解が使われていないことから，命題

9.3.9 において，u = 1 とおくことによって，

f ′1 (ϕ) [φ] = ⟨ḡ1,φ⟩ =
∫
∂Ω(ϕ)

ḡ∂Ω1 ·φ dγ (9.12.58)

となる．ここで，

ḡ∂Ω1 = ν (9.12.59)

となる．

9.12.4 段つき 1次元線形弾性体の最適設計問題との関係
d ∈ {2, 3} 次元線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題 (問題 9.12.2) 対し
て得られた評価関数の形状微分と，第１章でみてきた段つき 1次元線形弾性体の平
均コンプライアンス最小化問題 (問題 1.1.4) 対して得られた評価関数の断面積微分
との関係について考えてみよう．表 9.2 には，線形空間などの対応が示されている．
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表 9.2: 断面積最適化問題と形状最適化問題の対応
比較項目 断面積最適化問題 形状最適化問題
設計変数 ∈ 線形空間 X a ∈ R2 ϕ ∈ H1

(
D;Rd

)
状態変数 ∈ 線形空間 U u ∈ R2 u ∈ H1

(
D;Rd

)
状態決定問題 for all v ∈ U LS (a,u,v) = 0 LS (ϕ,u,v) = 0

目的関数 f0 p · u l̂ (ϕ) (u)
制約関数 f1 体積制約式 領域の大きさ制約式
評価関数の勾配 ∈ X ′ gi ∈ R2 gi, ḡi ∈ H1′ (D;Rd

)
勾配法 for all z ∈ X ygi ·Az = −g · z a

(
φgi,z

)
= −⟨gi,z⟩

問題 1.1.4 では体積力と既知変位は使われていなかった．その仮定を問題 9.12.2

に適用すれば，目的関数を

f0 (ϕ,u) = l̂ (ϕ) (u) =

∫
Γp(ϕ)

pN · u dγ =
∑

i∈{1,2}

∫
Γi

pi
ai
ui dγ (9.12.60)

とおいたことに対応する．ただし，i ∈ {1, 2} に対して pi, ui, ai はそれぞれ問題
1.1.4 の定義に従う．また，問題 1.1.4 では，断面積の変動に対して，外力 p1 と p2

は固定されていた．すなわち， p1 と p2 は境界測度共変 (定義 9.4.4) を仮定してい
たことになる．このとき，断面積変化に対する形状微分 f0ϕ (ϕ,u) [φ] は 0 となる．
そこで，式 (9.12.60) で定義された f0 の形状微分は

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = ⟨g0,φ⟩ =
∑

i∈{1,2}

∫ l

0

{
GΩ0i ·

(
∇φ⊤

i

)
+ gΩ0i∇ ·φi

}
ai dx

(9.12.61)

となる．ここで，段つき 1次元線形弾性体の断面は，奥行が単位長さの長方形であ
ると仮定する．x 座標を x1 座標，高さ方向を x2 座標とみなし，i ∈ {1, 2} に対し
て，ai は断面を表し，bi はその変動を表すことにする．また，σ1, ε1, σ2, ε2 はそ
れぞれ σ (u1), ε (u1), σ (u2 − u1), ε (u2 − u1) を表すものとする．このとき，

GΩ0i = 2S (u)
(
∇u⊤)⊤ = 2

(
σi 0

0 0

)(
εi 0

0 0

)
= 2

(
σiεi 0

0 0

)
,

gΩ0i = −S (u) ·E (u) = −

(
σi 0

0 0

)
·

(
εi 0

0 0

)
= −σiεi,

∇φ⊤
i =

(
0 0

0 bi/ai

)
, ∇ ·φi = (∇ ·φi)τ =

bi
ai
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となる．これらの関係を用いれば，

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = ⟨g0,φ⟩ = l

(
−σ1ε1
−σ2ε2

)
·

(
b1

b2

)
= g0 · b (9.12.62)

となる．式 (9.12.62) の右辺の g0 は，式 (1.1.28) の断面積勾配と一致する．
また，f1 (ϕ) の形状微分は，

f ′1 (ϕ) [φ] =
∑

i∈{1,2}

⟨g1,φ⟩ =
∫ l

0

(∇ ·φi) ai dx

= l

(
1

1

)
·

(
b1

b2

)
= g1 · b (9.12.63)

となる．式 (9.12.63) 右辺の g1 は，式 (1.1.17) の断面積勾配と一致する．
さらに，式 (9.12.60) で定義された f0 の Hesse 形式は次のようにして得られる．

j ∈ {1, 2} に対して，

∇φ⊤
ji =

(
0 0

0
bji
ai

)
, ∇ ·φji =

bji
ai
,

E (u) =

(
εi 0

0 0

)
, S (u) =

(
σi 0

0 0

)

となる．式 (9.12.61) 右辺第 1項の形状微分は式 (9.12.37) によって計算される．そ
こで，

h0 (ϕ,u,v0) [φ1,φ2]

=
∑

i∈{1,2}

∫ l

0

[
2S (u) ·E (u) (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

+
(
S (u)

(
∇u⊤)⊤) · {∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 +∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 +∇φ⊤

2

(
∇φ⊤

1

)⊤
+∇φ⊤

1

(
∇φ⊤

2

)⊤ − 4∇φ⊤
2 ∇ ·φ1 − 4∇φ⊤

1 ∇ ·φ2

}]
ai dx

=

(
b11

b12

)
·

(
2l

(
σ1ε1
a1

0

0 σ2ε2
a2

)(
b21

b22

))
= b1 · (H0b2) (9.12.64)

となる．式 (9.12.64) 右辺の H0 は，式 (1.1.29) の Hesse 勾配と一致する．
これらの比較に基づけば，問題 9.12.2 の最小点に対するイメージは，例題 1.1.7

の図 1.4を参考にして，図 9.16 のようになっていると考えられる．
図 9.17 と図 9.18 は，それぞれ f̃0 と f1 が減少するような領域変動 φg0 と φg1

を求める H1 勾配法のイメージを示す．図 9.19 は，領域の大きさ制約を満たすよう
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図 9.16: 平均コンプライアンス最小化問題 (問題 9.12.2) に対する最小点 ϕ のイ
メージ

図 9.17: f̃0 に対する H1 勾配法のイメージ

な Lagrange 乗数 λ1 のイメージを示す．これらの図において，Ω(ϕ) では領域の大
きさ制約は満たされているが最小点ではないと仮定されている．図 9.19 の探索方向
φg = φg0 + λ1φg1 は，図 9.18 の g1 と直交している．すなわち，探索方向は制約
を満たす方向を向いている．実際，制約つき問題に対する勾配法において Lagrange

乗数を決定する式 (9.10.3) は，問題 9.12.2 のとき

λ1 = −
〈
g1,φg0

〉〈
g1,φg1

〉 (9.12.65)

となり，〈
g1,φg0 + λ1(k+1)φg1

〉
= 0 (9.12.66)
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図 9.18: f1 に対する H1 勾配法のイメージ

図 9.19: Lagrange 乗数 λ1 のイメージ

とかけるからである．

9.12.5 数値例
数値例を示そう．図 9.20 から図 9.22 には，2次元線形弾性体のコートがけ問題と
よばれる境界条件に対する平均コンプライアンス最小化の結果が示されている．図
9.20 (a) には初期形状と状態決定問題の境界条件が示されている．領域変動に対す
る境界条件は，式 (9.1.1) において Ω̄C0 = ΓD0 ∪ Γp0 のように仮定された．ただし，
接線方向にはうごけるものと仮定された．その際，pN は境界測度共変であると仮定
された．プログラムは，文献 [71] の例 37を参考にして，有限要素法プログラミング
言語 FreeFem (http://www.freefem.org/ff++/) [34] でかかれている．線形弾性
問題と H1 勾配法あるいは H1 Newton 法の有限要素法解析では三角形 2次要素が
使われた．また，H1 Newton 法を用いた場合には，kN = 120 から H1 Newton 法
が開始された．式 (9.10.1) の ca，kN，式 (9.9.3) の cΩ，式 (9.9.17) の cΩ1 と cΩ0，
式 (9.10.8) の ch および適合メッシュの誤差レベルを決めるパラメータ (errelas) の
決め方によって結果は変化する．詳細はプログラムにゆずる4．

4講義資料 FreeFEM_program_chap_9.zip

http://www.freefem.org/ff++/
FreeFEM_program_chap_9.zip
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(a) 初期形状と境界条件 (b) H1 勾配法 (ḡL )

(c) H1 勾配法 (gL ) (d) H1 Newton 法 (h0, gL ) (e) H1 Newton 法
(gH0, gL )

図 9.20: 平均コンプライアンス最小化問題に対する数値例: 形状 (k = 200)

図 9.20 (b) から (d) は 4つの方法 (境界積分型の ḡL = ḡ0 + λ1ḡ1 を用いた H1

勾配法，領域積分型の gL = g0 + λ1g1 を用いた H1 勾配法，hL = h0 + λ1h1 と
gL を用いた H1 Newton 法，gH0, h1 と gL を用いた H1 Newton 法) で得られた
形状の結果を示す．
図 9.21 (a)は，初期形状のときの f0 を表す f0init と初期形状のときの体積に設定さ
れた c1 で規準化された評価関数 f0/f0init と 1+f1/c1 の繰返し数 k に対する変化を
示している．図 9.21 (b)は，それらの評価関数を，X 上の探索距離∑k−1

i=0

∥∥∥φg(i)

∥∥∥
Xに対して示している．図 9.21 (c) と (d) は，探索経路に沿って観測したときの f0 の

勾配 (すなわち Lagrange 関数 L = L0 +λ1f1 の勾配)
〈
gL ,φg(k)

〉
/
∥∥∥φg(k)

∥∥∥
X
の

変化をそれぞれ繰返し数と探索距離に対して示している．さらに，図 9.21 (e) と (f)

は，探索経路に沿って観測したときの f0 の 2階微分 h0

[
φg(k),φg(k)

]
/
∥∥∥φg(k)

∥∥∥2
X

(Hesse 勾配を用いた Newton 法の場合は
〈
gH0,φg(k)

〉
/
∥∥∥φg(k)

∥∥∥2
X
) の変化をそれ

ぞれ繰返し数と探索距離に対して示している．ただし，i 回目の探索ベクトルのノ
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(a) 評価関数 (b) 評価関数 (探索距離)

(c) f0 の探索経路上勾配 (d) f0 の探索経路上勾配 (探索距離)

(e) f0 の探索経路上 2階微分 (f) f0 の探索経路上 2階微分 (探索距離)

図 9.21: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例: 評価関数と探索経路に沿った
評価関数の勾配と 2階微分 (ḡL : ḡL を用いた H1 勾配法，gL : gL を用いた H1

勾配法，h0, gL : H1 Newton 法，gH0, gL : Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法)
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(a) 収束履歴 (b) (k − 1) 回目対 k 回目の関係

図 9.22: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例: 近似最小点 ϕ∗ からの距
離
∥∥∥ϕ(k) − ϕ

∗
∥∥∥
X

(ḡL : ḡL を用いた H1 勾配法，gL : gL を用いた H1 勾配法，
h0, gL : H1 Newton 法，gH0, gL : Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法)

ルムを
∥∥∥φg(i)

∥∥∥
X

=

(∫
Ω(ϕ)

{(
∇φ⊤

g(i)

)
·
(
∇φ⊤

g(i)

)
+φg(i) ·φg(i)

}
dx

)1/2

(9.12.67)

と定義した．PC を用いたときの k = 200 までの計算時間は，境界積分型 H1 勾配
法，領域積分型 H1 勾配法，H1 Newton 法，Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法に
対して，それぞれ 24.443, 37.132, 46.026, 59.312 sec であった．
これらの結果について，説明と考察を加えたい．図 9.21 (a) は，H1 勾配法よりも

H1 Newton 法を使うことによって，繰返し数 k に対して評価関数の収束が早まった
ようにみえる．しかしながら，実際は，H1 Newton 法に切り替えた際に式 (9.9.17)

の cΩ1 と cΩ0 を数値不安定現象が現れない程度に小さな値に置き換えている．そ
の結果，ステップサイズが大きくなり，収束が早くなったと考えられる．この問題
においては，H1 Newton 法のプログラムにおいて ch を 0 とおいた計算 (すなわち
H1 勾配法) を行うと，H1 Newton 法のときよりも収束がはやくなる．その理由は，
hL の項がないことによって，ステップサイズが大きくなるためであると考えられ
る．一般的には，ステップサイズを大きくとると H1 Newton 法では計算可能であ
るが，H1 勾配法では計算が破綻する傾向が観察される．また，最小点近傍の様子
は，図 9.21 の (d) と (f) より観察される．これらのグラフより，探索経路に沿った
f0 の 2階微分は正値をとり，局所最小点になっていることが確認される．
さらに，図 9.22 (a) には，H1 Newton 法の繰返し数を指定された値よりもおお
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図 9.23: Stokes 流れ場に対する初期領域 Ω0 ⊂ Rd と領域変動 (変位) ϕ

きくとったときの ϕ の数値解を近似最小点 ϕ∗ とみなして，4つの方法で得られた
ϕ∗ からの距離

∥∥∥ϕ(k) − ϕ
∗
∥∥∥
X
を繰返し数 k に対して示している．この図から，H1

Newton 法や Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法の結果は，収束次数が 1次以上で
あることが確認される．しかしながら，繰返し数 (k−1)回目に対して k 回目の距離∥∥∥ϕ(k) − ϕ

∗
∥∥∥
X
をプロットした図 9.22 (b) (このグラフの勾配は，式 (3.8.13) を使っ

て説明されたように，収束次数を表す) より，H1 Newton 法の収束次数は，1次よ
りは大きいが，2次にはなっていないことが確認される．その理由として考えられ
ることは，8.9.6 項の最後でもかいたように，H1 Newton 法において，式 (9.9.16)

左辺の強圧性と正則性を補うために，本来の Hesse 形式に X 上の双 1次形式 aX

を追加したために，H1 Newton 法は本来の Newton 法とは異なる構造になってい
たためであると考えられる．

9.13 Stokes 流れ場の形状最適化問題
流れ場への応用例として，Stokes 流れ場の平均流れ抵抗最小化問題をとりあげて，
評価関数の形状微分を求める過程をみてみよう．初期領域 Ω0 のイメージを図 9.23

に示す．領域変動に対する線形空間 X とその許容集合 D は 9.1 節のように定義さ
れているものとする．

9.13.1 状態決定問題
状態決定問題として Stokes 問題を考えよう．ここでは，問題 5.5.1 で使われた記
号に加えて，形状最適化問題のために Stokes 問題を次のようにかきなおす．ここで
も，解の一意存在が保証されるように，ϕ ∈ D に対して，∂Ω(ϕ) を Dirichlet 境界
として，uD : ∂Ω(ϕ) → Rd を既知の流速とする．詳しい条件については，あとの
式 (9.13.5) と式 (9.13.6) で示される．µ を粘性係数を表す正定数とする．のちに示
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される状態決定問題の解である流速 u に対して，u− uD を ũ とかく．このとき，
ũ が入る Hilbert 空間と許容集合をそれぞれ

U =
{
u ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣ u = 0Rd on ∂Ω(ϕ)
}
, (9.13.1)

S = U ∩W 2,4
(
D;Rd

)
(9.13.2)

とおく．また，圧力 p が入る実 Hilbert 空間と許容集合をそれぞれ

P =

{
q ∈ L2 (D;R)

∣∣∣∣∣
∫
Ω(ϕ)

q dx = 0

}
, (9.13.3)

Q = P ∩W 1,4 (D;R) (9.13.4)

とおく．既知関数に関しては，仮定 9.5.1 に対応して，

b ∈ C1
S′

(
B;W 1,4

(
D;Rd

))
, uD ∈ C1

S′

(
B;Udiv ∩W 2,4

(
D;Rd

))
(9.13.5)

で，かつ物質固定を仮定する．また，仮定 9.5.2 に対応して，

b ∈ C1
S∗

(
B;W 1,2qR

(
D;Rd

))
, uD ∈ C1

S∗

(
B;Udiv ∩W 2,2qR

(
D;Rd

))
(9.13.6)

で，かつ空間固定を仮定する．ただし，

Udiv =
{
u ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣ ∇ · u = 0 in Rd
}

とする．また，qR > d とする．
ここでも，(ν ·∇)u =

(
∇u⊤)⊤ ν を ∂νu とかくことにする．このとき，状態決

定問題を次のように定義する．

問題 9.13.1 (Stokes 問題) ϕ ∈ D に対して b, uD および µ が与えられたとき，

−∇⊤ (µ∇u⊤)+∇⊤p = b⊤ (ϕ) in Ω (ϕ) ,

∇ · u = 0 in Ω (ϕ) ,

u = uD (ϕ) on ∂Ω(ϕ) ,∫
Ω(ϕ)

pdx = 0

を満たす (u, p) : Ω (ϕ) → Rd+1 を求めよ． □

あとのために，Stokes 問題の弱形式 (問題 5.5.2) と Dirichlet 境界条件を参照し
て，問題 9.13.1 に対する Lagrange 関数を

LS (ϕ,u, p,v, q)
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=

∫
Ω(ϕ)

{
−µ∇u⊤ ·

(
∇v⊤

)
+ p∇ · v + q∇ · u+ b · v

}
dx

+

∫
∂Ω(ϕ)

{(u− uD) · (µ∂νv − qν) + v · (µ∂νu− pν)} dγ (9.13.7)

とおく．ただし，(u, p)は問題 9.13.1の解とはかぎらないとする．(v, q)は Lagrange

乗数として導入された U × P の要素とする．(u, p) が問題 9.13.1 の解のとき，任
意の (v, q) ∈ U × P に対して，

LS (ϕ,u, p,v, q) = 0

が成り立つ．この式は，問題 9.13.1 の弱形式と同値である．

9.13.2 平均流れ抵抗最小化問題
形状最適化問題を定義しよう．評価関数を次のように定義する．問題 9.13.1 の解

(u, p) に対して，

f0 (ϕ,u, p) = −
∫
Ω(ϕ)

b · udx+

∫
∂Ω(ϕ)

uD · (µ∂νu− pν) dγ (9.13.8)

を平均流れ抵抗とよぶ．その理由は 8.10.2 項で説明されたとおりである．また，

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− c1 (9.13.9)

を領域の大きさ制約に対する評価関数とよぶ．ただし，c1 は，ある ϕ ∈ D に対し
て f1 (ϕ) ≤ 0 が成り立つような正定数とする．
平均流れ抵抗最小化問題を次のように定義する．

問題 9.13.2 (平均流れ抵抗最小化問題) D, S および Q をそれぞれ式 (9.1.3),

式 (9.13.2) および 式 (9.13.4) とする．f0 と f1 をそれぞれ式 (9.13.8) と式 (9.13.9)

とする．このとき，

min
(ϕ,u−uD,p)∈D×S×Q

{f0 (ϕ,u, p) | f1 (ϕ) ≤ 0, 問題 9.13.1}

を満たす Ω(ϕ) を求めよ． □

9.13.3 評価関数の形状微分
f1 (ϕ) の形状微分はすでに式 (9.12.24) あるいは式 (9.12.58) で得られている．そ
こで，f0 (ϕ,u, p) の形状微分のみを求めることにする．ここでも，関数の形状微分
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公式を用いる場合と関数の形状偏微分公式を用いる場合に分けてみていくことにし
よう．関数の形状微分公式を用いる場合には，2階形状微分までを求めてみる．そ
れらのための準備として，f0 (ϕ,u) の Lagrange 関数を

L0 (ϕ,u, p,v0, q0)

= f0 (ϕ,u, p)− LS (ϕ,u, p,v, q)

=

∫
Ω(ϕ)

{
µ∇u⊤ ·∇v⊤0 − p∇ · v0 − b · (v0 + u)− q0∇ · u

}
dx

−
∫
∂Ω(ϕ)

{(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν) + (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)}dγ

(9.13.10)

とおく．ここで，LS は式 (9.13.7) で定義された状態決定問題の Lagrange 関数で
ある．また，(v0, q0) は f0 のために用意された状態決定問題に対する Lagrange 乗
数で，(v0 − uD, q0) が U × P の要素であると仮定する．

関数の形状微分公式を用いた形状微分

関数の形状微分公式を用いる場合には，次のようになる．ここでは，b と uD は
物質固定であると仮定する．
このとき，L0 の Fréchet 微分は，任意の (φ, û, p̂, v̂0, q̂0) ∈ X × (U × P )

2 に対
して，

L ′
0 (ϕ,u, p,v0, q0) [φ, û, p̂, v̂0, q̂0]

= L0ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ] + L0up (ϕ,u, p,v0, q0) [û, p̂]

+ L0v0q0 (ϕ,u, p,v0, q0) [v̂0, q̂0] (9.13.11)

とかける．ただし，式 (9.3.5) と式 (9.3.15) の表記法に従うものとする．以下で各
項について考察する．
式 (9.13.11) の右辺第 3項は，

L0v0q0 (ϕ,u, p,v0, q0) [v̂0, q̂0] = −LSv0,q0 (ϕ,u, p,v0, q0) [v̂0, q̂0]

= −LS (ϕ,u, p, v̂0, q̂0) (9.13.12)

となる．式 (9.13.12) は状態決定問題 (問題 9.13.1) の Lagrange 関数になっている．
そこで，(u, p) が状態決定問題の弱解ならば，式 (9.13.11) の右辺第 3項はゼロと
なる．
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また，式 (9.13.11) の右辺第 2項は，(u, p) の任意の変動 (û, p̂) ∈ U × P に対
して，

L0up (ϕ,u, p,v0, q0) [û, p̂]

=

∫
Ω(ϕ)

{
µ
(
∇u′⊤) ·∇v⊤0 − p̂∇ · v0 − b · û− q0∇ · û

}
dx

−
∫
∂Ω(ϕ)

{û · (µ∂νv0 − q0ν) + (v0 − uD) · (µ∂νû− p̂ν)}dγ

= −LS (ϕ,v0, q0, û, p̂) (9.13.13)

となる．そこで，自己随伴関係

(u, p) = (v0, q0) (9.13.14)

が成り立つとき，式 (9.13.11) の右辺第 2項はゼロとなる．
さらに，式 (9.13.11) の右辺第 1項は，命題 9.3.4 の結果を表した式 (9.3.5) と，
命題 9.3.7 の結果を表した式 (9.3.15) の公式より，

L0ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

[
−µ∇u⊤ ·

(
∇φ⊤∇v⊤0

)
− µ∇v⊤0 ·

(
∇φ⊤∇u⊤)

+ p
(
∇φ⊤∇

)
· v0 + q0

(
∇φ⊤∇

)
· u

+
{
µ∇u⊤ ·∇v⊤0 − p∇ · v0 − q0∇ · u− b · (u+ v0)

}
∇ ·φ

]
dx

−
∫
∂Ω(ϕ)

[
{(u− uD) ·w (φ,v0, q0) + (v0 − uD) ·w (φ,u, p)}

+
{
(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν)

+ (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)
}
(∇ ·φ)τ

]
dγ

となる．ただし，

w (φ,u, p)

=
{(
µ∇u⊤)⊤ − pI

}[{
ν ·
(
∇φ⊤ν

)}
ν −

{
∇φ⊤ +

(
∇φ⊤)⊤}ν]

(9.13.15)

とおいた．(∇ ·φ)τ は式 (9.2.6) に従う．I は d 次の単位行列を表す．さらに，(
∇φ⊤∇

)
· v0 =

(
∇v⊤0

)⊤ ·∇φ⊤ = I ·
(
∇φ⊤∇v⊤0

)
(9.13.16)

が成り立つことを使えば，

L0ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ]
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=

∫
Ω(ϕ)

[
−
(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤∇v⊤0

)
−
(
µ∇v⊤0 − q0I

)
·
(
∇φ⊤∇u⊤)

+
{(
µ∇u⊤ − pI

)
·∇v⊤0 − q0∇ · u− b · (u+ v0)

}
∇ ·φ

]
dx

−
∫
∂Ω(ϕ)

[
{(u− uD) ·w (φ,v0, q0) + (v0 − uD) ·w (φ,u, p)}

+
{
(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν)

+ (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)
}
(∇ ·φ)τ

]
dγ (9.13.17)

となる．
以上の結果をふまえて， (u, p)が問題 9.13.1の弱解で自己随伴関係 (式 (9.13.14))

が成り立つと仮定する．このとき，問題 9.13.1 の Dirichlet 条件と連続の式が成り
立つことから，f̃0 に対して式 (7.5.15) の表記を用いて，

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = L0ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ] = ⟨g0,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)

(
GΩ0 ·∇φ⊤ + gΩ0∇ ·φ

)
dx (9.13.18)

のようにかかれる．ここで，

GΩ0 = −2
(
µ∇u⊤ − pI

) (
∇u⊤)⊤ , (9.13.19)

gΩ0 = µ∇u⊤ ·∇u⊤ − 2b · u (9.13.20)

となる．
以上の結果から，式 (9.13.18) の g0 について定理 9.8.2 と同様の結果が得られる．

関数の形状微分公式を用いた 2階形状微分

さらに，平均流れ抵抗 f0 の 2階形状微分を求めてみよう．ここでは，関数の形
状微分公式を用いて，9.8.2 項で示された手続きに沿ってみていくことにする．
仮定 9.8.3 の (1) に対応して，ここでは，b = 0Rd を仮定する．仮定 9.8.3 の (2)

に対応する関係はここでは満たされている．また，仮定 9.8.3 の (3) は不要である．
f0 の Lagrange 関数 L0 は式 (9.13.10) によって定義されている． (ϕ,u, p) を設
計変数とみなし，その許容集合と許容方向集合を

S = {(ϕ,u, p) ∈ D × S ×Q | LS (ϕ,u, p,v, q) = 0 for all (v, q) ∈ U × P } ,

TS (ϕ,u, p) = { (φ, υ̂, π̂) ∈ X × U × P |

LSϕup (ϕ,u, p,v, q) [φ, υ̂, π̂] = 0 for all (v, q) ∈ U × P}
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とおく．このとき，(ϕ,u, p) ∈ S の任意変動 (φ1, υ̂1, π̂1) , (φ2, υ̂2, π̂2) ∈ TS (ϕ,u, p)

に対する L0 の 2階 Fréchet 偏微分は，式 (9.1.6) を考慮して，

L0(ϕ′,u,p)(ϕ′,u,p) (ϕ,u, p,v0, q0) [(φ1, υ̂1, π̂1) , (φ2, υ̂2, π̂2)]

=
(
L0(ϕ′,u,p)

)
(ϕ′,u,p)

(ϕ,u, p,v0, q0) [(φ1, υ̂1, π̂1) , (φ2, υ̂2, π̂2)]

+ ⟨g (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=
(
L0ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1] + L0up (ϕ,u, p,v0, q0) [υ̂1, π̂1]

)
ϕ′ [φ2]

+
(
L0ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1] + L0up (ϕ,u,v0) [υ̂1, π̂1]

)
up

[υ̂2, π̂2]

+ ⟨g (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=
(
L0ϕ′

)
ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1,φ2] + L0ϕ′up (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1, υ̂2, π̂2]

+ L0ϕ′up (ϕ,u, p,v0, q0) [φ2, υ̂1, π̂1]

+ L0upup (ϕ,u, p,v0, q0) [υ̂1, π̂1, υ̂2, π̂2]

+ ⟨g (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩ (9.13.21)

となる．ただし，⟨g (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩ は式 (9.1.8) の定義に従う．
ここで，式 (9.13.21) の右辺第 1 項と第 5 項は，式 (9.13.17) に問題 9.13.1 の

Dirichlet 条件と連続の式および b = 0Rd を代入した式を用いて，(
L0ϕ′

)
ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1,φ2] + ⟨g (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[{
−
(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)}

ϕ′ [φ2]

+
{
−
(
µ∇v⊤0 − q0I

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇u⊤)}
ϕ′ [φ2]

+ µ∇u⊤ ·∇v⊤0 (∇ ·φ1)ϕ′ [φ2]

− 2
(
µ∇u⊤ − pI

) (
∇u⊤)⊤ ·

(
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 −∇φ⊤

1 (∇ ·φ2)
)

+ µ∇u⊤ ·∇u⊤
{(

∇φ⊤
2

)⊤ ·∇φ⊤
1 − (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}]
dx

(9.13.22)

となる．式 (9.13.22) 右辺の被積分関数第 1項は，{
−
(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)}

ϕ′ [φ2]

=
{(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)}

∇u⊤ ·
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)
+
{(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)}

∇φ⊤
1
·
(
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1

)
+
{(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)}

∇v⊤
0
·
(
∇φ⊤

2 ∇v⊤0
)

−
{(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)}

∇ ·φ2
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= µ
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤) · (∇φ⊤
1 ∇v⊤0

)
+
(
µ∇u⊤ − pI

)
·
{(

∇φ⊤
2 ∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)
+
(
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 ∇v⊤0

)}
−
{(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)}

∇ ·φ2 (9.13.23)

となる．同様に，式 (9.13.22) 右辺の被積分関数第 2項は，第 1項において (u, p)

と (v0, q0) をいれかえたものとなる．式 (9.13.22) 右辺の被積分関数第 3項は，

µ∇u⊤ ·∇v⊤0 {∇ ·φ1}ϕ′ [φ2]

= µ∇u⊤ ·∇v⊤0
{
−
(
∇φ⊤

2

)⊤ ·∇φ⊤
1 + (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}
(9.13.24)

となる．そこで，式 (9.13.22) は，自己随伴関係を用いて，(
L0ϕ′

)
ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1,φ2] + ⟨g (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[
µ
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤) · (∇φ⊤
1 ∇v⊤0

)
+
(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 ∇v⊤0

)
+ µ

(
∇φ⊤

2 ∇v⊤0
)
·
(
∇φ⊤

1 ∇u⊤)
+
(
µ∇v⊤0 − q0I

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2 ∇u⊤)]dx (9.13.25)

となる．
次に，式 (9.13.21)の右辺第 2項を考える．式 (9.13.17)に問題 9.13.1の Dirichlet

条件と連続の式および b = 0Rd を代入した式を用いて，

L0ϕ′up (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1, υ̂2, π̂2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
−
(
µ∇υ̂⊤

2 − π̂2I
)
·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)

−
(
µ∇v⊤0 − q0I

)
·
(
∇φ⊤

1 ∇υ̂
⊤
2

)
+
{
µ
(
∇υ̂⊤

2 − π̂2I
)
·∇v⊤0 − q0∇ · υ̂2

}
∇ ·φ1

]
dx (9.13.26)

となる．
一方，j ∈ {1, 2} を用いて，任意の領域変動 φj ∈ Y に対して，状態決定問題
を満たす (u, p) の変動を (υ̂j , π̂j) =

(
υ′ (ϕ)

[
φj

]
, π′ (ϕ)

[
φj

]) とかくことにする．
式 (9.13.7) で定義された状態決定問題の Lagrange 関数 LS の Fréchet 偏微分をと
れば，

LSϕ′up (ϕ,u, p,v, q)
[
φj , υ̂j , π̂j

]
=

∫
Ω(ϕ)

[
µ
(
∇φ⊤

j ∇u⊤) · (∇v⊤)+ µ∇u⊤ ·
(
∇φ⊤

j ∇v⊤
)
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− p
(
∇φ⊤

j ∇
)
· v − q

(
∇φ⊤

j ∇
)
· u

+
{
−∇u⊤ ·

(
µ∇v⊤ − qI

)
+ p∇ · v

}
∇ ·φj

−
(
∇υ̂⊤

j

)
·
(
µ∇v⊤ − qI

)
+ π̂j∇ · v

]
dx

=

∫
Ω(ϕ)

[{
µ
(
∇φ⊤

j +
(
∇φ⊤

j

)⊤ −
(
∇ ·φj

)
I
)
∇u⊤ − µ∇υ̂⊤

j

+ π̂jI + p
(
∇ ·φj

)
I − p

(
∇φ⊤

j

)⊤} ·∇v⊤

+ q
{
−
(
∇φ⊤

j ∇
)
· u+ (∇ · u)

(
∇ ·φj

)
+∇ · υ̂j

}]
dx

= 0 (9.13.27)

となる．式 (9.13.27) より，任意の (v, q) ∈ U × P に対して，

∇υ̂⊤
j =

{
∇φ⊤

j +
(
∇φ⊤

j

)⊤ −∇ ·φj

}
∇u⊤, (9.13.28)

∇ · υ̂j =
(
∇φ⊤

j ∇
)
· u− (∇ · u)

(
∇ ·φj

)
, (9.13.29)

π̂jI = −p
(
∇ ·φj

)
I − p

(
∇φ⊤

j

)⊤
(9.13.30)

が成り立つ．そこで，式 (9.13.26) の υ̂2 と π̂2 にそれぞれ式 (9.13.28) から
式 (9.13.30) を満たす υ̂2 と π̂2 を代入すれば，

L0ϕ′up (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1, υ̂2, π̂2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
−
{(

∇φ⊤
2 +

(
∇φ⊤

2

)⊤ −∇ ·φ2

) (
µ∇u⊤)

+ p (∇ ·φ2) I − p
(
∇φ⊤

2

)⊤} ·
(
∇φ⊤

1 ∇v⊤0
)

−
(
µ∇v⊤0 − q0I

)
·
{
∇φ⊤

1

(
∇φ⊤

2 +
(
∇φ⊤

2

)⊤ −∇ ·φ2

)
∇u⊤

}
+
{((

∇φ⊤
2 +

(
∇φ⊤

2

)⊤ −∇ ·φ2

) (
µ∇u⊤)

+ p (∇ ·φ2) I − p
(
∇φ⊤

2

)⊤) ·∇v⊤0 − q0∇φ⊤
2 ·
(
∇u⊤)⊤}∇ ·φ1

]
dx

(9.13.31)

となる．同様に，式 (9.13.21) の右辺第 3項は，式 (9.13.31) において φ1 と φ2 を
いれかえたものとなる．式 (9.13.21) の右辺第 4項はゼロとなる．
以上の結果をまとめれば，f̃0 の 2階形状微分は，

h0 (ϕ,u,u) [φ1,φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
−2
(
µ∇u⊤ ·∇u⊤) (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)
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−
{(
µ∇u⊤ − pI

) (
∇u⊤)⊤} ·

{
∇φ⊤

2 ∇φ⊤
1 +∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2

+∇φ⊤
2

(
∇φ⊤

1

)⊤
+∇φ⊤

1

(
∇φ⊤

2

)⊤
− 4∇φ⊤

2 ∇ ·φ1 − 4∇φ⊤
1 ∇ ·φ2

}]
dx (9.13.32)

となる．

Lagrange 乗数法による評価関数の 2階形状微分

Lagrange 乗数法を用いて平均流れ抵抗 f0 の 2階形状微分を求める場合には，次
のようになる．式 (9.13.18) の f̃ ′0 (ϕ) [φ1] = ⟨g0,φ1⟩ に対する Lagrange 関数を

LI0 (ϕ,u, p,w0, r0) = ⟨g0,φ1⟩ − LS (ϕ,u, p,w0, r0) (9.13.33)

とおく．ここで，LS は式 (9.13.7)で与えられる．(w0, r0) ∈ U×P は，g0 が (u, p)

の関数であるために用意された随伴変数である．φ1 は LI0 においては定ベクトル
とみなす．
(ϕ,u, p,w0, r0) の任意変動 (φ2, û, p̂, ŵ0, r̂0) ∈ D × (U × P )

2 に対する LI0 の
Fréchet 微分は，式 (9.1.6) を考慮して，

L ′
I0 (ϕ,u, p,w0, r0) [φ2, û, p̂, ŵ0, r̂0]

= LI0ϕ′ (ϕ,u, p,w0, r0) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

+ LI0up (ϕ,u, p,w0, r0) [û, p̂]

+ LI0w0r0 (ϕ,u, p,w0, r0) [ŵ0, r̂0] (9.13.34)

となる．式 (9.13.34)の右辺第 4項は，(u, p)が状態決定問題の解ならばゼロとなる．
また，式 (9.13.34) の右辺第 3項は，

LI0up (ϕ,u, p,w0, r0) [û, p̂]

=

∫
Ω(ϕ)

[
−2
{(

∇φ⊤
1 +

(
∇φ⊤

1

)⊤ −∇ ·φ1

)
µ∇u⊤ + p

(
∇φ⊤

1

)⊤} ·∇û⊤

+ 2 (∇ ·φ1) b · û+ 2p̂
(
∇φ⊤

1

)⊤ ·
(
∇u⊤)

+ µ∇w⊤
0 ·
(
∇û⊤

)
− p̂∇ ·w⊤

0 − r0∇ · û
]
dx (9.13.35)

となる．そこで，uは連続の式を満たし，任意の (û, p̂) ∈ U×P に対して式 (9.13.35)

がゼロとなる条件は， (ŵ0, r̂0) を次の随伴問題の解とおくことと同値である．ただ
し，u = v0 の連続の式が使われた．
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問題 9.13.3 (⟨g0,φ1⟩ に対する (w0, r0) の随伴問題) 問題 9.13.2の仮定のもとで，
φ1 ∈ Y が与えられたとき，

−∇⊤ (µ∇w⊤
0

)
+∇⊤r0 = −2∇⊤

{(
∇φ⊤

1 +
(
∇φ⊤

1

)⊤ −∇ ·φ1

)
µ∇u⊤

+ p
(
∇φ⊤

1

)⊤}− 2 (∇ ·φ1) b
⊤ in Ω (ϕ) ,

∇ ·w0 = 2
(
∇φ⊤

1

)⊤ ·∇u⊤ in Ω (ϕ) ,

w0 = 0Rd on ∂Ω(ϕ) ,∫
Ω(ϕ)

r0dx = 0

を満たす (w0, r0) = (w0 (φ1) , r0 (φ1)) ∈ U × P を求めよ． □

さらに，式 (9.13.34) の右辺第 1項と第 2項は，任意の φ1 ∈ Y に対して，

LI0ϕ′ (ϕ,u, p,w0, r0) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

=
(
L0ϕ′

)
ϕ′ (ϕ,u, p,u, p) [φ1,φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

− LSϕ′ (ϕ,u, p,w0, r0) [φ2] (9.13.36)

となる．ここで，式 (9.13.36) の右辺第 1項と第 2項は，式 (9.13.25) で与えられる．
また，式 (9.13.36) の右辺第 3項は，

− LSϕ′ (ϕ,u, p,w0, r0) [φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[(
µ∇u⊤ − pI

)
·
(
∇φ⊤

2 ∇w⊤
0

)
+
(
µ∇w⊤

0 − r0I
)
·
(
∇φ⊤

2 ∇u⊤)
+
{(
µ∇u⊤ − pI

)
·∇w⊤

0 − r0∇ · u− b ·w0

}
∇ ·φ2

]
dx (9.13.37)

となる．
そこで，(u, p) と (w0, r0) はそれぞれ問題 9.13.1 と問題 9.12.3 の弱解であると
する．このときの f0 (ϕ,u, p) を f̃0 (ϕ) とかくことにすれば，

LI0ϕ′ (ϕ,u, p,w0 (φ1) , r0 (φ1)) [φ2] + ⟨g0 (ϕ) , t (φ1,φ2)⟩

= f̃ ′′0 (ϕ) [φ1,φ2] = ⟨gH0 (ϕ,φ1) ,φ2⟩

=

∫
Ω(ϕ)

[
2µ
(
∇φ⊤

1 ∇u⊤) · (∇φ⊤
2 ∇u⊤)

+ 2
{(
µ∇u⊤ − pI

) (
∇u⊤)⊤} ·

(
∇φ⊤

1 ∇φ⊤
2

)
−
{(
µ∇u⊤ − pI

) (
∇w⊤

0 (φ1)
)⊤

+
(
µ∇w⊤

0 (φ1)− r0I
) (

∇u⊤)⊤}
·
(
∇φ⊤

2

)
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+
{(
µ∇u⊤ − pI

)
·∇w⊤

0 (φ1)− b ·w0 (φ1)
}
∇ ·φ2

]
dx (9.13.38)

となる．ここで，gH0 は平均流れ抵抗の Hesse 勾配である．
なお，b = 0Rd を仮定すれば，問題 9.13.3 の解 (w0, r0) について，

µ∇w⊤
0 (φ1)− r0I = 2

(
∇φ⊤

1 +
(
∇φ⊤

1

)⊤ −∇ ·φ1

)
µ∇u⊤

+ 2p
(
∇φ⊤

1

)⊤
, (9.13.39)

∇w⊤
0 (φ1) = 2

(
∇φ⊤

1 +
(
∇φ⊤

1

)⊤ −∇ ·φ1

)
∇u⊤ (9.13.40)

が成り立つ．式 (9.13.39) と式 (9.13.40) を式 (9.13.38) に代入し，
h0 (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1,φ2] = h0 (ϕ,u, p,v0, q0) [φ2,φ1] が成り立つことを用
いれば，式 (9.13.38) は式 (9.13.32) と一致することが確かめられる．

関数の形状偏微分公式を用いた形状微分

関数の形状偏微分公式を用いる場合には，次のようになる．ここでは，bと uD は空
間固定の関数であると仮定する．また，uと v0 は qR > dに対してW 2,2qR

(
D;Rd

)，
p と q0 に対して W 1,2qR (D;R) に入るような条件が満たされていると仮定する．
これらの仮定の下で，L0 の Fréchet 微分は，任意の (φ, û, p̂, v̂0, q̂0) ∈ X ×

(U × P )
2 に対して，

L ′
0 (ϕ,u, p,v0, q0) [φ, û, p̂, v̂0, q̂0] = L0ϕ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ]

+ L0up (ϕ,u, p,v0, q0) [û, p̂] + L0v0q0 (ϕ,u, p,v0, q0) [v̂0, q̂0] (9.13.41)

のようにかくことができる．ただし，式 (9.3.21) と式 (9.3.27) の表記法に従うもの
とする．以下で各項について考察する．
式 (9.13.41) の右辺第 3項は，式 (9.13.12) と一致する．そこで，(u, p) が状態決
定問題 (問題 9.13.1) の弱解ならば，その項はゼロとなる．
また，式 (9.13.41) の右辺第 2項は，式 (9.13.13) と同じ式となる．そこで，自己
随伴関係が成り立つとき，その項はゼロとなる．
さらに，式 (9.13.41) の右辺第 1項は，命題 9.3.10 の結果を表した式 (9.3.21) と，
命題 9.3.13 の結果を表した式 (9.3.27) の公式より，

L0ϕ∗ (ϕ,u,v0) [φ]

=

∫
∂Ω(ϕ)

{
µ∇u⊤ ·∇v⊤0 − p∇ · v0 − b · (u+ v0)

}
ν ·φdγ

+

∫
∂Ω(ϕ)

[
{(u− uD) · w̄ (φ,v0, q0) + (v0 − uD) · w̄ (φ,u, p)}
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+ {(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν) + (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)} (∇ ·φ)τ
+ (∂ν + κ)

{
(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν)

+ (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)
}
ν ·φ

]
dγ

−
∫
∂Ω(ϕ)∪Θ(ϕ)

{
(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν)

+ (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)
}
τ ·φ dς

となる．ただし，

w̄ (φ,u, p) = −
{(
µ∇u⊤)⊤ − pI

} ∑
i∈{1,...,d−1}

{
τ i ·

(
∇φ⊤ν

)}
τ i


+ (ν ·φ)

[
∇⊤

{(
µ∇u⊤)⊤ − pI

}]⊤
(9.13.42)

とおいた．(∇ ·φ)τ は式 (9.2.6) に従う．ここで，問題 9.13.1 の Dirichlet 条件が
成り立つことを考慮すれば，L0ϕ∗ における u−uD と v0 −uD を含む項はゼロと
なる．
以上の結果をふまえて，u と v0 は問題 9.13.1 の弱解で自己随伴関係が成り立つ
とき，f̃0 に対して式 (7.5.15) の表記を用いて

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = L0ϕ∗ (ϕ, u, v0) [φ] = ⟨ḡ0,φ⟩ =
∫
∂Ω(ϕ)

ḡ∂Ω0 ·φ dγ (9.13.43)

とかくことができる．ここで，

ḡ∂Ω0 =
{
µ∇u⊤ ·∇u⊤ − 2b · u− 2∂ν (u− uD) · (µ∂νu− pν)

}
ν (9.13.44)

となる．さらに，同次 Dirichlet 境界上では，

∇u⊤ ·∇u⊤ =
{
ν (∂νu)

⊤
}
·
{
ν (∂νu)

⊤
}
= ∂νu · ∂νu (9.13.45)

および

∇ · u = (∂νu) · ν = 0 (9.13.46)

が成り立つことから，

ḡ∂Ω0 = −µ (∂νu · ∂νu)ν (9.13.47)

となる．
以上の結果から，式 (9.13.44) の ḡ∂Ω0 が入る関数空間について，定理 9.8.6 と同
様の結果が得られる．
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9.13.4 1次元分岐 Stokes 流れ場の最適設計問題との関係
d ∈ {2, 3} 次元 Stokes 流れ場の平均流れ抵抗最小化問題対して得られた評価関数
の形状微分と，第１章でみてきた 1次元分岐 Stokes 流れ場に対して得られた評価関
数の断面積微分との関係について考えてみよう．変数や線形空間などの対応は，状
態変数に圧力が追加されるなどの修正は必要となるが，線形弾性問題に対して示さ
れた表 9.2 と同様の関係が成り立つ．
問題 1.3.2 では，体積力は仮定されていなかった．その仮定を問題 9.13.2 に適用
すれば，目的関数を

f0 (ϕ,u, p) =

∫
∂Ω(ϕ)

uD · (µ∂νu− pν) dγ

= −
∑

i∈{1,2}

∫ ri

0

piuHi (r) 2πr dr (9.13.48)

とおいたことに対応する．ただし，i ∈ {0, 1, 2} に対して pi と ri はそれぞれ問題
1.3.2 の定義に従う．uHi は式 (1.3.1) で与えられる．また，∂νu = 0 と p0 = 0 が
使われた．問題 1.3.2 では，u1 と u2 は Γ1 と Γ2 を通過する単位時間あたりの流
量として定義され，断面積の変動に対して固定されていた．このとき，uH1 と uH2

は境界測度共変となる．すなわち，

u′Hi (r) [φ] = −uHi (r) (∇ ·φi)τ (9.13.49)

が仮定された．一方，f0 の形状微分を与える式 (9.13.18) では，uD は物質固定と
されていた．その違いを考慮すれば，式 (9.13.48) で定義された f0 の形状微分は

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = ⟨g0,φ⟩

=
∑

i∈{0,1,2}

l

∫
Γi

(
GΩ0i ·∇φ⊤

i + gΩ0i∇ ·φi

)
dγ

+
∑

i∈{1,2}

∫ ri

0

piuHi (r) (∇ ·φi)τ 2πr dr (9.13.50)

となる．
ここで，1次元 Stokes 流れ場における円筒領域上の点を (x, r, θ) ∈ (0, l)× Γi と
表すことにして，u = (uHi (r) , 0, 0)

⊤ とおく．このとき，∫
Γi

(∇ ·φi)τ dγ = (∇ ·φi)τ ai = bi
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より，

∇ ·φi = (∇ ·φi)τ =
bi
ai
, ∇φ⊤

i =

0 0 0

0 bi/ai 0

0 0 0

 (9.13.51)

となる．また，円管内の流速は，

∇u⊤ =
pi − p̄

4µl

 0 0 0

2r 0 0

0 0 0


となる．そこで，

GΩ0i ·∇φ⊤
i = −2

{(
µ∇u⊤ − pI

) (
∇u⊤)⊤} ·

(
∇φ⊤

i

)
= −8µ

(
pi − p̄

4µl

)2
bi
ai
r2,

gΩ0i∇ ·φi = µ∇u⊤ ·∇u⊤ (∇ ·φi) = 4µ

(
pi − p̄

4µl

)2
bi
ai
r2

となる．これらの結果と式 (1.3.2) を用いれば，

f̃ ′0 (ϕ) [φ] =
∑

i∈{0,1,2}

l

∫ ri

0

(
GΩ0i ·∇φ⊤

i + gΩ0i∇ ·φi

)
2πr dr

−
∑

i∈{1,2}

pi
uibi
ai

= −
∑

i∈{0,1,2}

2
u2i bi
a3i

= g0 · b (9.13.52)

が得られる．ただし，領域変動に対する連続の式∑
i∈{0,1,2}

∫
Γi

ui (∇ ·φi)τ dγ =
u0b0
a0

+
u1b1
a1

+
u2b2
a2

= 0 (9.13.53)

が使われた．ここで，g0 は式 (1.3.19) で得られた 1次元分岐 Stokes 流れ場に対す
る平均流れ抵抗 f0 の断面積勾配と一致する．
さらに，f0 の Hesse 形式は，式 (9.13.32) を用いて，

h0 (ϕ,u, p,v0, q0) [φ1i,φ2]

=
∑

i∈{1,2}

l

∫
Γi

[
−2
(
µ∇u⊤ ·∇u⊤) (∇ ·φ2i) (∇ ·φ1i)
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(a) 初期形状と境界条件 (b) H1 勾配法 (ḡL )

(c) H1 勾配法 (gL ) (d) H1 Newton 法 (hL , gL ) (e) H1 Newton 法
(gH0, h1, gL )

図 9.24: 平均流れ抵抗最小化問題に対する数値例: 形状 (k = 40)

−
{(
µ∇u⊤ − pI

) (
∇u⊤)⊤} ·

{
∇φ⊤

2i∇φ⊤
1i +∇φ⊤

1i∇φ⊤
2i

+∇φ⊤
2i

(
∇φ⊤

1i

)⊤
+∇φ⊤

1i

(
∇φ⊤

2i

)⊤
− 4∇φ⊤

2i∇ ·φ1i − 4∇φ⊤
1i∇ ·φ2i

}]
dγ

+
∑

i∈{0,1,2}

{
d

dai

(
u2i b1i
a3i

)
b2i +

u2i b1i
a3i

(
b2i
ai

)}

=
∑

i∈{0,1,2}

6
u2i
a4i
b1ib2i = b1 · (H0b2) (9.13.54)

となる．ここで，H0 は，式 (1.3.26) で得られた 1次元分岐 Stokes 流れ場に対す
る平均流れ抵抗 f0 の断面積に対する Hesse 行列と一致する．

9.13.5 数値例
孤立物体まわりの2次元 Stokes流れ場に対する平均流れ抵抗最小化の結果を図 9.24

から図 9.27に示す．状態決定問題の境界条件は，図 9.24 (a)のように，外側境界上で
水平方向の一様な流速，孤立物体の境界上で流速 0R2 が仮定された．領域変動に対する
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(a) 初期形状に対する流線 (b) 最適形状に対する流線
(H1 Newton 法, k = 40)

図 9.25: 平均流れ抵抗最小化問題に対する数値例: 流線

境界条件しては，外側境界が固定された (式 (9.1.1)の Ω̄C0 に加えられた)．プログラ
ムは，有限要素法プログラミング言語 FreeFem (http://www.freefem.org/ff++/)

[34] でかかれている．Stokes 問題の有限要素法解析では，三角形要素が使われ，流
速に対して 2次要素，圧力に対して 1次要素が用いられた．H1 勾配法あるいは H1

Newton 法の有限要素法解析では三角形 2次要素が使われた．また，H1 Newton 法
を用いた場合には，kN = 10 から H1 Newton 法が開始された．式 (9.10.1) の ca，
式 (9.9.3) の cΩ，kN，式 (9.9.17) の cΩ1 と cΩ0，式 (9.10.8) の ch および適合メッ
シュの誤差レベルを決めるパラメータ (errelas) の決め方によって結果は変化する．
詳細はプログラムにゆずる5．
図 9.24 (b)から (e)は 4つの方法 (境界積分型の ḡL = ḡ0+λ1ḡ1 を用いた H1 勾
配法，領域積分型の gL = g0+λ1g1 を用いた H1 勾配法，hL = h0+λ1h1 と gL

を用いた H1 Newton法，gH0, h1 と gL を用いた H1 Newton法)で得られた形状の
結果を示す．図 9.25の (a)と (b)にはそれぞれ初期形状と H1 Newton法で得られた
最適形状のときの流線がえがかれている．流線は，流速 u が (∂ψ/∂x2,−∂ψ/∂x1)⊤

で与えられるような流れ関数 ψ : Ω (ϕ) → R の等高線で定義される．
図 9.26 のグラフは，規準化された評価関数，探索経路に沿った目的関数 f0 の
勾配と 2階微分の変化をそれぞれ繰返し数 k と X 上の探索距離 ∑k−1

i=0

∥∥∥φg(i)

∥∥∥
Xに対して示している．図中，f0init は初期形状のときの f0 を表す．c1 には初期形

状の体積の値が使われた．探索経路に沿った f0 の勾配は，Lagrange 関数 L =

L0+λ1f1 の勾配
〈
gL ,φg(k)

〉
/
∥∥∥φg(k)

∥∥∥
X
によって計算された．また，f0 の 2階微

分は，h0
[
φg(k),φg(k)

]
/
∥∥∥φg(k)

∥∥∥2
X
によって計算された．ただし，Hesse 勾配を用

いた Newton 法の場合は
〈
gH0,φg(k)

〉
/
∥∥∥φg(k)

∥∥∥2
X
) を用いて計算された．ただし，

5講義資料 FreeFEM_program_chap_9.zip

http://www.freefem.org/ff++/
FreeFEM_program_chap_9.zip
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(a) 評価関数 (b) 評価関数 (探索距離)

(c) f0 の探索経路上勾配 (d) f0 の探索経路上勾配 (探索距離)

(e) f0 の探索経路上 2階微分 (f) f0 の探索経路上 2階微分 (探索距離)

図 9.26: 平均流れ抵抗最小化に対する数値例: 評価関数と探索方向に沿った評価関
数の勾配と 2階微分 (ḡL : ḡL を用いた H1 勾配法，gL : gL を用いた H1 勾配法，
hL , gL : H1 Newton 法，gH0, h1, gL : Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法)
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(a) 収束履歴 (b) (k − 1) 回目対 k 回目の関係

図 9.27: 平均流れ抵抗最小化に対する数値例: 近似最小点 ϕ∗ からの距離∥∥∥ϕ(k) − ϕ
∗
∥∥∥
X

(gL : H1 勾配法，hL , gL : H1 Newton 法，gH0, h1, gL : Hesse

勾配を用いた H1 Newton 法)

i 回目の探索ベクトルのノルム
∥∥∥φg(i)

∥∥∥
X
は式 (9.12.67) に従う．PC を用いたとき

の k = 40 までの計算時間は，境界積分型 H1 勾配法，領域積分型 H1 勾配法，H1

Newton 法，Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法に対して，それぞれ 16.324, 43.628,

63.173, 81.039 sec であった．
これらの結果についても 9.12.5 項と同じ考察ができる．図 9.26 (a) は，H1 勾配
法よりも H1 Newton 法を使うことによって，繰返し数 k に対して評価関数の収束
が早まったようにみえる．しかしながら，実際は，H1 Newton 法に切り替えた際
に式 (9.9.17) の cΩ1 と cΩ0 を数値不安定現象が現れない程度に小さな値に置き換
えているために，収束が早くなったと考えられる．また，最小点近傍の様子は，図
9.26 の (d) と (f) において観察されるように，探索経路に沿った f0 の 2階微分は
正値をとり，局所最小点になっていることが確認される．
さらに，図 9.27 (a) には，H1 Newton 法の繰返し数を指定された値よりもおお
きくとったときの ϕ の数値解を近似最小点 ϕ∗ とみなして，4つの方法で得られた
ϕ∗ からの距離

∥∥∥ϕ(k) − ϕ
∗
∥∥∥
X
を繰返し数 k に対して示している．この図から，H1

Newton 法や Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法の結果は，収束次数が 1次以上で
あることが確認される．しかしながら，繰返し数 (k − 1) 回目に対して k 回目の距
離
∥∥∥ϕ(k) − ϕ

∗
∥∥∥
X
をプロットした図 9.27 (b)より，H1 Newton法の収束次数は，こ

こでも 1次よりは大きいが，2次にはなっていないことが確認される．その理由は，
9.12.5 項の最後にかかれたことと同様であると考えられる．
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9.14 第9章のまとめ
第 9章では，偏微分方程式の境界値問題が定義された領域に対する領域変動型の
形状最適化問題を構成し，その解法について詳しくみてきた．要点は以下のようで
ある．

(1) 領域変動型の形状最適化問題では，初期領域を定義域として，変動後の領域
までの変位を値域とする関数が設計変数に選ばれる (9.1 節)．設計変数の線形
空間 X と許容集合 D は，それぞれ式 (9.1.1) と式 (9.1.3) で定義される．さ
らに，変動する領域上で定義された関数と汎関数に対して，形状微分と形状
偏微分とよぶ２つの微分が定義される (9.1.3 項)．

(2) 領域写像の Jacobi 行列に関する形状微分の公式が得られる (9.2 節)．それら
の公式を使って，関数や汎関数の形状微分を求めるための公式が求められる
(9.3 節)．その際，関数の形状微分を用いた公式と関数の形状偏微分を用いた
公式が得られる．また，それらの公式を用いてさまざまな関数の変動則が定
義される (9.4 節)．

(3) Poisson 問題を状態決定問題に選んだとき (9.5 節)，領域変動型形状最適化問
題は X 上で構成される (9.6 節)．

(4) 評価関数の形状微分は Lagrange 乗数法で求められる．その際，関数の形状微
分公式による評価式 (定理 9.8.2) と関数の形状偏微分公式による評価式 (定理
9.8.6) が得られる．これらの形状微分は設計変数の許容集合がはいる線形空間
にはいるとは限らない (注意 9.8.7)．

(5) 評価関数の形状微分を用いた H1 勾配法は X 上で定義される (9.9 節)． H1

勾配法の解は，特異点を除いて許容集合にはいる (定理 9.9.6)．さらに，評価
関数の 2階形状微分が計算可能であれば，H1 Newton 法により，評価関数の
降下方向が求められる (9.9.2 項)．

(6) 領域変動型形状最適化問題は，第 3章で示された制約つき問題に対する勾配法
および制約つき問題に対する Newton 法と同じ枠組みで構成される (9.10 節)．

(7) 状態決定問題， fi に対する随伴問題および H1 勾配法の数値解を有限要素法
で求めるとき，探索ベクトル φg に対する有限要素解のオーダー評価が得られ
る (定理 9.11.5)．

(8) 線形弾性問題を状態決定問題とする領域の大きさ制約つき平均コンプライアン
ス最小化問題に対して，評価関数の形状微分と 2階形状微分が得られる (9.12

節)．
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(9) Stokes 問題を状態決定問題をする領域の大きさ制約つき平均流れ抵抗最小化
問題に対して，評価関数の形状微分と 2階形状微分が得られる (9.13 節)．

本書では，主題の形状最適化問題に対して，第 8章と第 9章でそれぞれ密度変動
型の位相最適化問題と領域変動型の形状最適化問題の定式化と解法についてみてき
た．最後に，両者を比較して，それぞれの利点と欠点について考えてみたい．
密度変動型の定式化では，固定された領域上で設計変数である密度が定義されて
いることが利点と欠点を生んでいる．利点は，標準的な関数最適化問題の枠組みに
入るために，理論展開を見通しよく進めることができることである．また，設計変
数を密度に限定せずに，さまざまな材料パラメータに置き換えることによって，位
相最適化問題ではない様々な問題を構成することができる．例えば，設計変数を剛
性の健全率に変更すれば，欠陥同定問題を構成することができる [90]．一方，欠点
としては，密度から連続体の境界を求める際に，何らかの工夫が必要になることが
挙げられる．
それに対して，領域変動型の定式化では，状態決定問題を定義する領域が変動す
るために評価関数の形状微分を求めるために，さまざまな公式を準備しておく必要
があった．特に，2階形状微分を求める際，1階微分の定義で用いた領域変動の補正
(式 (9.1.9) および式 (9.3.11) 参照) が必要なことに気づくのは容易ではない．一方，
数値解析では，連続体の境界をそのままの自由度で動かすことができるために，精
度よく形状を求められる点が優れている．
実際の形状最適化問題では，これらの特徴を踏まえて，有利な方法を選択するこ
とが望まれる．

9.15 第9章の演習問題
9.1 定理 9.8.2 において，条件 (2) が成り立つとき，gpi を与える式 (9.8.9) の右

辺第 2項が L∞ (Γp (ϕ) ;Rd
) にはいることを示せ．

9.2 本章でとりあげた状態決定問題のうち，Poisson 問題 (問題 9.5.4) と線形弾性
問題 (問題 9.12.1) では Dirichlet 境界 と Neumann 境界の混合境界条件が仮
定された．しかし，定理 9.8.2 の結果を得るためには，開き角 β に対して，仮
定 9.5.3 の (2) (混合境界上にあるとき β < π/3) が満たされていなければな
らない．混合境界条件を Robin 条件におきかえたならば，仮定 9.5.3 の (1)

(同一種境界上にあるとき β < 2π/3) が適用できることになる．そこで，第 5

章でとりあげた拡張 Poisson 問題 (問題 5.1.3) において境界条件に関連しな
い項を省略して，領域変動型に変更すれば，次のようになる．
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問題 9.15.1 (Robin 型 Poisson 問題) ϕ ∈ D に対して c∂Ω (ϕ) : D → R
と pR (ϕ) : D → R は物質固定の関数として与えられたとき，

−∆u = 0 in Ω (ϕ) ,

∂νu+ c∂Ω (ϕ)u = pR (ϕ) on ∂Ω(ϕ)

を満たす u : Ω (ϕ) → R を求めよ． □

ここで，問題 9.15.1 を状態決定問題に選び，評価関数を i ∈ {0, 1, . . . ,m} に
対して，

fi (ϕ, u) =

∫
∂Ω(ϕ)

ηRi (ϕ, u) dγ (9.15.1)

とおく．ただし，ηRi (ϕ, u) は物質固定の関数とする．このとき，関数の形状
微分公式を用いた形状微分 gi を求めよ．また，定理 9.8.2 の gi と同程度の
正則性をもつために必要となるような，c∂Ω, pR, ηRi および ηRiu の正則性と
角点の開き角の条件を示せ．

9.3 本章でとりあげた領域変動型の形状最適化問題では，∂Ω(ϕ) 上にき裂 (開き
角 β = 2π) がある場合や Dirichlet 境界 と Neumann 境界の境界が滑らかな
境界上 (開き角 β = π) にある場合，仮定 9.5.3 が満たされないことから，定
理 9.8.2 の仮定 (u ∈ S) は満たされず，形状微分を X ′ の要素として求められ
るかは不明であった．しかし，設計変数 (領域変動) の線形空間を

X =
{
ϕ ∈ C0,1

(
D;Rd

) ∣∣ ϕ = 0Rd on Ω̄C0

}
におきかえれば，この X に対する有界線形汎関数として形状微分を求めるこ
とが可能となる．この形状微分は，一般化 J 積分を利用して得られている [5]．
ここでは，途中の結果から形状微分を求めるまでの演算をおこなってみよう．
Ω(ϕ) は 2次元領域として，その境界上の点 xC は同次 Neumann 境界あるい
は同次 Dirichlet 境界 の内点で，かつき裂の先端 (開き角 βC = 2π) であると
する．また，xM は，図 9.28 のように，Dirichlet 境界 と Neumann 境界の
境界で，かつ滑らかな境界上 (開き角 βM = π) にあるとする．このとき，xC

と xM における評価関数の形状微分を求めることを考える．状態決定問題を
次のように定義する．

問題 9.15.2 (領域変動型 Poisson 問題) ϕ ∈ D に対して b (ϕ) は物質固定
の関数として与えられたとき，

−∆u = b (ϕ) in Ω (ϕ) ,
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図 9.28: 境界積分 Pu の経路

∂νu = 0 on ΓN (ϕ) ,

u = 0 on ΓD (ϕ)

を満たす u : Ω (ϕ) → R を求めよ． □

また，式 (9.6.1) の評価関数を

fi (ϕ, u) =

∫
Ω(ϕ)

ζi (ϕ, u) dx− ci

におきかえる．ここでは，簡単のために ζi は ∇u の関数ではないと仮定す
る．このとき，fi の形状微分は，一般化 J 積分の中で定義された P 積分を
用いて，

⟨gi,φ⟩ = −Pu (∂Ω(ϕ) ,φ, u) [vi] + ⟨ĝiC,φ⟩+ ⟨ĝiM,φ⟩+ ⟨giR,φ⟩

によって与えられる [5]．ただし，j ∈ {C,M} に対して，βC = 2π および
βM = π として，

−Pu (∂Ω(ϕ) ,φ, u) [vi]

=

∫
∂Ω(ϕ)

{
(∇u ·∇vi)ν ·φ

− ∂νu∇vi ·φ− ∂νvi∇u ·φ
}
dγ, (9.15.2)〈

ĝij ,φ
〉
= lim

ϵ→0
−
∫ βj

0

{
(∇u ·∇vi)ν ·φ− ∂νu∇vi ·φ

− ∂νvi∇u ·φ
}
ϵ dθ, (9.15.3)

⟨giR,φ⟩ =
∫
∂Ω(ϕ)

bviν ·φdγ +

∫
Ω(ϕ)

(ζiϕ ·φ+ ζi∇ ·φ) dx (9.15.4)

である．ここで，式 (9.15.3) は特異点の変動に対する fi の形状微分を与えて
いる．u と vi は，5.3 節でみたように，j ∈ {C,M} に対して xj を原点とす
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る (r, θ) 座標を用いて

u (r, θ) = kjr
π/βj cos

π

βj
θ + uR, (9.15.5)

vi (r, θ) = lijr
π/βj cos

π

βj
θ + viR (9.15.6)

で与えられる．ただし，kj と lij は定数，uR と viR は H2 (D;R) の要素と
する．このとき，式 (9.15.5) と式 (9.15.6) を式 (9.15.3) に代入して，ĝiC と
ĝiM を求めよ．
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