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第8章 密度変動型の位相最適化問題

本章からはいよいよ連続体の形状最適化問題について考えていきたい．まずは，偏
微分方程式の境界値問題が定義された領域の最適な穴配置を求める問題を考えてみ
よう．その問題は，位相最適化問題とよばれてきた．ここで，位相とは，位相幾何学
において使われる用語で，ある領域から連続写像によって得られるすべての領域は
同じ要素 (同相) であるとみなす規準をいう．したがって，n を自然数として，それ
ぞれの n に対する n 連結領域が区別する要素になる．位相最適化問題では，穴の数
が変化するという意味で位相最適化という用語が使われてきた．しかし，のちに詳
しく説明されるように，実際には穴の形状も求める対象となる．そこで，この章で
扱われる問題も，広い意味においては形状最適化問題に含まれることになる．本書
では，位相も設計対象にするという意味において位相最適化問題とよぶことにする．
位相最適化問題に対して，これまで様々な問題の構成法と数値解法が提案されて
きた．設計対象とする固定領域を設けて，その上で定義された領域の特性関数 (穴
の領域で 0 をとり，穴ではない領域で 1 をとる L∞ 級の関数) を設計変数に選ぶ
方法が検討された．その問題では，偏微分方程式の係数にその特性関数を乗じた境
界値問題で状態決定問題が定義され，評価関数は特性関数と境界値問題の解で構成
された．しかし，その問題はいつも解があるとは限らないことが示された [31]．そ
の根本的な原因は，設計変数の許容集合がコンパクトになるための十分な正則性を
L∞ 級関数の集合は備えていないことにあると考えられる [2]．その後，ミクロな構
造をもつ連続体の問題を記述する方法 (均質化法) を形状最適化問題に応用するアイ
ディアが示された [3,19–22,24,25]．特に，d ∈ {2, 3} 次元線形弾性体に対して，図
8.0.1 のような互いに直交する d 種類のミクロな層で構成された材料は，ランク d

材料とよばれ，均質化された材料定数が解析的に得られることから，さかんに調べ
られた [5,7,18,32]．その結果，均一な応力場であれば，主応力の方向にそれらの大
きさに比例するように層の密度が配分されたときに，体積が制限されたもとで平均
コンプライアンスが最小となることが示された [18]．しかし，マクロな穴が認識さ
れるような結果は得られなかった．また，ランク d 材料はせん断変形に対する剛性
がないことから力学構造としては実用的ではないことも問題とされた．
穴が創生されることが確認されたのは，図 8.0.2 のようなミクロなセル Y の中
に長方形の穴をもつ連続体が仮定されたときであった [6,9,26,38]．その問題は，図
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4 第 8章 密度変動型の位相最適化問題

図 8.1: ランク 2 材料

図 8.2: ミクロな長方形の穴をもつ 2次元連続体

8.0.2 の (a1, a2, θ)
⊤
: D → R3 を設計変数においた関数最適化問題として構成され

た．この問題の数値解は，最適性の規準が満たされるような反復法によって得られ
ることが示された [38]．その数値解がえられたならば．ミクロセルに対する穴の割
合を密度と定義して，適当な閾値による密度の等値面により具体的な穴形状が決定
されることになる．
その後，ミクロ構造を仮定しなくても，固定された有界領域 D 上で定義された
密度を表す関数 ϕ : D → [0, 1] を設計変数においても，ミクロな長方形穴の場合と
同様の位相が得られることが示された (実際には，ϕ → 0 のときに起こる状態決定
問題の解の不連続性を回避するために，ある小定数 c を決めて，ϕ : D → [c, 1] と仮
定された) [28,41]．その際，材料特性 (偏微分方程式の係数) k は，本来の材料定数
を k0 としたとき，α > 1 を定数として，

k (ϕ) = k0ϕ
α

によって与えられると仮定された．図 8.0.3 はそのときの位相最適化問題のイメー
ジを示す．図 8.0.3 (a) は，状態決定問題 (境界値問題) の例を示している．図 8.0.3

(b) は，密度 ϕ と材料特性 k の関係を示している．設計変数である密度 ϕ (D 上
で定義された関数) が変動すれば，材料特性 k (ϕ) (D 上で定義された関数) は，図
8.0.3 (b) の関数を介して変動し，それにより図 8.0.3 (a) の境界値問題の解が変動す
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(a) 境界値問題 (b) 密度 ϕ と材料定数 k (ϕ)

図 8.3: SIMP モデル

(a) 均質な材料 (b) 0 と 1 に分離された材料

図 8.4: 密度が 0.5 のときのミクロ構造

ることになる．このように定義された位相最適化問題は密度型位相最適化問題とよ
ばれた．また，この問題は，SIMP (solid isotropic material with penalization) モ
デルともよばれた [35]．その理由は，中間の密度 (ϕ = 0.5) に対して，図 8.0.4 (a)

のような均質な材料を仮定すれば，材料特性 k は 0.5α となるが，図 8.0.4 (b) のよ
うに，ϕ = 0 と ϕ = 1 に分離すれば，k は 0.5 となり，0.5α < 0.5 より，均質な材
料よりも ϕ = 0 と ϕ = 1 に分離された材料の方が大きな材料特性値をもつようなペ
ナルティが与えられたモデルになっているためである．
このような密度型位相最適化問題に対して，評価関数の Fréchet 微分は，後で示
されるような評価式を用いて有限要素法によって計算される．しかしながら，有限
要素ごとに一定の密度を仮定して，Fréchet 微分の負の方向に変化させていくと，密
度がチェッカーボード状に振動するパターンが現れることが指摘されてきた [10]．図
8.0.5 (a) は 2次元線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題 (問題 8.9.3) に対
する数値解析の結果を示す．状態決定問題では，左端が固定されたもとで，右端中
央に下向きの外力が作用している．黒色と白色の要素はそれぞれ ϕ が 1 と 0 に近
いことを示している．これまで，このような現象が現れたときには，フィルタリン
グなどの後処理を施すことで回避できるとされてきた [17, 23, 37]．また，ミクロ構
造パラメータの分布を連続な基底関数で近似する方法も示されている [27]．しかし，
アイランド現象などとよばれる別の問題が発生することが指摘されている [34]．さ
らに，中間の密度を除くために射影を用いた方法も提案されている [36, 40]．
それに対して，本章では，第 7章に示された抽象的最適設計問題の枠組みに沿っ
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(a) チェッカーボードパターン (b) H1 勾配法による最適密度

図 8.5: 線形弾性体の密度型位相最適化問題に対する数値解析例 (株式会社くいんと
提供)

て密度型位相最適化問題の数値解法を考えていくことにする．ただし，本章では，
のちに示される理由により，密度を，直接，設計変数に選ぶのではなく，新たに D

上で定義された関数 θ を設計変数に選ぶことにする．そこで，そのときの密度型位
相最適化問題を θ 型位相最適化問題とよぶことにする．本章で示される理論の枠組
みは文献 [4]の中で簡潔に示されている．図 8.0.5 (b) は，8.7 節で示されるアルゴ
リズムによってえられた結果である．チェッカーボードのような数値不安定現象が
発生していないようすがみてとれる．
本章の構成は次のようになっている．8.1 節では，連続体の位相最適化問題を構
成するために設計変数 θ の許容集合を定義する．8.2 節では，設計変数が与えられ
たと仮定して，状態決定問題として θ 型 Poisson 問題を定義する．設計変数と状態
決定問題の解 (状態変数) を用いて，θ 型位相最適化問題を 8.3 節で定義する．ここ
では，一般的な評価関数を用いることにする．そこで定義された θ 型位相最適化問
題の解が存在することは 8.4 節で示される．8.5 節では，設計変数 θ の変動に対す
る評価関数の Fréchet 微分を θ 微分とよぶことにして，7.4 節で示された評価関数
の Fréchet 微分の求め方に沿って，評価関数の θ 微分と 2階 θ 微分を求める過程
を示す．その結果，状態決定問題の設定によっては，評価関数の θ 微分は設計変数
の許容集合にはいるような正則性がないことが明らかとなる．8.6 節では，抽象的
勾配法と抽象的 Newton 法を θ 型位相最適化問題に対して具体化する．それらの方
法で求められる θ の変動は，設計変数の許容集合にはいるような正則性をもつこと
が明らかになる．8.7 節では，θ 型位相最適化問題を解くためのアルゴリズムにつ
いて考える．しかし，基本的な構造は，3.7 節で示されたアルゴリズムと同じにな
る．このアルゴリズムにより数値解析をおこなったときの誤差評価について 8.8 節
で考える．そこでは，6.6 節で示された数値解析における誤差評価の結果が使われ
ることになる．Poisson 問題に対する θ 型位相最適化問題の解法までを確認したあ
とで，8.9 節と 8.10 節で，それぞれ，線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問
題と Stokes 流れ場の損失エネルギー最小化問題を θ 型位相最適化問題として定義
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し，それらの評価関数の θ 微分を求める過程をみてみることにする．また，簡単な
問題に対する数値例も示す．

8.1 設計変数の集合
まず，連続体の位相最適化問題を構成するために設計変数の集合を定義しよう．
本章では，図 8.0.3 (a) のように，D を d ∈ {2, 3} 次元の Lipschitz 領域とする．
ΓD ⊂ ∂D を Dirichlet 境界として |ΓD| ̸= 0 とする．ΓN ⊂ ∂D \ Γ̄D を Neumann

境界とする．
これまでの研究では，密度 ϕ の値域は [0, 1] に制限されていた．このような値域
が制限された関数の集合は線形空間にはなれない．そこで，本書では，θ : D → R
を新たに設計変数とおき，密度は θ に対するシグモイド関数 ϕ ∈ C∞ (R;R) によっ
て与えられると仮定する．シグモイド関数にはいくつかの関数が知られている．こ
こでは，

ϕ (θ) =
1

π
tan−1 θ +

1

2
(8.1.1)

あるいは

ϕ (θ) =
1

2
tanh θ +

1

2
(8.1.2)

を用いることにする．図 8.1.1 にこれらのグラフを示す．ここで，ϕ : R → R は θ

の値が与えられたときに (0, 1) を返す関数であって，D を定義域とする関数ではな
いことに注意する必要がある．しかし，θ が D を定義域とする関数であるために，
ϕ (θ) は D を定義域とする関数になる．
このような設計変数 θ に対して，抽象的最適設計問題 (問題 7.3.1) の枠組みに
沿って，設計変数の線形空間を定義しよう．7.1 節でみてきたように，勾配法を用い
ることを考えると，設計変数の線形空間は実 Hilbert 空間である必要がある．そこ
で，θ のための設計変数の線形空間を

X =
{
θ ∈ H1 (D;R)

∣∣ θ = 0 in Ω̄C

}
(8.1.3)

とおく．ただし，Ω̄C ⊂ D̄ を設計上の制約で θ の変動を拘束する境界あるいは領域
とする．θC : D → R を指定された関数として，Ω̄C 上で θ = θC が成り立つことを
仮定するときには，θ̃ = θ − θC が X の要素であると仮定する．特に Ω̄C を必要と
しない場合には，θ ∈ X = H1 (D;R) を仮定する．
さらに，θ の等値面から Lipschitz 連続な境界が判定できるようにするためと X

上のコンパクト部分集合にするために，設計変数の許容集合を

D =
{
θ ∈ X ∩H2 (D;R) ∩ C0,1 (D;R)

∣∣∣
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0 2 4 6

1.0

0.5

(a) tan−1 θ/π + 1/2 (b) (tanh θ + 1) /2

図 8.6: 設計変数 θ を密度 ϕ (θ) に変換するシグモイド関数

max
{
∥θ∥H2(D;R) , ∥θ∥C0,1(D;R)

}
≤ β

}
(8.1.4)

とおく．ただし，β は正定数とする．D が X 上のコンパクト部分集合となること
は，Rellich-Kondrachov のコンパクト埋蔵定理 (定理 4.4.15) より，H2 (D;R) ⋐
H1 (D;R) が成り立つ．また，第 1章と同様，本章でもノルムを用いた有界制約は側
面制約とみなし，θ は D の内部 D◦ にあると仮定して，有界制約が有効になった場
合には，不等式制約の中に含めるものとする．

8.2 状態決定問題
設計変数の線形空間 X と設計変数の許容集合 D が定義されたので，次に状態
決定問題となる偏微分方程式の境界値問題を定義しよう．ここでは，簡単のために，
Poisson 問題を考えることにする．
第 5章で Poisson 問題 (問題 5.1.1) が定義された．ここでは，θ を設計変数にお
いたときの Poisson 問題を θ 型 Poisson 問題とよんで，抽象的最適設計問題 (問題
7.3.1) の枠組みに沿ってその定義を示すことにする．
θ 型 Poisson 問題に対する同次形の解 (Dirichlet 条件を与える既知関数 uD に対
して，ũ = u− uD で与えられる) が入る状態変数の線形空間 (実 Hilbert 空間) を

U =
{
u ∈ H1 (D;R)

∣∣ u = 0 on ΓD

}
(8.2.1)

とおく．さらに，のちに示される勾配法によって得られる θ の変動が式 (8.1.4) の
D に入るようにするために，状態決定問題に対する同次形の解 ũ が入る状態変数の
許容集合を

S =
{
u ∈ U ∩W 1,2qR (D;R)

∣∣ ∂νu|ΓD
∈ L2 (ΓD;R)

}
(8.2.2)

とおく．ただし，qR を qR > d を満たす整数とする．
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状態決定問題に対する同次形の解 ũ が S に入るためには，5.3 節でみてきた結果
より，既知関数の正則性について次の仮定をおく．

仮定 8.2.1 (既知関数の正則性) qR > d に対して

b ∈ C1
(
X;L2qR (D;R)

)
, pN ∈W 1,2qR (D;R) , uD ∈ H2 (D;R)

であると仮定する．ただし，C1 ( · ; · ) は Fréchet 微分 (定義 4.5.4) 可能な関数の集
合を表す． □

また，境界の正則性について次の仮定をもうける．

仮定 8.2.2 (角点の開き角) D が 2次元領域の場合には境界上の角点に関して，開
き角 β が，Dirichlet 境界と Neumann 境界の

(1) 同一種境界上にあるとき，β < 2π，

(2) 混合境界上にあるとき，β < π

が満たされると仮定する．また，D が 3次元領域の場合には，境界上の角線は滑ら
かで，それに垂直な面における境界上の角点で上記の関係が成り立つと仮定する．
なお，角線の交点や錐面の頂点などは，本書の枠を超えることから，そのような特
異点はないと仮定する． □

仮定 8.2.1 と仮定 8.2.2 が成り立てば u が W 1,2qR (D;R) に入ることは，次のよ
うにして確かめられる．既知関数に対して仮定 8.2.1 が成り立てば，5.3.1 項でみた
ように，u は角点近傍を除いて W 1,2qR 級に入る．さらに，命題 5.3.1 より，

ω > 1− 2

2qR
(8.2.3)

が成り立てば，u は W 1,2qR 級に入ることになる．ここで，Dirichlet 境界あるいは
Neumann 境界の同一種境界上にある角点近傍では，ω = π/β となることから，仮
定 8.2.2 の (1) の条件が得られることになる．また，混合境界上の角点近傍では，
ω = π/ (2β) となることから，仮定 8.2.2 の (2) の条件が得られることになる．
以上の仮定を用いて，状態決定問題を定義しよう．簡単のために，図 8.2.1 のよ
うな Poisson 問題を考えることにする．ここでも，ν ·∇ を ∂ν とかくことにする．

問題 8.2.3 (θ 型 Poisson 問題) θ ∈ D に対して，仮定 8.2.1 と仮定 8.2.2 が満た
されているとする．α > 1 を定数，ϕ (θ) を式 (8.1.1) あるいは式 (8.1.2) で与えら
れた関数とする．このとき，

−∇ · (ϕα (θ)∇u) = b (θ) in D,
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図 8.7: θ 型 Poisson 問題

ϕα (θ) ∂νu = pN on ΓN,

u = uD on ΓD

を満たす u : D → R を求めよ． □

問題 8.2.3 の弱解の一意存在は Lax-Milgram の定理 (定理 5.2.4) によって ũ =

u− uD ∈ U に対して保証される．これ以降，ũ を u− uD の意味で用いることにす
る．また，仮定 8.2.1 と仮定 8.2.2 が満たされていれば，u− uD ∈ S が保証される．
あとのために，問題 8.2.3 に対する Lagrange 関数を

LS (θ, u, v)

=

∫
D

(−ϕα (θ)∇u ·∇v + b (θ) v) dx

+

∫
ΓN

pNv dγ +

∫
ΓD

{(u− uD)ϕ
α (θ) ∂νv + vϕα (θ) ∂νu} dγ (8.2.4)

と定義しておく．ただし，u は問題 8.2.3 の解とはかぎらないとする．v ∈ S は
Lagrange 乗数として導入された．式 (8.2.4) において，右辺第 3項は，第 5章にお
いて Poisson 問題の弱形式を求める際に，u − uD, v ∈ U によって，消去された項
である．実際，この項がなくなったことにより，u と v が H1 級の関数とみなすこ
とができた (ΓD 上で ∂νv が意味をもつためには v は H2 級の関数である必要があ
る)．しかし，ここでは，その項を残しておくことにする．その理由は，のちに評価
関数 fi に対する Lagrange 関数を定義する際に，fi に ΓD 上の境界積分が含まれ
るときに，この項があることによって，随伴問題の境界条件がみえてくるためであ
る．第 7章で示した抽象的変分問題に対する Lagrange 関数の定義式 (7.2.3) に合
わせれば，ũ = u− uD とおくことにして，

LS (θ, u, v) = −a (θ) (u, v) + l (θ) (v) = −a (θ) (ũ, v) + l̂ (θ) (v) (8.2.5)
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とかける．ここで，

a (θ) (u, v) =

∫
D

ϕα (θ)∇u ·∇v dx, (8.2.6)

l (θ) (v) =

∫
D

b (θ) v dx+

∫
ΓN

pNv dγ, (8.2.7)

l̂ (θ) (v) = l (θ) (v) + a (θ) (uD, v) (8.2.8)

と定義する．u が問題 8.2.3 の解のとき，任意の v ∈ U に対して，

LS (θ, u, v) = 0

が成り立つ．この式は問題 8.2.3 の弱形式と同値である．

8.3 θ 型位相最適化問題
設計変数 θ と状態決定問題の解 (状態変数) u が定義されたので，それらを用い
て θ 型位相最適化問題を定義しよう．ここでは一般的な評価関数を考えることにす
る．u を θ ∈ D に対する状態決定問題 (問題 8.2.3) の解として，i ∈ {0, 1, . . . ,m}
に対して，評価関数を

fi (θ, u) =

∫
D

ζi (θ, u,∇u) dx+

∫
ΓN

ηNi (u) dγ

−
∫
ΓD

ηDi (ϕ
α (θ) ∂νu) dγ − ci (8.3.1)

とおく．ただし，ci は定数で，すべての i ∈ {1, . . . ,m} に対して fi ≤ 0 を満たす
ある (θ, ũ) ∈ D × S が存在する (Slater 制約想定が満たされる) ように定められて
いるとする．また，ζi, ηNi および ηDi は次のように与えられていると仮定する．こ
れらの仮定は，のちに示される随伴問題 (問題 8.5.1) の解が適切な正則性をもつた
めに必要とされる．評価関数の 2階 θ 微分を得るためには，2階微分に対する仮定
が必要となるが，ここでは省略する．

仮定 8.3.1 (評価関数の正則性) 式 (8.3.1) の評価関数 fi (i ∈ {0, 1, . . . ,m}) で
は，ζi ∈ C1

(
R× R× Rd;R

)
, ηNi ∈ C1 (R;R), ηDi ∈ C1 (R;R) を仮定し，

(θ, u,∇u, ∂νu) ∈ D×S ×G ×GΓD
(G = {∇u | u ∈ S}, GΓD

=
{
∂νu|ΓD

∣∣ u ∈ S
}
)

に対して，

ζi (θ, u,∇u) ∈ L1 (D;R) , ζiθ (θ, u,∇u) ∈ LqR (D;R) ,

ζiu (θ, u,∇u) ∈ L2qR (D;R) , ζi(∇u)⊤ (θ, u,∇u) ∈W 1,2qR
(
D;Rd

)
,
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ηNi (u) ∈ L1 (ΓN;R) , η′Ni (u) ∈ L2 (ΓN;R) ,

ηDi (ϕ
α (θ) ∂νu) ∈ L1 (ΓD;R) , η′Di (ϕ

α (θ) ∂νu) ∈W 1,2qR (ΓD;R)

であると仮定する． □

式 (8.3.1) の評価関数 f0, f1, . . . , fm を用いて，抽象的最適設計問題 (問題 7.3.1)

の枠組みに沿って，θ 型位相最適化問題を次のように定義する．

問題 8.3.2 (θ 型位相最適化問題) D と S をそれぞれ式 (8.1.4) と式 (8.2.2) とお
く．f0, . . . , fm : X × U → R は式 (8.3.1) で与えられているとする．このとき，

min
(θ,u−uD)∈D×S

{f0 (θ, u) | f1 (θ, u) ≤ 0, . . . , fm (θ, u) ≤ 0, 問題 8.2.3}

を満たす θ を求めよ． □

第 7章の抽象的最適設計問題に対する Lagrange 関数の定義 (式 (7.3.2)) にならっ
て，問題 8.3.2 に対する Lagrange 関数を

L (θ, u, v0, v1, . . . , vm, λ1, . . . , λm)

= L0 (θ, u, v0) +
∑

i∈{1,...,m}

λiLi (θ, u, vi) (8.3.2)

とおく．ただし，λ = {λ1, . . . , λm}⊤ ∈ Rm は f1 ≤ 0, . . . , fm ≤ 0 に対する
Lagrange 乗数である．また，

Li (θ, u, vi) = fi (θ, u) + LS (θ, u, vi)

=

∫
D

(ζi (θ, u,∇u)− ϕα (θ)∇u ·∇vi + b (θ) vi) dx

+

∫
ΓN

(ηNi (u) + pNvi) dγ

+

∫
ΓD

{
(u− uD)ϕ

α (θ) ∂νvi

+ (viϕ
α (θ) ∂νu− ηDi (ϕ

α (θ) ∂νu))
}
dγ − ci (8.3.3)

は fi に対する Lagrange 関数である．ここで，LS は式 (8.2.4) で定義された問題
8.2.3 に対する Lagrange 関数である．また，vi は fi のために用意された状態決定
問題に対する Lagrange 乗数で，vi − η′Di ∈ U を仮定する．さらに，θ 型位相最適
化問題に対する解法までを考えたときに，ṽi = vi − η′Di の許容集合 (随伴変数の許
容集合) は S の要素であることが必要となる．
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8.4 最適解の存在
問題 8.3.2 に対する解の存在は，第 7章の定理 7.4.4 によって保証される．その
ためには，

F = {(θ, ũ (θ)) ∈ D × S |問題 8.2.3} (8.4.1)

のコンパクト性と f0 の連続性を示す必要がある．ここでは，ũ = u− uD ∈ U とか
くことにする．
F のコンパクト性は，次の補題によって示される．

補題 8.4.1 (F のコンパクト性) 仮定 8.2.1 と仮定 8.2.2 が満たされているとする．
このとき，D において一様収束する X 上の任意の Cauchy 列 θn → θ とそれらに
対する問題 8.2.3 の解 ũn = ũ (θn) ∈ U (n→ ∞) に対して，

ũn → ũ strongly in U

が成り立ち，ũ = ũ (θ) ∈ U は問題 8.2.3 の解である． □

証明 θn に対する問題 8.2.3 の解 ũn に対して，

αn ∥ũn∥2U ≤ a (θn) (ũn, ũn) = l̂ (θn) (ũn) ≤
∥∥∥l̂ (θn)∥∥∥

U′
∥ũn∥U

が成り立つ．ただし，a (θn)と l̂ (θn)は式 (8.2.5)に従う．αn は a (θn)の強圧性の定義で使わ
れる正定数とする (例題 5.2.5の解答 (1))．ここで，θn → θ が D において一様収束するとき，
αn は n に依存しない正定数 α に置き換えられる．

∥∥∥l̂ (θn)∥∥∥
U′

= ∥l (θn) + a (θn) (uD, · )∥U′

(l (θn) は式 (8.2.5) に従う) が有界となることは，D において一様収束する θn → θ に対し
て，ϕα (θn) → ϕα (θ) が成り立つもとで，例題 5.2.5 の解答 (3) を用いて示される．ただし，
例題 5.2.5 の l̂ (v) と Ω をそれぞれ l̂ (θn) (v) と D に置き換える．そこで，ũn → ũ weakly
in U なる部分列が存在することになる．
次に，この ũ が θ に対する問題 8.2.3 の解になることを示す．問題 8.2.3 の定義より，任

意の v ∈ U に対して，

lim
n→∞

a (θn) (ũn, v) = lim
n→∞

l̂ (θn) (v) (8.4.2)

が成り立つ．式 (8.4.2) の右辺は，

lim
n→∞

l̂ (θn) (v) = l̂ (θ) (v) (8.4.3)

となる．実際，仮定 8.2.1 より，∣∣∣l̂ (θn) (v)− l̂ (θ) (v)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

D

(b (θn)− b (θ)) v dx

∣∣∣∣
≤ ∥b (θn)− b (θ)∥L2(D;R) ∥v∥L2(D;R) → 0 (n → ∞)
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が成り立つ．式 (8.4.2) の左辺は，

lim
n→∞

a (θn) (ũn, v) = a (θ) (ũ, v) (8.4.4)

となる．実際，ũn → ũ weakly in U が示されているので，

|a (θn) (ũn, v)− a (θ) (ũ, v)|

=

∣∣∣∣∫
D

(ϕα (θn)− ϕα (θ))∇ũn ·∇v dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
D

ϕα (θ)∇ (ũn − ũ) ·∇v dx

∣∣∣∣
≤ ∥ϕα (θn)− ϕα (θ)∥C0,1(D;R) ∥ũn∥H1(D;R) ∥v∥H1(D;R) + |a (θ) (ũn − ũ, v)|

→ 0 (n → ∞)

が成り立つ．式 (8.4.3) と 式 (8.4.4) を式 (8.4.2) に代入すれば，問題 8.2.3 の弱形式を得
る．すなわち，ũ = ũ (θ) ∈ U は問題 8.2.3 の解である．

{un}n∈N の u への弱収束が示されているので，強収束は，

∥un∥U → ∥u∥U (n → ∞) (8.4.5)

を示すことで確かめられる．実際，U 上のノルムを，式 (8.2.6) の a (θ) を用いて，

|||v||| = a (θ) (v, v)

とおけば，

|||un||| = a (θ) (un, un) = a (θ − θn) (un, un) + a (θn) (un, un)

=

∫
D

(ϕα (θ)− ϕα (θn))∇un ·∇un dx+ l (θn) (un)

→ l (θ) (u) = |||u||| (n → ∞) (8.4.6)

が成り立つ．よって，un → u strongly in U が示された． □

ũ (θ) が S に入ることは，仮定 8.2.1 と仮定 8.2.2 を満たすように問題 8.2.3 を設
定することによって保証される．
f0 の連続性は，

S =
{
(θ, ũ (θ)) ∈ F | f1 (θ, u (θ)) ≤ 0, · · · , fm (θ, u (θ)) ≤ 0

}
(8.4.7)

上で f0 が連続であることを示すことである．ここでは，fi (i ∈ {0, 1, . . . ,m}) の連
続性を次の補題で示し，S は空集合ではないと仮定して，f0 の連続性を示すことに
する．

補題 8.4.2 (fi の連続性) fi は，仮定 8.3.1 を満たすように式 (8.3.1) で与えられ
るとする．D において一様収束する X 上の任意の Cauchy 列 θn → θ に対して，補
題 8.4.1 で決定される un → u strongly in U は ΓD 上で ∥∂νun − ∂νu∥L2(ΓD;R) → 0

(n→ ∞) を満たすとする．このとき，fi は θ ∈ D に対して連続である． □
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証明 D において一様収束する θn → θ のときに，

|fi (θn, un)− fi (θ, u)| ≤
∣∣∣∣∫

D

(ζi (θn, un,∇un)− ζi (θ, u,∇u)) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
ΓN

(ηNi (un)− ηNi (u)) dγ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
ΓD

(ηDi (ϕ
α (θn) ∂νun)− ηDi (ϕ

α (θ) ∂νu)) dγ

∣∣∣∣
= eD + eΓN + eΓD → 0 (n → ∞) (8.4.8)

を示せば証明は完了する．ũn → ũ weakly in U と仮定 8.3.1 より，eD → 0 (n → ∞) を得
る．実際，ζ̃i (t) = ζi (tθn + (1− t) θ, tun + (1− t)u, t∇un + (1− t)∇u) (t ∈ [0, 1]) とか
くとき，

eD ≤ sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∫
D

ζ̃iθ (t) [θn − θ] dx

∣∣∣∣+ sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∫
D

ζ̃iu (t) [un − u] dx

∣∣∣∣
+ sup

t∈[0,1]

∣∣∣∣∫
D

ζ̃i∇u (t) [∇un −∇u] dx

∣∣∣∣
≤ sup

t∈[0,1]

∥∥∥ζ̃iθ (t)∥∥∥
LqR (D;R)

∥θn − θ∥X + sup
t∈[0,1]

∥∥∥ζ̃iu (t)
∥∥∥
L2qR (D;R)

∥un − u∥U

+ sup
t∈[0,1]

∥∥∥ζ̃i∇u (t)
∥∥∥
W1,2qR(D;Rd)

∥∇un −∇u∥L2(D;Rd)

が成り立つ．同様に，eΓN → 0 が成り立つ．eΓD → 0 (n → ∞) は，次のように得られる．
η̃Di (t) = ηDi (ϕ

α (tθn + (1− t) θ) (t∂νun + (1− t) ∂νu)) (t ∈ [0, 1]) とかくとき，

eΓD ≤ sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∫
ΓD

η̃′
Di (t) [ϕ

α (θn) ∂νun − ϕα (θ) ∂νu] dx

∣∣∣∣
= sup

t∈[0,1]

∣∣∣∣∫
ΓD

η̃′
Di (t) [(ϕ

α (θn)− ϕα (θ)) ∂νun + ϕα (θ) (∂νun − ∂νu)] dx

∣∣∣∣
≤ ∥γΓD∥

3 sup
t∈[0,1]

∥∥η̃′
Di (t)

∥∥
W1,2qR (D;R)

×
(
∥θn − θ∥X ∥∂νun∥L2(ΓD;R) + ∥θ∥X ∥∂νun − ∂νu∥L2(ΓD;R)

)
が成り立つ．ここで，トレース作用素 ∥γΓD∥ (式 (5.2.4)) の有界性が使われた．そこで，
式 (8.4.8) を得る． □

補題 8.4.1 によって F のコンパクト性が示され，補題 8.4.2 と S が空でない条
件が満たされたときに f0 の連続性が確認される．そのとき，定理 7.4.4 (最適解の
存在) より，問題 8.3.2 の解は存在する．
問題 8.3.2 の解について次のことを補足しておく．

注意 8.4.3 (最適解の存在) 式 (8.4.1)で定義された F のコンパクト性は，式 (8.1.4)

で定義された θ の許容集合 D のコンパクト性に基づいている．式 (8.1.4) では，正
定数 β に対して，max

{
∥θ∥H2(D;R) , ∥θ∥C0,1(D;R)

}
≤ β を満たすことを要請してい
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る．この条件は，第 1章において側面制約とよんだ条件に対応する．このような側
面制約は，通常，無視されるが，有効になった場合には不等式制約の一つとして考
慮されなければならない． □

また，設計変数の線形空間 X と許容集合 D の選び方について次のことを補足し
ておく．

注意 8.4.4 (X と D の選び方) 問題 8.3.2に対する解の存在は，第 7章の定理 7.4.4

によって保証された．そこでは，D は X 上のコンパクト部分集合であるように選
ぶ必要があった．本章では，X を H1 級の関数空間に選び，D を H2 ∩ C0,1 級の
関数の集合に選ぶことで，Rellich-Kondrachov のコンパクト埋蔵定理 (定理 4.4.15)

によってこの関係を成立させた．しかしながら，それ以外の選択方法もある．実際，
X を C0 級の関数空間に選び，D を C0,1 級の関数の集合に選ぶことも可能である．
この場合，Ascoli-Arzelà の定理 (定理 A.10.1) により，D は X 上のコンパクト部
分集合であることが保証される [15, Theorem 2.1 の証明, p. 16]．それらを選んだ
場合には，解の存在を示すために使われた上記の仮定と補題は変更される．本書で
は Hilbert 空間上の勾配法を考えることから，X と D を上記のように選択した．□

8.5 評価関数の微分
問題 8.3.2 の解が存在する条件は満たされていると仮定して，これ以降，その解
を求める方法について考えていくことにする．設計変数 θ の変動に対する評価関数
fi の Fréchet 微分を θ 微分とよぶことにする．fi の θ 微分を，7.5.2 項でみてきた
ような Lagrange 乗数法で求めてみよう．さらに，7.5.3 項でみてきたような方法で
fi の 2階 θ 微分を求めてみよう．

8.5.1 評価関数の θ 微分
式 (8.3.3) で定義された fi の Lagrange 関数 Li に注目する．(θ, u, vi) の任意変
動 (ϑ, û, v̂i) ∈ X × U × U に対する Li の Fréchet 微分は

L ′
i (θ, u, vi) [ϑ, û, v̂i]

= Liθ (θ, u, vi) [ϑ] + Liu (θ, u, vi) [û] + Livi (θ, u, vi) [v̂i] (8.5.1)

となる．式 (8.5.1) の右辺第 3項は，

Livi (θ, u, vi) [v̂i] = LSvi (θ, u, vi) [v̂i] = LS (θ, u, v̂i) (8.5.2)
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図 8.8: fi に対する随伴問題

となる．式 (8.5.2) は状態決定問題 (問題 8.2.3) の Lagrange 関数になっている．そ
こで，u が状態決定問題の弱解であるならば，式 (8.5.1) の右辺第 3項は 0 となる．
また，式 (8.5.1) の右辺第 2項は，

Liu (θ, u, vi) [û]

=

∫
D

(
−ϕα (θ)∇vi ·∇û+ ζiuû+ ζi(∇u)⊤ ·∇û

)
dx

+

∫
ΓN

η′Niû dγ +

∫
ΓD

{ûϕα (θ) ∂νv + (vi − η′Di)ϕ
α (θ) ∂ν û} dγ (8.5.3)

となる．ただし，ζiu (θ, u,∇u) [û], ζi(∇u)⊤ (θ, u,∇u) [∇û], η′Ni (u) [û] および
η′Di (u) [ϕ

α (θ) ∂ν û] をそれぞれ ζiuû, ζi(∇u)⊤ · ∇û, η′Niû, η
′
Diϕ

α (θ) ∂ν û とかいた．
ここで，式 (8.5.3) がゼロとなるように vi が決定されれば，式 (8.5.1) の右辺第 2

項は 0 となる．この関係は，次の fi に対する随伴問題の弱形式になっている．そこ
で，vi が問題 8.5.1 の弱解のときに式 (8.5.1) の右辺第 2項は 0 となる．問題 8.5.1

の境界条件は図 8.5.1 のようになる．

問題 8.5.1 (fi に対する随伴問題) θ ∈ D◦ に対して問題 8.2.3 の解 u が与えられ
たとき，

−∇ · (ϕα (θ)∇vi) = ζiu (θ, u,∇u)−∇ ·
(
ζi(∇u)⊤ (θ, u,∇u)

)
in D,

ϕα (θ) ∂νvi = η′Ni (u) + ζi(∇u)⊤ · ν on ΓN,

vi = η′Di on ΓD

を満たす vi : D → R を求めよ． □

状態決定問題の解 u と同様に，仮定 8.3.1 と仮定 8.2.2 が満たされているとき，
問題 8.5.1 の解 ṽi = vi − η′Di は S に入ることが保証される．
さらに，式 (8.5.1) の右辺第 1項は，

Liθ (θ, u, vi) [ϑ]
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=

∫
D

(
ζiθ + b′vi − αϕα−1ϕ′∇u ·∇vi

)
ϑ dx

+

∫
ΓD

αϕα−1ϕ′ {(u− uD) ∂νvi + (vi − η′Di) ∂νu} dγ (8.5.4)

となる．
そこで，u と vi はそれぞれ問題 8.2.3 と問題 8.5.1 の弱解であるとする．このと
きの fi (θ, u) を f̃i (θ) とかくことにすれば，

f̃ ′i (θ) [ϑ] = Liθ (θ, u, vi) [ϑ] = ⟨gi, ϑ⟩ (8.5.5)

のようにかかれる．ここで，

gi = ζiθ + b′vi − αϕα−1ϕ′∇u ·∇vi (8.5.6)

となる．ϕ (θ) に式 (8.1.1) を用いたときには，

ϕ′ (θ) =
1

π

1

1 + θ2
(8.5.7)

となる．また，式 (8.1.2) を用いたときには，

ϕ′ (θ) =
1

2
sech2θ (8.5.8)

となる．
以上のことから，fi の θ 微分 gi について次のような結果が得られる．

定理 8.5.2 (fi の θ 微分) θ ∈ D◦ に対して，u と vi を問題 8.2.3 と問題 8.5.1 の
弱解とし，それらは式 (8.2.2) の S に入る (仮定 8.2.1, 仮定 8.2.2 および仮定 8.3.1

が満たされる) とする．このとき，fi の θ 微分は式 (8.5.5) となり，式 (8.5.6) の gi

は X ′ に入る．さらに，gi ∈ LqR (D;R) となる． □

証明 fi の θ 微分が式 (8.5.5) の gi となることは上でみてきたとおりである．gi の正則
性に関しては次のような結果が得られる．式 (8.5.5) に Hölder の不等式 (定理 A.9.1) と
Poincaré の不等式の系 (系 A.9.4) を適用すれば，

|⟨gi, ϑ⟩|L1(D;R)

≤
(
∥ζiθ∥LqR (D;R) +

∥∥b′∥∥
L2qR (D;R) ∥vi∥L2qR (D;R)

+
∥∥αϕα−1ϕ′∥∥

C∞(R;R) ∥∇u∥L2qR(D;Rd) ∥∇vi∥L2qR(D;Rd)

)
∥ϑ∥L2(D;R)

≤
(
∥ζiθ∥LqR (D;R) +

∥∥b′∥∥
L2qR (D;R) ∥vi∥L2qR (D;R)

+
∥∥αϕα−1ϕ′∥∥

C∞(R;R) ∥u∥W1,2qR (D;R) ∥vi∥W1,2qR (D;R)

)
∥ϑ∥X

が得られる．上式右辺の ( ) は仮定によりすべて有界である．よって，gi は X ′ に入る．ま
た， ( ) 内の各項はすべて LqR (D;R) に入ることから，gi ∈ LqR (D;R) が得られる． □
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定理 8.5.2 より，θ 型位相最適化問題の正則性について次のことがいえる．

注意 8.5.3 (θ 型位相最適化問題の不正則性) 定理 8.5.2 において，仮定 8.2.1, 仮
定 8.2.2 および仮定 8.3.1 をより厳しくして，u と vi が W 2,∞ (D;R) に入るよう
な問題を構成すれば，gi は C0,1 (D;R) に入るようになる．このときには，−gi を
ϑ におきかえるような勾配法で更新された設計変数 θ + ϵϑ (ϵ は正定数) は設計変
数の許容集合 D に入ることになる．しかし，そのような場合には，仮定 8.2.2 で許
容された角点や Dirichlet 境界と Neumann 境界の境界がない Robin 問題を考える
か，あるいはそのような点の近傍を Ω̄C に含めて，θ を固定するなどの工夫が必要
となる．
それらの工夫をしない場合には，gi は C0,1 (D;R) には入らないことになる．そ
こで，−gi を ϑ におきかえるような勾配法では，θ + ϵϑ は設計変数の許容集合 D
には入らないことになる．この結果は，図 8.0.5 のようなチェッカーボードパター
ンが現れる数値不安定現象の一因になると考えられる． □

8.5.2 評価関数の 2階 θ 微分
さらに，設計変数の変動に対する評価関数の 2階微分 (Hesse 形式) を求めてみよ
う．すでに，7.5.3項において，抽象的最適設計問題に対する評価関数の 2階 Fréchet

微分の求め方について示されている．ここでは，その求め方にし従って，式 (8.3.1)

で与えられた fi に対して，f̃i の 2階 θ 微分を求めてみよう．
f̃i の 2階 θ 微分を得るために，次の仮定を設ける．

仮定 8.5.4 (f̃i の 2階 θ 微分) 状態決定問題 (問題 8.2.3) と式 (8.3.1) で定義され
た評価関数 fi に対して，それぞれ

(1) b は θ の関数ではない

(2) ζi は u の関数ではない (θ と ∇u の関数ではある)

と仮定する． □

fi の Lagrange 関数 Li は式 (8.3.3) によって定義されている．(θ, u) を設計変数
とみなし，その許容集合と許容方向集合を

S = {(θ, u) ∈ D × S | LS (θ, u, v) = 0 for all v ∈ U } ,

TS (θ, u) = {(ϑ, υ̂) ∈ X × U | LSθu (θ, u, v) [ϑ, υ̂] = 0 for all v ∈ U }
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とおく．このとき，(θ, u) ∈ S の任意変動 (ϑ1, υ̂1) , (ϑ2, υ̂2) ∈ TS (θ, u) に対する Li

の 2階 Fréchet 偏微分は，式 (7.5.21) と同様，

Li(θ,u)(θ,u) (θ, u, vi) [(ϑ1, υ̂1) , (ϑ2, υ̂2)]

= Liθθ (θ, u, vi) [ϑ1, ϑ2] + Liθu (θ, u, vi) [ϑ1, υ̂2]

+ Liθu (θ, u, vi) [ϑ2, υ̂1] + Liuu (θ, u, vi) [υ̂1, υ̂2] (8.5.9)

となる．式 (8.5.9) 右辺の各項は，

Liθθ (θ, u, vi) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

{
ζiθθ − (ϕα (θ))

′′ ∇u ·∇vi
}
ϑ1ϑ2 dx, (8.5.10)

Liθu (θ, u, vi) [ϑ1, υ̂2]

=

∫
D

{
ζiθ(∇u)⊤ ·∇υ̂2 − (ϕα (θ))

′ ∇υ̂2 ·∇vi

}
ϑ1 dx, (8.5.11)

Liuθ (θ, u, vi) [ϑ2, υ̂1]

=

∫
D

{
ζiθ(∇u)⊤ ·∇υ̂1 − (ϕα (θ))

′ ∇υ̂1 ·∇vi

}
ϑ2 dx, (8.5.12)

Liuu (θ, u, vi) [υ̂1, υ̂2] = 0 (8.5.13)

となる．ただし，u− uD, vi − η′Di, υ̂1 および υ̂2 は ΓD 上でゼロとなることを用い
た．また，

(ϕα (θ))
′
= αϕα−1 (θ)ϕ′ (θ) , (8.5.14)

(ϕα (θ))
′′
= α (α− 1)ϕα−2 (θ)ϕ′2 (θ) + αϕα−1 (θ)ϕ′′ (θ) (8.5.15)

である．
一方，j ∈ {1, 2} を用いて，任意変動 (ϑj , υ̂j) ∈ TS (θ, u) に対する状態決定問題
の Lagrange 関数 LS の Fréchet 偏微分は，任意の v ∈ U に対して

LSθu (θ, u, v) [ϑj , υ̂j ]

=

∫
D

{
− (ϕα (θ))

′
ϑ∇u− ϕα (θ)∇υ̂j

}
·∇v dx

= 0 (8.5.16)

となる．ただし，v と υ̂j は ΓD 上でゼロとなることを使った．式 (8.5.16) より，

∇υ̂j = − (ϕα (θ))
′

ϕα (θ)
ϑj∇u in D (8.5.17)

が得られる．
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そこで，式 (8.5.17) の υ̂j を式 (8.5.9) の ûj に代入し，状態決定問題と f1, . . . ,

fm に対する随伴問題の Dirichlet 境界条件と ΓD 上で υ̂j = 0 を考慮すれば，

Liθu (θ, u, vi) [ϑ1, υ̂2]

= Liuθ (θ, u, vi) [υ̂1, ϑ2]

=

∫
D

(ϕα (θ))
′

ϕα (θ)

{
(ϕα (θ))

′ ∇vi − ζiθ(∇u)⊤

}
·∇uϑ1ϑ2 dx (8.5.18)

が得られる．
以上の結果をまとめれば，f̃i の 2階 θ 微分は，式 (8.5.10), 式 (8.5.13) および
式 (8.5.18) より，

hi (θ, u, vi) [ϑ1, ϑ2]

=

∫
D

[{
2
(ϕα (θ))

′2

ϕα (θ)
− (ϕα (θ))

′′
}
∇u ·∇vi

+ ζiθθ − 2
(ϕα (θ))

′

ϕα (θ)
ζiθ(∇u)⊤ ·∇u

]
ϑ1ϑ2 dx

=

∫
D

(
β (α, θ)∇u ·∇vi + ζiθθ − 2α

ϕ′ (θ)

ϕ (θ)
ζiθ(∇u)⊤ ·∇u

)
ϑ1ϑ2 dx

(8.5.19)

となる．ただし，

β (α, θ) = α (α+ 1)ϕα−2 (θ)ϕ′2 (θ)− αϕα−1 (θ)ϕ′′ (θ) (8.5.20)

とおいた．ϕ (θ) が式 (8.1.1) あるいは式 (8.1.2) で与えられたときには，それぞれ

β (α, θ) = α (α+ 1)

(
1

π
tan−1 θ +

1

2

)α−2 {
1

π (1 + θ2)

}2

− α

(
1

π
tan−1 θ +

1

2

)α−1
{
− 2θ

π (1 + θ2)
2

}
(8.5.21)

あるいは

β (α, θ) = α (α+ 1)

(
1

2
tanh θ +

1

2

)α−2 (
sech2θ

2

)2

− α

(
1

2
tanh θ +

1

2

)α−1 (
−sech2θ tanh θ

)
(8.5.22)

となる．図 8.5.2 は，β (α, θ) のグラフを示す．それらのグラフより，β (α, θ) > 0

が成り立つことが確認される．さらに，式 (8.5.19) 右辺の ( ) 内の残りの項が正
で有界となれば，hi (θ, u, vi) [ · , · ] は X 上の強圧的かつ有界な双 1次形式となる．
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(a) ϕ (θ) = tan−1 θ/π + 1/2 (b) ϕ (θ) = (tanh θ + 1) /2

図 8.9: 評価関数の 2階 θ 微分における係数関数 β (α, θ)

8.5.3 Lagrange 乗数法による評価関数の 2階 θ 微分
評価関数の 2階 θ 微分を Lagrange 乗数法を用いて求める場合には，次のように
なる．式 (8.5.5) の f̃ ′i (θ) [ϑ1] = ⟨gi, ϑ1⟩ に対する Lagrange 関数を

LIi (θ, u, vi, wi, zi) = ⟨gi, ϑ1⟩+ LS (θ, u, wi) + LAi (θ, vi, zi) (8.5.23)

とおく．ここで，LS は式 (8.2.4) で与えられる．また，

LAi (θ, vi, zi)

=

∫
D

(
−ϕα (θ)∇vi ·∇zi + ζiuzi + ζi(∇u)⊤ ·∇zi

)
dx

+

∫
ΓN

η′Nizi dγ +

∫
ΓD

{ziϕα (θ) ∂νv + (vi − η′Di)ϕ
α (θ) ∂νzi}dγ

(8.5.24)

は，fi に対する随伴問題 (問題 8.5.1) の Lagrange 関数である．wi ∈ U と zi ∈ U

は，gi が u と vi の関数であるために用意された随伴変数である．ϑ1 は LIi にお
いては定ベクトルとみなす．
(θ, u, vi, wi, zi) の任意変動 (ϑ2, û, v̂i, ŵi, ẑi) ∈ X × U4 に対する LIi の Fréchet

微分は

L ′
Ii (θ, u, vi, wi, zi) [ϑ2, û, v̂i, ŵi, ẑi]

= LIiθ (θ, u, vi, wi, zi) [ϑ2] + LIiu (θ, u, vi, wi, zi) [û]

+ LIivi
(θ, u, vi, wi, zi) [v̂i] + LIiwi

(θ, u, vi, wi, zi) [ŵi]

+ LIizi (θ, u, vi, wi, zi) [ẑi] (8.5.25)

となる．式 (8.5.25) の右辺第 4項は，u が状態決定問題の解ならばゼロとなる．ま
た，式 (8.5.25) の右辺第 5項は，vi が随伴問題の解のときゼロとなる．
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また，式 (8.5.25) の右辺第 2項は，

LIiu (θ, u, vi, wi, zi) [û]

=

∫
D

{(
ζiθuû− αϕα−1ϕ′∇vi ·∇û

)
ϑ1 − ϕα∇wi ·∇û

}
dx (8.5.26)

となる．そこで，任意の û ∈ U に対して式 (8.5.26) がゼロとなる条件は， wi を次
の随伴問題の解とおくことと同値である．

問題 8.5.5 (⟨gi, ϑ1⟩ に対する wi の随伴問題) 問題 8.3.2 の仮定のもとで，ϑ1 ∈ X

が与えられたとき，

−∇ · (ϕα∇wi) =
(
∇ ·

(
αϕα−1ϕ′∇vi

)
+ ζiθu

)
ϑ1 in D,

ϕα∂νwi = αϕα−1ϕ′∂νviϑ1 on ΓN,

wi = 0 on ΓD

を満たす wi = wi (ϑ1) ∈ U を求めよ． □

式 (8.5.25) の右辺第 3項は，

LIivi (θ, u, vi, wi, zi) [v̂i]

=

∫
D

{(
b′v̂i − αϕα−1ϕ′∇u ·∇v̂i

)
ϑ1 − ϕα∇zi ·∇v̂i

}
dx (8.5.27)

となる．任意の v̂i ∈ U に対して式 (8.5.27) がゼロとなる条件は， zi を次の随伴問
題の解とおくことと同値である．

問題 8.5.6 (⟨gi, ϑ1⟩ に対する zi の随伴問題) 問題 8.3.2 の仮定のもとで，ϑ1 ∈ X

が与えられたとき，

−∇ · (ϕα∇zi) =
(
∇ ·

(
αϕα−1ϕ′∇u

)
+ b′

)
ϑ1 in D,

ϕα∂νzi = αϕα−1ϕ′∂νuϑ1 on ΓN,

zi = 0 on ΓD

を満たす zi = zi (ϑ1) ∈ U を求めよ． □

さらに，式 (8.5.25) の右辺第 1項は，

LIiθ (θ, u, vi, wi, zi) [ϑ2]

=

∫
D

[{
ζiθθu+ b′′vi −

(
α (α− 1)ϕα−2ϕ′2 + αϕα−1ϕ′′

)
∇u ·∇vi

}
ϑ1
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− αϕα−1ϕ′ (∇u ·∇wi +∇vi ·∇zi) + b′ (wi + zi)
]
ϑ2 dx

となる．
そこで，u, vi, wi (ϑ1)および zi (ϑ1)はそれぞれ問題 8.2.3，問題 8.5.1, 問題 8.5.5

および問題 8.5.6 の弱解とする．このときの fi (θ, u) を f̃i (θ) とかくことにすれば，

LIiθ (θ, u, vi, wi (ϑ1) , zi (ϑ1)) [ϑ2] = f̃ ′′i (θ) [ϑ1, ϑ2]

= ⟨gHi (θ, ϑ1) , ϑ2⟩ (8.5.28)

のようにかける．ここで，fi の Hesse 勾配 gHi は

gHi (θ, ϑ1)

=
{
−
(
α (α− 1)ϕα−2ϕ′2 + αϕα−1ϕ′′

)
∇u ·∇vi + ζiθθu+ b′′vi

}
ϑ1

− αϕα−1ϕ′ (∇u ·∇wi (ϑ1) +∇vi ·∇zi (ϑ1))

+ b′ (wi (ϑ1) + zi (ϑ1)) (8.5.29)

のように与えられる．

8.6 評価関数の降下方向
注意 8.5.3 において，θ 型位相最適化問題は，特別な正則性の仮定をもうけなけれ
ば，不正則になることが示された．そこで，評価関数の θ 微分を正則化する機能を
もつ設計変数の線形空間 X 上の勾配法と Newton 法について考えよう．ここでは，
i ∈ {0, . . . ,m}番目の評価関数 fi に対して，式 (8.5.6)の勾配 gi ∈ X ′ と式 (8.5.19)

の Hesse 形式 hi ∈ L2 (X ×X;R) が与えられたと仮定して，fi の降下方向を設計
変数の線形空間 X 上の勾配法と Newton 法によって求める方法を考えよう．

8.6.1 H1 勾配法
上記の降下方向ベクトルを次の問題の解 ϑgi ∈ X によって求める方法を，θ 型

H1 勾配法とよぶことにする．

問題 8.6.1 (θ 型 H1 勾配法) X と D をそれぞれ式 (8.1.3) と式 (8.1.4) とする．
aX : X ×X → R を X 上の強圧的かつ有界な双 1次形式とする．すなわち，任意
の ϑ ∈ X と ψ ∈ X に対して，

aX (ϑ, ϑ) ≥ αX ∥ϑ∥2X , |aX (ϑ, ψ)| ≤ βX ∥ϑ∥X ∥ψ∥X (8.6.1)
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図 8.10: H1 空間の内積を用いた H1 勾配法

を満たす正定数 αX と βX が存在するとする．fi ∈ C1 (D;R) に対して，極小点で
はない θk ∈ D◦ における fi の θ 微分を gi (θk) ∈ X ′ とする．このとき，任意の
ψ ∈ X に対して

aX (ϑgi, ψ) = −⟨gi (θk) , ψ⟩ (8.6.2)

を満たす ϑgi ∈ X を求めよ． □

問題 8.6.1 で仮定された aX : X ×X → R の選び方には任意性がある．以下の項
では，いくつかの具体例を示すことにする．

H1 空間の内積を用いた方法

実 Hilbert 空間 X 上の内積は強圧性をもつ．そこで，内積を応用して，

aX (ϑ, ψ) =

∫
D

(∇ϑ ·∇ψ + cDϑψ) dx (8.6.3)

とおいてみよう．ただし，cD はほとんど至るところで正となる L∞ (
Rd;R

) の要素
であると仮定する．このとき，aX は X 上の強圧的双 1次形式となる (例題 5.2.7

(1) の解答を参照)．また，cD の選び方に関して次のことがいえる．cD が大きな値
をとれば，式 (8.6.3) 右辺の積分において，第 1項にくらべて第 2項が優位となり，
平滑化の機能が抑えられて，−gi を直接探索ベクトルにえらんだときの結果に近づ
くことになる．なお，探索ベクトルの大きさ (ステップサイズ) は，7.7.1 項 (3.7 節
と同様) のアルゴリズムのなかで使われた正の定数 ca の大きさで調整されるものと
する．
式 (8.6.3) を用いたときの H1 勾配法の強形式は次のようになる．

問題 8.6.2 (H1 内積を用いた H1 勾配法) θ ∈ D◦ において式 (8.5.6) の gi ∈ X ′

が与えられたとき，

−∆ϑgi + cDϑgi = −gi in D,
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∂νϑgi = 0 on ∂D

を満たす ϑgi : D → R を求めよ． □

図 8.6.1は，問題 8.6.2のイメージを示す．この問題は，問題 5.1.3の拡張 Poisson

問題において，Ω を D に変更し，c∂D = 0 とおいたときの楕円型偏微分方程式の
境界値問題になっている．そこで，有限要素法などの数値解析法によって数値解が
求められる．

境界条件を用いた方法

また，θ に対する Dirichlet 条件や Robin 条件を用いても，双 1 次形式 aX :

X ×X → R に強圧性をもたせることができる．
最初に，Dirichlet 境界条件を用いることを考えよう．設計変数の線形空間 X が
定義された式 (8.1.3) において，設計上の制約で θ を固定する領域あるいは境界と
して，Ω̄C ⊂ D̄ が定義された．ここでは，Ω̄C は領域あるいは境界の測度が正値を
もつと仮定する．このとき，

aX (ϑ, ψ) =

∫
D\Ω̄C

∇ϑ ·∇ψ dx (8.6.4)

は，例題 5.2.5 の解答でみたように，X 上の強圧的かつ有界な双 1次形式となる．
このときの H1 勾配法の強形式は次のようになる．

問題 8.6.3 (Dirichlet 条件を用いた H1 勾配法) θ ∈ D◦ において式 (8.5.6) の
gi ∈ X ′ が与えられたとき，

−∆ϑgi = −gi in D \ Ω̄C,

∂νϑgi = 0 on ∂D \ Ω̄C,

ϑgi = 0 in Ω̄C

を満たす ϑgi : D \ Ω̄C → R を求めよ． □

問題 8.6.3 は問題 5.1.1 の Poisson 問題において，Ω と ΓD をそれぞれ D \ Ω̄C

と ∂ΩC におきかえた問題である．図 8.6.2 (a) は，そのイメージを示す．この問題
の数値解も有限要素法などの数値解析法によって求められる．
さらに，Robin 条件を用いれば，式 (8.1.3) において Ω̄C = ∅ を仮定しても

aX (ϑ, ψ) の強圧性が得られる．ある正値関数 c∂D ∈ L∞ (∂D;R) を選び，

aX (ϑ, ψ) =

∫
D

∇ϑ ·∇ψ dx+

∫
∂D

c∂Dϑψ dγ (8.6.5)
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(a) Dirichlet 条件 (b) Robin 条件

図 8.11: 境界条件を用いた H1 勾配法

とおく．この aX が X 上の強圧的双 1次形式となることは例題 5.2.7 (2) に対する
解答の中に示されている．このときの強形式は次のようになる．

問題 8.6.4 (Robin 条件を用いた H1 勾配法) θ ∈ D◦ において式 (8.5.6) の gi ∈
X ′ が与えられたとき，

−∆ϑgi = −gi in D,

∂νϑgi + c∂Dϑgi = 0 on ∂D

を満たす ϑgi : D → R を求めよ． □

図 8.6.2 (b) は，問題 8.6.4 のイメージを示す．この問題における Robin 条件は，
Poisson 問題を定常熱伝導問題とみなしたとき，境界の外側の温度を 0 とおき，c∂D
を熱伝達率とおいたときの熱伝達境界で使われる条件となっている．そこで，この
問題の数値解も有限要素法などの数値解析法によって求められる．

H1 勾配法の正則性

θ 型位相最適化問題に対する H1 勾配法 (問題 8.6.2 から問題 8.6.4) の弱解に対
して，次の結果が得られる．なお，本項では，D が 2次元領域のときには，∂D 上
の凹角の角点，混合境界条件の境界 ∂ΓD の開き角は π/2 以上の角点，D が 3次元
領域のときには，∂D 上の凹角の辺，混合境界条件の境界 ∂ΓD の開き角が π/2 以
上の辺の近傍を特異点近傍とよび，B とかくことにする．また，u が問題 8.2.3 の
解であるときの fi (θ, u) を f̃i (θ) とかくことにする．

定理 8.6.5 (θ 型 H1 勾配法) 定理 8.5.2 の gi ∈ LqR (D;R) に対して，問題 8.6.2

から問題 8.6.4 の弱解 ϑgi は一意に存在する．ϑgi は D \ B̄ 上で，H2 (D;R)∩C0,1

級となる．また，ϑgi は f̃i (θ) の降下方向を向いている． □
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証明 gi は LqR (D;R) ⊂ X ′ に入ることから，Lax-Milgram の定理により，問題 8.6.2 か
ら問題 8.6.4 の弱解 ϑgi は一意に存在する．また，解 ϑgi の正則性について，次の結果が得
られる．ϑgi は楕円型偏微分方程式を満たすことから，gi よりも微分可能性が 2階分増加し，
D \ B̄ 上で W 2,qR ⊂ H2 (D;R) 級となる．これに Sobolev の埋蔵定理 (定理 4.3.14) を適
用すれば，qR > d のとき，

2− d

qR
= 1 + σ > 1

となる．ただし，σ ∈ (0, 1) である．よって，定理 4.3.14 の (3) において p = qR, q = ∞,
k = 1 および j = 1 とおいたとき，D \ B̄ 上で

W 2,qR
(
D \ B̄,R

)
⊂ C0,1 (D \ B̄,R

)
が成り立つ．そこで，ϑgi は D \ B̄ 上で H2 (D;R)∩C0,1 級となる．さらに，問題 8.6.2 か
ら問題 8.6.4 の弱解 ϑgi に対して，正の定数 ϵ̄ に対して，

f̃i (θ + ϵ̄ϑgi)− f̃i (θ) = ϵ̄ ⟨gi, ϑgi⟩+ o (|ϵ̄|) = −ϵ̄aX (ϑgi, ϑgi) + o (|ϵ̄|)

≤ −ϵ̄αX ∥ϑgi∥2X + o (|ϵ̄|)

が成り立つ．そこで，ϵ̄ を十分小さくとれば，f̃i (θ) は減少することになる． □

定理 8.6.5 より，H1 勾配法を用いて設計変数の変動方向を決定すれば，特異点
近傍を除いて，設計変数の許容集合 D の中で解を探索することになる．そのことか
ら，H1 勾配法は正則な勾配法になっていると考えられる．

8.6.2 H1 Newton 法
さらに，評価関数 fi の 2階微分 (Hesse 形式) hi ∈ L2 (X ×X;R) が計算可能
であれば，X = H1 (D;R) 上の Newton 法が考えられる．その方法を，θ 型 H1

Newton 法とよぶことにする．

問題 8.6.6 (θ 型 H1 Newton 法) X と D をそれぞれ式 (8.1.3) と式 (8.1.4) と
する．fi ∈ C2 (D;R) に対して，極小点ではない θk ∈ D◦ における fi の θ 微分と
2階 θ 微分をそれぞれ gi (θk) ∈ X ′ および hi (θk) ∈ L2 (X ×X;R) とする．また，
aX : X ×X → R を hi (θk) の X 上における強圧性と正則性を補うための双 1次形
式とする．このとき，任意の ψ ∈ X に対して

hi (θk) [ϑgi, ψ] + aX (ϑgi, ψ) = −⟨gi (θk) , ψ⟩ (8.6.6)

を満たす ϑgi ∈ X を求めよ． □

問題 8.6.6 において，式 (8.6.6) の左辺を hi のみにおいた場合，注意 8.5.3 で指
摘された gi (θk) の不正則性を補正する作用が期待されない．実際，式 (8.5.19) で
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表 8.1: 抽象的最適設計問題 (問題 7.3.1) と θ 型位相最適化問題 (問題 8.3.2) の対応

抽象的最適設計問題 θ 型位相最適化問題
設計変数 ϕ ∈ X θ ∈ X = H1 (D;R)
状態変数 u ∈ U u ∈ U = H1 (D;R)
fi の Fréchet 微分 gi ∈ X ′ gi ∈ X ′ = H1′ (D;R)
勾配法の解 φgi ∈ X ϑgi ∈ X = H1 (D;R)

計算された hi では，∇ϑ1 ·∇ϑ2 の項が含まれていないからである．そこで，問題
8.6.6 では，X 上の強圧的かつ有界な双 1次形式 aX を式 (8.6.6) の左辺に追加する
ことで，それを補うことにした．たとえば，X 上の内積を用いた式 (8.6.3) をもと
にする場合には，

aX (ϑ, ψ) =

∫
D

(cD1∇ϑ ·∇ψ + cD0ϑψ) dx (8.6.7)

のようにおく．ここで，cD0 と cD1 はそれぞれ強圧性と正則性を確保するための正
の定数である．それらの意味は，式 (8.6.3) のあとで説明された内容と同じである．
さらに，fi (θ) の 2階 θ 微分が Hesse 勾配によって与えられる場合は，問題 8.6.6

が次の問題に置き換えられる．

問題 8.6.7 (Hesse 勾配を用いた θ 型 Newton 法) X と D をそれぞれ式 (8.1.3)

と式 (8.1.4)とする．fi ∈ C2 (D;R)に対して，極小点ではない θk ∈ D◦ における fi

の θ 微分の勾配，探索ベクトルおよび Hesse 勾配をそれぞれ gi (θk) ∈ X ′, ϑ̄gi ∈ X

および gHi

(
θk, ϑ̄gi

)
∈ X ′ とするとき，任意の ψ ∈ X に対して

aX (ϑgi, ψ) = −
〈(
gi (θk) + gHi

(
θk, ϑ̄gi

))
, ψ

〉
(8.6.8)

を満たす ϑgi ∈ X を求めよ． □

8.7 θ 型位相最適化問題の解法
抽象的最適設計問題 (問題 7.3.1)と θ 型位相最適化問題 (問題 8.3.2) の対応は表

8.7.1 のようになる．したがって，適切なおきかえにより，7.7.1 項 (3.7 節) と 7.7.2

項 (3.8 節) で示された制約つき問題に対する勾配法と Newton 法を適用することが
できる．
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8.7.1 制約つき問題に対する勾配法
制約つき問題に対する勾配法は，次のような変更により，3.7.1 項で示された簡単
なアルゴリズム 3.7.2 が利用可能となる．

(1) 設計変数 x とその変動 y をそれぞれ θ と ϑ におきかえる．

(2) 勾配法を与える式 (3.7.10) を，任意の ψ ∈ X に対して

caaX (ϑgi, ψ) = −⟨gi, ψ⟩ (8.7.1)

が成り立つ条件におきかえる．ただし，aX (ϑgi, ψ) は，問題 8.6.2 から問題
8.6.4 の弱形式で使われた X 上の双 1次形式とする．

(3) 探索ベクトルを求める式 (3.7.11) を

ϑg = ϑg0 +
∑
i∈IA

λiϑgi (8.7.2)

におきかえる．

(4) Lagrange 乗数を求める式 (3.7.12) を

(⟨gi, ϑgj⟩)(i,j)∈I2
A
(λj)j∈IA

= − (fi + ⟨gi, ϑg0⟩)i∈IA
(8.7.3)

におきかえる．

さらに，複雑なアルゴリズム 3.7.6 を使う場合には，上記 (1) から (4) に加えて，
次の変更も追加する．

(5) Armijo の規準式 (3.7.26) を，ξ ∈ (0, 1) に対して

L (θ + ϑg,λk+1)− L (θ,λ) ≤ ξ

〈
g0 +

∑
i∈IA

λigi, ϑg

〉
(8.7.4)

におきかえる．

(6) Wolfe の規準式 (3.7.27) を，µ (0 < ξ < µ < 1) に対して

µ

〈
g0 +

∑
i∈IA

λigi, ϑg

〉

≤

〈
g0 (θ + ϑg) +

∑
i∈IA

λi k+1gi (θ + ϑg) , ϑg

〉
(8.7.5)

におきかえる．
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(7) Newton-Raphson 法による λk+1 の更新式 (式 (3.7.21)) を
δλ = (δλj)j∈IA

= − (⟨gi (λk+1 l) , ϑgj (λk+1 l)⟩)−1
(i,j)∈I2

A
(fi (λk+1 l))i∈IA

(8.7.6)

におきかえる．
上記のような θ 型位相最適化問題に対する解法を用いる場合の注意点についてみ
ておこう．
θ 型位相最適化問題 (問題 8.3.2) では，設計変数 θ ∈ X に対して状態決定問題
の解や評価関数は非凸の非線形写像となる．なぜならば，SIMP モデルで使われる
偏微分方程式の係数 ϕα (θ) はシグモイド関数とべき関数の合成関数であるからであ
る．そこで，評価関数や境界条件の与え方によっては，極小点が複数存在するよう
な場合も起こりうる．そのような場合には，θ の初期分布の与え方を変えて，収束
結果を比較することが必要になる．
また，θ の初期分布は式 (8.1.4) で定義された設計変数の許容集合 D に入ってい
なければならない．すなわち，連続関数でなければならない．もしも，θ の初期分
布を，ある穴の配置に対応した特性関数 (L∞ 級の関数) で与えた場合には，その穴
の境界における θ の不連続性は上記の解法を用いても取り除かれないことに注意す
る必要がある．
さらに，本章で示された θ 型位相最適化問題では，シグモイド関数を用いて θ

を ϕ に変換している．そのために，ϕ が 0 と 1 に近づく際に，θ に対する ϕ の勾
配が小さくなり，収束が遅くなるという欠点がある．その欠点は，次節で示される
Newton 法によって改善されることが期待される．

8.7.2 制約つき問題に対する Newton 法
評価関数の θ 微分に加えて，評価関数の 2階 θ 微分が計算可能ならば，制約つき
問題に対する勾配法を制約つき問題に対する Newton 法に変更することができる．
ただし，式 (8.6.6) の hi (θk) [ϑgi, ψ] を

hL (θk) [ϑgi, ψ] = h0 (θk) [ϑgi, ψ] +
∑

i∈IA(θk)

λikhi (θk) [ϑgi, ψ] (8.7.7)

におきかえる．すなわち，式 (8.6.6) を
chhL (θk) [ϑgi, ψ] + caaX (ϑgi, ψ) = −⟨gi (θk) , ψ⟩ (8.7.8)

とする．ただし，aX は式 (8.6.7) で与えられ，ch, cD0, cD1 はステップサイズを制
御するための正定数とする．このとき，3.8.1項で示された簡単なアルゴリズム 3.8.4

が次のおきかえによって利用可能となる．
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(1) 設計変数 x とその変動 y をそれぞれ θ と ϑ におきかえる．

(2) 式 (3.7.10) を式 (8.7.8) の解におきかえる．

(3) 式 (3.7.11) を式 (8.7.2) におきかえる．

(4) 式 (3.7.12) を式 (8.7.3) におきかえる．
評価関数の 2階 θ 微分が Hesse勾配で与えられる場合には，式 (8.7.7)と式 (8.7.8)

はそれぞれ

gHL

(
θk, ϑ̄g

)
= gH0

(
θk, ϑ̄g

)
+

∑
i∈IA(θk)

λikgHi

(
θk, ϑ̄g

)
, (8.7.9)

caaX (ϑgi, ψ) = −
〈(
gi (θk) + chgHL

(
θk, ϑ̄g

))
, ψ

〉
(8.7.10)

に置き換えられる．そのうえで，次のように変更される．
(5) 式 (3.8.11) を式 (8.7.10) におきかえる．
さらに，3.8.2 項に示された複雑なアルゴリズムを考える場合には，問題の性質や
追加される機能に応じたさまざまな工夫が必要となる．

8.8 誤差評価
8.7 節で示されたようなアルゴリズムで θ 型位相最適化問題 (問題 8.3.2) を解く
場合，探索ベクトル ϑg は式 (8.7.2) で求められる．そのためには，三つの楕円型偏
微分方程式の境界値問題の解，すなわち状態決定問題 (問題 8.2.3) の解 u，f0, fi1 ,
. . . , fi|IA| に対する随伴問題 (問題 8.5.1) の解 v0, vi1 , . . . , vi|IA| および θ 型 H1

勾配法 (問題 8.6.1) の解 ϑ0, ϑi1 , . . . , ϑi|IA| に対する数値解を求める必要がある．
さらに，式 (8.7.3) によって Lagrange 乗数 λi1 , . . . , λi|IA| を求める必要がある．
ここでは，三つの境界値問題に対する数値解を有限要素法で求めることを仮定して，
6.6 節でみてきた有限要素法の数値解に対する誤差評価の結果を使って，探索ベク
トル ϑg の誤差評価をおこなってみよう [29, 30]．
なお，H1 勾配法のかわりに H1 Newton 法を用いる場合は，目的関数の 2階微分
に対する評価が必要となる．しかしながら，H1 Newton 法の双 1次形式が H1 勾
配法の双 1次形式と同等の性質を備えていれば，同様の結果となる．そこで，ここ
では省略することにする．
本節では，D を 2次元のときは多角形，3次元のときは多面体と仮定して，D に
対する正則な有限要素分割 T = {Di}i∈E を考える．また，有限要素の最大直径 h

を式 (6.6.2) の h (T ) で定義して，有限要素分割列 {Th}h→0 を考える．以下では，
次のような記号法を用いることにする．
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(1) 状態決定問題 (問題 8.2.3)と f0, fi1 , . . . , fi|IA| に対する随伴問題 (問題 8.5.1)

の厳密解を u と v0, vi1 , . . . , vi|IA| とかく．また，有限要素法によるそれらの
数値解を，i ∈ IA ∪ {0} に対して

uh = u+ δuh, (8.8.1)

vih = vi + δvih (8.8.2)

とかく．

(2) 評価関数 f0, fi1 , . . . , fi|IA| の θ 微分の数値解を，i ∈ IA ∪ {0} に対して

gih = gi + δgih (8.8.3)

とかく．ここで，gi は u, v0, vi1 , . . . , vi|IA| の関数であり，gih は uh, v0h,

vi1h, . . . , vi|IA|h の関数である．

(3) θ 微分の厳密解 g0, gi1 , . . . , gi|IA| を用いて計算された H1 勾配法 (たとえば，
問題 8.6.2) の厳密解を ϑg0, ϑgi1 , . . . , ϑgi|IA| とかく．また，数値解 g0h, gi1h,

. . . , gi|IA|h を用いて計算された H1 勾配法の厳密解を，i ∈ IA∪{0} に対して

ϑ̂gi = ϑgi + δϑ̂gi (8.8.4)

とかく．

(4) 数値解 g0h, gi1h, . . . , gi|IA|h を用いて計算された H1 勾配法の数値解を，
i ∈ IA ∪ {0} に対して

ϑgih = ϑ̂gi + δϑ̂gih = ϑgi + δϑgih (8.8.5)

とかく．

(5) g0, gi1 , . . . , gi|IA| と ϑg0, ϑgi1 , . . . , ϑgi|IA| を用いて構成された式 (8.7.3)の係数
行列 (⟨gi, ϑgj⟩)(i,j)∈I2

A
をAとかく．また，g0h, gi1h, . . . , gi|IA|hと ϑg0h, ϑgi1h,

. . . , ϑgi|IA|h を用いて構成された式 (8.7.3) の係数行列 (⟨gih, ϑgjh⟩)(i,j)∈I2
A
を

Ah = A+ δAh とかく．ここでは fi = 0 を仮定し，− (⟨gi, ϑg0⟩)i∈IA
を b と

かく．また，− (⟨gih, ϑg0h⟩)i∈IA
を bh = b + δbh とかく．さらに，Lagrange

乗数の厳密解を λ = A−1b とかく．また，その数値解を

λh = (λih)i∈IA
= A−1

h bh = λ+ δλh (8.8.6)

とかく．
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(6) 数値解 ϑg0h, ϑgi1h, . . . , ϑgi|IA|h と λi1h, . . . , λi|IA|h で構成された式 (8.7.2)を

ϑgh = ϑg0h +
∑
i∈IA

λihϑgih = ϑg + δϑgh (8.8.7)

とかく．
上記の定義において，式 (8.8.7) で定義された δϑgh が探索ベクトルの誤差を表
す．本節では，δϑgh のノルム ∥δϑgh∥X の h に対するオーダーを評価することが目
標である．ここで，次の仮定を設ける．

仮定 8.8.1 (ϑg の誤差評価) 状態決定問題と f0, fi1 , . . . , fi|IA| に対する随伴問題
において α > 1 とする．また，qR > d および k, j ∈ {1, 2, . . .} に対して次のことを
仮定する．
(1) 状態決定問題と f0, fi1 , . . . , fi|IA| に対する随伴問題の厳密解 u と v0, vi1 ,

. . . , vi|IA| の同次形は

Sk = U ∩W k+1,2qR (D;R) (8.8.8)

の要素とする．この条件が成り立つように，仮定 8.2.1, 仮定 8.2.2 および仮
定 8.3.1 を修正する．

(2) 評価関数 fi の被積分関数は，i ∈ IA ∪ {0} に対して

ζiθu ∈ L2qR (D;R)

とする．

(3) i ∈ IA ∪ {0} に対して

∥δuh∥W j,2qR (D;R) ≤ c1h
k+1−j |u|Wk+1,2qR (D;R) , (8.8.9)

∥δvih∥W j,2qR (D;R) ≤ c2h
k+1−j |vi|Wk+1,2qR (D;R) , (8.8.10)∥∥∥δϑ̂gih∥∥∥

W j,2qR (D;R)
≤ c3h

k+1−j
∣∣∣ϑ̂gi∣∣∣

Wk+1,2qR (D;R)
(8.8.11)

を満たす h に依存しない正定数 c1, c2, c3 が存在する．ただし，| · | はセミノ
ルム (式 (4.3.12) 参照) を表す．

(4) 式 (8.8.6) の係数行列 Ah に対して，∥∥A−1
h

∥∥
R|IA|×|IA| ≤ c4

を満たす正定数 c4 が存在する．ただし，∥ · ∥R|IA|×|IA| は行列のノルム
(式 (4.4.3) 参照) を表す．
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□

仮定 8.8.1 の (1) は，k ∈ {1, 2, . . .} なので，式 (8.2.2) で定義された S より
も強い条件になっている．その理由は，仮定 8.8.1 の (3) において，式 (8.8.9) と
式 (8.8.10) の右辺で u と v0, vi1 , . . . , vi|IA| が W k+1,2qR 級に入ることを必要とす
るためである．仮定 8.8.1 の (3) は系 6.6.4 に基づいている．仮定 8.8.1 の (4) は
gi1 , . . . , gi|IA| が 1次独立であれば成り立つ条件になっている．
このとき，後に示される定理 8.8.5 が得られる．この結果を示すために，次の三
つの補題が使われる．

補題 8.8.2 (gi の誤差評価) 仮定 8.8.1 の (1) と (2) および式 (8.8.9) と式 (8.8.10)

が満たされているとき，任意の ϑ ∈ X に対して，

⟨δgih, ϑ⟩ ≤ c5h
k ∥ϑ∥X

を満たす h に依存しない正定数 c5 が存在する．ただし，δgih は式 (8.8.3) で定義
される． □

証明 δgih は δuh と δvih による数値誤差である．そこで，式 (8.5.5) より，
|⟨δgi, ϑ⟩| ≤ |Liθu (θ, u, vi) [ϑ, δuh] + Liθvi (θ, u, vi) [ϑ, δvih]| (8.8.12)

が成り立つ．式 (8.8.12) の右辺に対して Hölder の不等式 (定理 A.9.1) と Poincaré の不等
式の系 (系 A.9.4) を用いれば，

|Liθu (θ, u, vi) [ϑ, δuh] + Liθvi (θ, u, vi) [ϑ, δvih]|

≤
{
∥ζiθu∥L2qR (D;R) ∥δuh∥L2qR (D;R) +

∥∥b′∥∥
L2qR (D;R) ∥δvih∥L2qR (D;R)

+
∥∥αϕα−1ϕ′∥∥

L∞(D;R) ∥∇δuh∥L2qR(D;Rd) ∥∇vi∥L2qR(D;Rd)

+
∥∥αϕα−1ϕ′∥∥

L∞(D;R) ∥∇uh∥L2qR(D;Rd) ∥∇δvih∥L2qR(D;Rd)

}
∥ϑ∥X

≤
{
∥ζiθu∥L2qR (D;R) ∥δuh∥W1,2qR (D;R) +

∥∥b′∥∥
L2qR (D;R) ∥δvih∥W1,2qR (D;R)

+
∥∥αϕα−1ϕ′∥∥

L∞(D;R) ∥δuh∥W1,2qR (D;R) ∥vi∥W1,2qR (D;R)

+
∥∥αϕα−1ϕ′∥∥

L∞(D;R) ∥uh∥W1,2qR (D;R) ∥δvih∥W1,2qR (D;R)

}
∥ϑ∥X

が成り立つ．ここで，j = 1 とおいた式 (8.8.9) と式 (8.8.10) および仮定 8.8.1 の (1) より，
補題の結果が得られる． □

補題 8.8.3 (ϑgi の誤差評価) 仮定 8.8.1 の (1), (2) および (3) が満たされている
とき，

∥δϑgih∥X ≤ c6h
k

を満たす h に依存しない正の定数 c6 が存在する．ただし，δϑgi は式 (8.8.5) で定
義される． □
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証明 式 (8.8.4) と式 (8.8.5) より，

∥δϑgih∥X ≤
∥∥∥δϑ̂gi

∥∥∥
X

+
∥∥∥δϑ̂gih

∥∥∥
X

(8.8.13)

が成り立つ．ただし，
∥∥∥δϑ̂gi

∥∥∥
X
は補題 8.8.2の δgih が H1 勾配法 (たとえば，問題 8.6.2)の厳

密解におよぼす誤差を表し，
∥∥∥δϑ̂gih

∥∥∥
X
は H1 勾配法の数値解に対する誤差を表す．式 (8.8.13)

の
∥∥∥δϑ̂gi

∥∥∥
X
は，任意の ϑ ∈ X に対して，

aX

(
δϑ̂gi, ϑ

)
= −⟨δgih, ϑ⟩

が満たされる．そこで，ϑ = δϑ̂gi とおけば，

αX

∥∥∥δϑ̂gi

∥∥∥2

X
≤

∣∣∣〈δgih, δϑ̂gi

〉∣∣∣ (8.8.14)

が成り立つ．ただし，αX は式 (8.6.1) で使われた正の定数である．式 (8.8.14) の δgih に対
して，補題 8.8.2 を用いれば，∥∥∥δϑ̂gi

∥∥∥
X

≤ c5
αX

hk (8.8.15)

が得られる．一方，
∥∥∥δϑ̂gih

∥∥∥
X
は，j = 1 とおいた式 (8.8.11) より，∥∥∥δϑ̂gih

∥∥∥
X

≤
∥∥∥δϑ̂gih

∥∥∥
W1,2qR (D;R)

≤ c3h
k
∥∥∥ϑ̂gi

∥∥∥
Wk+1,2qR (D;R)

(8.8.16)

が満たされる．式 (8.8.16) において，
∥∥∥ϑ̂gi

∥∥∥
Wk+1,2qR (D;R)

は有界である．なぜならば，定理
8.6.5 の証明において，仮定 8.8.1 の (1) を用いれば，ϑ̂gi ∈ W k+1,∞ (D;R) が得られるか
らである．そこで，式 (8.8.15) と式 (8.8.16) を式 (8.8.13) に代入すれば補題の結果が得ら
れる． □

補題 8.8.4 (λh の誤差評価) 仮定 8.8.1 が満たされているとき，

∥δλh∥R|IA| ≤ c7h
k

を満たす h に依存しない正定数 c7 が存在する．ただし，λh は式 (8.8.6) で定義さ
れる． □

証明 式 (8.8.6) の λh に対して，
δλh = A−1

h (−δAhλ+ δbh)

= A−1
h

{
−
(
(⟨δgih, ϑgj⟩)(i,j)∈I2A

+ (⟨gi, δϑgjh⟩)(i,j)∈I2A

)
λ

+ (⟨δgih, ϑg0⟩)i∈IA
+ (⟨gi, δϑg0h⟩)i∈IA

}
(8.8.17)

が成り立つ．式 (8.8.17) に仮定 8.8.1 の (4) を用いれば，
∥δλh∥R|IA|
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≤ c4

(
1 + |IA|max

i∈IA
|λi|

)
max

(i,j)∈IA×(IA∪{0})
(|⟨δgih, ϑgj⟩|+ |⟨gi, δϑgjh⟩|) (8.8.18)

が成り立つ．|IA| は有界なので，式 (8.8.18) の |⟨δgih, ϑgj⟩| について，補題 8.8.2 より

|⟨δgih, ϑgj⟩| ≤ c5h
k ∥ϑgj∥X (8.8.19)

が得られる．また，|⟨gi, δϑgjh⟩| について，補題 8.8.3 より

|⟨gi, δϑgjh⟩| ≤ c6h
k ∥gi∥X (8.8.20)

が得られる．式 (8.8.20) において，∥gi∥X は有界である．なぜならば，定理 8.5.2 の証明に
おいて，仮定 8.8.1 の (1) を用いれば，gi ∈ W k,qR (D;R) が得られるからである．そこで，
式 (8.8.18) と式 (8.8.19) を式 (8.8.17) に代入すれば補題の結果が得られる． □

これらの補題に基づいて，次のような結果が得られる．

定理 8.8.5 (ϑg の誤差評価) 仮定 8.8.1 が満たされているとき，

∥δϑgh∥X ≤ chk

を満たす h に依存しない正定数 c が存在する．δϑgh は式 (8.8.7) で定義される．□

証明 式 (8.8.7) より

δϑgh = δϑg0h +
∑
i∈IA

(δλihϑgi + λiδϑgih) (8.8.21)

が成り立つ．式 (8.8.21) より

∥δϑgh∥X ≤
(
1 + |IA|max

i∈IA
|λi|

)
max

i∈IA∪{0}
∥δϑgih∥X

+ ∥δλh∥R|IA| |IA|max
i∈IA

∥ϑgi∥X (8.8.22)

が得られる．式 (8.8.22) に補題 8.8.3 と補題 8.8.4 の結果を代入すれば，定理の結果が得ら
れる． □

定理 8.8.5 より，θ 型位相最適化問題に対する有限要素解の誤差評価について次
のことがいえる．

注意 8.8.6 (θ 型位相最適化問題に対する有限要素解の誤差評価) 定理 8.8.5 より，
三つの境界値問題 (状態決定問題，随伴問題 および H1 勾配法) の数値解を k = 1

次の基底関数を用いた有限要素解によって求めたとき，有限要素分割列 {Th}h→0 に
対して探索ベクトル ϑgh の誤差 ∥δϑgh∥X は h の 1次のオーダーで減少する． □
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8.9 線形弾性体の位相最適化問題
θ 型位相最適化問題の状態決定問題を線形弾性問題に変更してみよう．ここでは，
線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題を定義して，θ 微分と 2階 θ 微分を
求めるまでをみてみることにする．評価関数の θ 微分と 2階 θ 微分が求められれ
ば，その問題は Poisson 問題の場合と同様の方法で解くことが可能となる．
D, ΓD および ΓN を θ 型 Poisson 問題 (問題 8.2.3) のときと同様に，線形弾性問
題の定義域，Dirichlet 境界および Neumann 境界であるとする．X と D に関して
はそれぞれ式 (8.1.3) と式 (8.1.4) を用いることにする．

8.9.1 状態決定問題
状態決定問題として線形弾性問題を定義しよう．状態変数の線形空間 U と許容集
合 S を

U =
{
u ∈ H1

(
D;Rd

) ∣∣ u = 0Rd on ΓD

}
, (8.9.1)

S = U ∩W 1,2qR
(
D;Rd

)
(8.9.2)

とおく．また，仮定 8.2.1 を次のように変更する．

仮定 8.9.1 (既知関数の正則性) qR > d に対して

b ∈ C1
(
X;L2qR

(
D;Rd

))
, pN ∈ L2qR

(
ΓN;Rd

)
,

uD ∈ H2
(
D;Rd

)
, C ∈ L∞ (

D;Rd×d×d×d
)

であると仮定する． □

そのうえで，図 8.9.1 のような θ 型線形弾性体に対して，次のような問題を定義
する．

問題 8.9.2 (θ 型線形弾性問題) 仮定 8.9.1 と仮定 8.2.2 が成り立つとする．また，
α > 1 は定数，ϕ (θ) は θ ∈ D に対して式 (8.1.1) あるいは式 (8.1.2) で与えられる
とする．このとき，

−∇⊤ (ϕα (θ)S (u)) = b⊤ (θ) in D, (8.9.3)

ϕα (θ)S (u)ν = pN on ΓN, (8.9.4)

u = uD on ΓD. (8.9.5)

を満たす u : D → Rd を求めよ． □
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図 8.12: θ 型線形弾性体

あとのために，問題 8.9.2 に対する Lagrange 関数を

LS (θ,u,v) =

∫
D

(−ϕα (θ)S (u) ·E (v) + b (θ) · v) dx+

∫
ΓN

pN · v dγ

+

∫
ΓD

{(u− uD) · (ϕα (θ)S (v)ν) + v · (ϕα (θ)S (u)ν)} dγ

と定義しておく．ただし，u は問題 8.9.2 の解とはかぎらないとする．v ∈ U は
Lagrange 乗数である．u が問題 8.9.2 の解ならば，任意の v ∈ U に対して，

LS (θ,u,v) = 0

が成り立つ．

8.9.2 平均コンプライアンス最小化問題
線形弾性問題に対する θ 型位相最適化問題を定義しよう．評価関数を次のように
定義する．問題 8.9.2 の解 u に対して，

f0 (θ,u) =

∫
D

b (θ) · u dx+

∫
ΓN

pN · u dγ −
∫
ΓD

uD · (ϕα (θ)S (u)ν) dγ

(8.9.6)

を平均コンプライアンスとよぶ．また，

f1 (θ) =

∫
D

ϕ (θ) dx− c1 (8.9.7)

を線形弾性体の大きさに対する制約関数とよぶ．ただし，c1 は，ある θ ∈ D に対し
て f1 (θ) ≤ 0 が成り立つような正の定数とする．
式 (8.9.6) の f0 が平均コンプライアンスとよばれる理由は次のようである．
式 (8.9.6) の右辺第 1項と第 2項はそれぞれ体積力 b と境界力 pN がおこなった仕
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事である．b と pN は固定されているので，これらの仕事が小さいことは u は小
さいということになる．これら二つの項だけであれば，外力仕事とよべる．しかし，
式 (8.9.6) の右辺第 3項は，uD がおこなった仕事の負値になっている．uD がおこ
なった仕事は大きい方が変形に対する抵抗する力が強くなることから，負号がつけ
られている．このような事情により，f0 は，平均的な変形のしやすさ (コンプライ
アンス) という意味で，平均コンプライアンスとよばれることになった．
これらの定義を用いて，平均コンプライアンス最小化問題を次のように定義する．

問題 8.9.3 (平均コンプライアンス最小化問題) D と S をそれぞれ式 (8.1.4) と
式 (8.9.2) とおく．f0 と f1 をそれぞれ式 (8.9.6) と式 (8.9.7) とする．このとき，

min
(θ,u−uD)∈D×S

{f0 (θ,u) | f1 (θ) ≤ 0, 問題 8.9.2}

を満たす θ を求めよ． □

8.9.3 評価関数の θ 微分
f0 (θ,u) の θ 微分を随伴変数法で求めよう．f0 の Lagrange 関数を

L0 (θ,u,v0)

= f0 (θ,u) + LS (θ,u,v0)

=

∫
D

{−ϕα (θ)S (u) ·E (v0) + b (θ) · (u+ v0)} dx

+

∫
ΓN

pN · (u+ v0) dγ

+

∫
ΓD

{
(u− uD) · (ϕα (θ)S (v0)ν)

+ (v0 − uD) · (ϕα (θ)S (u)ν)
}
dγ (8.9.8)

とおく．(θ,u,v0) の任意変動 (ϑ, û, v̂0) ∈ X × U × U に対する L0 の Fréchet 微
分は

L ′
0 (θ,u,v0) [ϑ, û, v̂0]

= L0θ (θ,u,v0) [ϑ] + L0u (θ,u,v0) [û] + L0v0 (θ,u,v0) [v̂0] (8.9.9)

とかける．以下で各項について考察する．
式 (8.9.9) の右辺第 3項は，

L0v0
(θ,u,v0) [v̂0] = LSv0

(θ,u,v0) [v̂0] = LS (θ,u, v̂0) (8.9.10)
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となる．式 (8.9.10) は状態決定問題 (問題 8.9.2) の Lagrange 関数になっている．
そこで，u が状態決定問題の弱解ならば，式 (8.9.9) の右辺第 3項は 0 となる．
また，式 (8.9.9) の右辺第 2項は，

L0u (θ,u,v0) [û]

=

∫
D

(−ϕα (θ)S (û) ·E (v0) + b (θ) · û) dx+

∫
ΓN

pN · û dγ

+

∫
ΓD

{û · (ϕα (θ)S (v0)ν) + (v0 − uD) · (ϕα (θ)S (û)ν)} dγ

= LS (θ,v0, û) (8.9.11)

となる．ここで，式 (8.9.11) がゼロとなるように v0 を決定できれば，式 (8.9.9) の
右辺第 2項は 0 となる．この関係は，自己随伴関係

u = v0 (8.9.12)

が成り立つことを意味している．
さらに，式 (8.9.9) の右辺第 1項は，

L0θ (θ,u,v0) [ϑ] =

∫
D

{
b′ · (u+ v0)− αϕα−1ϕ′S (u) ·E (v0)

}
ϑ dx

(8.9.13)

となる．
そこで，u が問題 8.9.2 の弱解で，自己随伴関係 (式 (8.9.12)) が成り立つとする．
このときの f0 (θ,u) を f̃0 (θ) とかくことにすれば，

f̃ ′0 (θ) [ϑ] = L0θ (θ,u,v0) [ϑ] = ⟨g0, ϑ⟩ (8.9.14)

のようにかかれる．ここで，

g0 = 2b′ · u− αϕα−1ϕ′S (u) ·E (u) (8.9.15)

となる．
一方，f1 (θ) に関しては，任意の ϑ ∈ X に対して

f ′1 (θ) [ϑ] =

∫
D

ϕ′ϑ dx = ⟨g1, ϑ⟩ (8.9.16)

が成り立つ．
以上の結果に基づけば，式 (8.9.15) の g0 が入る関数空間は，定理 8.5.2 と同様
の結果となる．そこで，H1 勾配法を適用することで，探索ベクトル ϑg が C0,1 級
となることが保証される．
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8.9.4 評価関数の 2階 θ 微分
さらに，平均コンプライアンス f0 と線形弾性体の大きさ制約に対する評価関数

f1 の 2階 θ 微分を求めることもできる．ここでは，8.5.2 項で示された手続きに沿っ
てみていくことにする．
まず，f0 の 2階 θ 微分について考えよう．仮定 8.5.4 の (1) に対応して，ここで
は，b は θ の関数ではないと仮定する．仮定 8.5.4 の (2) に対応する関係はここで
は満たされている．
f0 の Lagrange 関数 L0 は式 (8.9.8) によって定義されている．(θ,u) を設計変
数とみなし，その許容集合と許容方向集合を

S = {(θ,u) ∈ D × S | LS (θ,u,v) = 0 for all v ∈ U } ,

TS (θ,u) = {(ϑ, υ̂) ∈ X × U | LSθu (θ,u,v) [ϑ, υ̂] = 0 for all v ∈ U }

とおく．このとき，(θ,u) ∈ S の任意変動 (ϑ1, υ̂1) , (ϑ2, υ̂2) ∈ TS (θ,u) に対する
L0 の 2階 Fréchet 偏微分は

L0(θ,u)(θ,u) (θ,u,v0) [(ϑ1, υ̂1) , (ϑ2, υ̂2)]

= L0θθ (θ,u,v0) [ϑ1, ϑ2] + L0θu (θ,u,v0) [ϑ1, υ̂2]

+ L0θu (θ,u,v0) [ϑ2, υ̂1] + L0uu (θ,u,v0) [υ̂1, υ̂2] (8.9.17)

となる．式 (8.9.17) 右辺の各項は，

L0θθ (θ,u,v0) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

− (ϕα (θ))
′′
S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx, (8.9.18)

L0θu (θ,u,v0) [ϑ1, υ̂2] =

∫
D

− (ϕα (θ))
′
S (υ̂2) ·E (v0)ϑ1 dx, (8.9.19)

L0θu (θ,u,v0) [ϑ2, υ̂1] =

∫
D

− (ϕα (θ))
′
S (υ̂1) ·E (v0)ϑ2 dx, (8.9.20)

L0uu (θ,u,v0) [υ̂1, υ̂2] = 0 (8.9.21)

となる．ただし，u− uD, v0 − uD, υ̂1 および υ̂2 は ΓD 上で 0Rd となることを用
いた．また，(ϕα (θ))

′ と (ϕα (θ))
′′ はそれぞれ式 (8.5.14) と式 (8.5.15) である．こ

こで，j ∈ {1, 2} を用いて，任意変動 (ϑj , υ̂j) ∈ TS (θ,u) に対する状態決定問題の
Lagrange 関数 LS の Fréchet 偏微分は，任意の v ∈ U に対して

LSθu (θ,u,v) [ϑj , υ̂j ]

=

∫
D

{
− (ϕα (θ))

′
ϑjS (υ)− ϕα (θ)S (υ̂j)

}
·E (v) dx

= 0 (8.9.22)
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となる．ただし，v と υ̂j は ΓD 上で 0Rd となることが使われた．式 (8.9.22) より，

S (υ̂j) = − (ϕα (θ))
′

ϕα (θ)
ϑjS (u) in D (8.9.23)

が得られる．そこで，式 (8.9.23) の υ̂j を式 (8.9.20) の υ̂1 と式 (8.9.19) の υ̂2

に代入し，状態決定問題と f0 に対する随伴問題の Dirichlet 境界条件と ΓD 上で
υ̂j = 0Rd を考慮すれば，

L0θu (θ,u,v0) [ϑ1, υ̂2] = L0θu (θ,u,v0) [ϑ2, υ̂1]

=

∫
D

(ϕα (θ))
′2

ϕα (θ)
S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx (8.9.24)

が得られる．
以上の結果をまとめれば，平均コンプライアンス f0 の 2階 θ 微分は，式 (8.9.24)

と式 (8.9.18) を式 (8.9.17) に代入することにより，

h0 (θ,u,v0) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

{
2
(ϕα (θ))

′2

ϕα (θ)
− (ϕα (θ))

′′

}
S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx

=

∫
D

β (α, θ)S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx (8.9.25)

となる．ただし，β (α, θ) は式 (8.5.20) とする．さらに，自己随伴関係を用いれば，
S (u) ·E (v0) > 0 となり，h0 (θ,u,v0) [ · , · ] は X 上の強圧的かつ有界なある双 1

次形式となる．
一方，f1 (θ) の 2階 θ 微分は，任意の ϑ1, ϑ2 ∈ X に対して

h1 (θ) [ϑ1, ϑ2] = f ′′1 (θ) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

ϕ′′ (θ)ϑ1ϑ2 dx (8.9.26)

となる．ここで，ϕ (θ) に式 (8.1.1) を用いたときには，

ϕ′′ (θ) = − 1

π

2θ

(1 + θ2)
2 (8.9.27)

となる．また，ϕ (θ) が式 (8.1.2) で与えられたときには，

ϕ′′ (θ) = −sech2θ tanh θ (8.9.28)

となる．図 8.9.2 は ϕ′′ (θ) のグラフを示す．
このように，平均コンプライアンス最小化問題では，目的関数 f0 の 2階 θ 微分
は強圧的になるが，制約関数 f1 の 2階 θ 微分は強圧的にはならないことになる．
そこで，Newton 法 (問題 8.6.6) を使う場合には，強圧性を確保するための工夫が
必要となる．
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(a) ϕ (θ) = tan−1 θ/π + 1/2 (b) ϕ (θ) = (tanh θ + 1) /2

図 8.13: h1 における係数関数 ϕ′′ (θ)

8.9.5 Lagrange 乗数法による評価関数の 2階 θ 微分
Lagrange 乗数法を用いて平均コンプライアンス f0 の 2階 θ 微分を求める場合に
は次のようになる．式 (8.9.14) の f̃ ′0 (θ) [ϑ1] = ⟨g0, ϑ1⟩ に対する Lagrange 関数を

LI0 (θ,u,w0) = ⟨g0, ϑ1⟩+ LS (θ,u,w0) (8.9.29)

とおく．ここで，LS は問題 8.9.2 に対する Lagrange 関数である．w0 ∈ U は，g0
が u の関数であるために用意された随伴変数である．ϑ1 は LI0 においては定ベク
トルとみなす．
(θ,u,w0) の任意変動 (ϑ2, û, ŵ0) ∈ X × U2 に対する LI0 の Fréchet 微分は

L ′
I0 (θ,u,w0) [ϑ2, û, ŵ0]

= LI0θ (θ,u,w0) [ϑ2] + LI0u (θ,u,w0) [û]

+ LI0w0 (θ,u,w0) [ŵ0] (8.9.30)

となる．式 (8.9.30) の右辺第 3項は，u が状態決定問題の解ならばゼロとなる．
また，式 (8.9.30) の右辺第 2項は，

LI0u (θ,u,w0) [û]

=

∫
D

{(
2b′ · û− 2αϕα−1ϕ′S (u) ·E (û)

)
ϑ1 − ϕαS (w0) ·E (û)

}
dx

(8.9.31)

となる．そこで，任意の û ∈ U に対して式 (8.9.31) がゼロとなる条件は， w0 を
次の随伴問題の解とおくことと同値である．

問題 8.9.4 (⟨g0, ϑ1⟩ に対する w0 の随伴問題) 問題 8.9.2の仮定のもとで，ϑ1 ∈ X

が与えられたとき，

−∇⊤ (ϕαS (w0)) = 2
(
∇⊤ (

αϕα−1ϕ′S (u)
)
+ b′⊤

)
ϑ1 in D,
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ϕαS (w0)ν = 2αϕα−1ϕ′S (u)νϑ1 on ΓN,

w0 = 0Rd on ΓD

を満たす w0 = w0 (ϑ1) ∈ U を求めよ． □

さらに，式 (8.9.30) の右辺第 1項は，

LI0θ (θ,u,w0) [ϑ2]

=

∫
D

[{
2b′′ · u−

(
α (α− 1)ϕα−2ϕ′2 + αϕα−1ϕ′′

)
S (u) ·E (u)

}
ϑ1

− αϕα−1ϕ′S (u) ·E (w0) + b′ ·w0

]
ϑ2 dx

となる．
そこで，u とw0 (ϑ1) はそれぞれ問題 8.9.2 と問題 8.9.4 の弱解であるとする．こ
のときの f0 (θ,u) を f̃0 (θ) とかくことにすれば，

LI0θ (θ,u,v0,w0 (ϑ1) , z0 (ϑ1)) [ϑ2] = f̃ ′′0 (θ) [ϑ1, ϑ2]

= ⟨gH0 (θ, ϑ1) , ϑ2⟩ (8.9.32)

のようにかける．ここで，平均コンプライアンスの Hesse 勾配 gH0 は

gH0 (θ, ϑ1)

=
{
−
(
α (α− 1)ϕα−2ϕ′2 + αϕα−1ϕ′′

)
S (u) ·E (u) + 2b′′ · u

}
ϑ1

− αϕα−1ϕ′S (u) ·E (w0 (ϑ1)) + b′ ·w0 (ϑ1) (8.9.33)

となる．
なお，b は θ の関数ではないと仮定すれば，問題 8.9.4 の解 w0 について，

E (w0 (ϑ1)) = −2
αϕ′

ϕ
E (v0)ϑ1 (8.9.34)

が成り立つ．式 (8.9.34) を式 (8.9.33) に代入すれば，式 (8.9.32) は式 (8.9.25) と
一致することが確かめられる．

8.9.6 数値例
2次元線形弾性体のコートがけ問題とよばれる境界条件に対する平均コンプライ
アンス最小化の結果が図 8.9.3 から図 8.9.5 に示されている．初期密度 (θ = 0) と
線形弾性問題の境界条件を図 8.9.3 (a) に示す．密度を制約する領域 (式 (8.1.3) の
Ω̄C0) は設けなかった．プログラムは，有限要素法プログラミング言語 FreeFEM
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(a) 初期密度と境界条件 (b) H1 勾配法 (k = 100)

(c) H1 Newton 法 (k = 100) (d) H1 Newton 法 (Hesse 勾配, k = 100)

図 8.14: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例: 密度

(https://freefem.org/) でかかれている．線形弾性問題と H1 勾配法あるいは
H1 Newton法の有限要素法解析では三角形 2次要素が使われた．また，H1 Newton

法を用いた場合には，kN = 10 から H1 Newton 法が開始された．式 (8.7.1) の ca，
式 (8.6.3) の cD，式 (8.6.7) の cD1 と cD0，式 (8.7.8) の ch および適合メッシュの
誤差レベルを決めるパラメータ (errelas) の決め方によって結果は変化する．詳細
は，プログラムをみていただきたい1．
図 8.9.3 (b) から (d) は 3 つの方法 (gL = g0 + λ1g1 を用いた H1 勾配法，

hL = h0+λ1h1 と gL を用いた H1 Newton 法，gH0, h1, gL を用いた H1 Newton

法) で得られた密度の結果を示す． 図 8.9.4 (a) は， 初期密度のときの f0 を表す
f0init と初期密度の領域積分 (体積) の値に設定された c1 で規準化された評価関数
f0/f0init と 1+ f1/c1 の繰返し数 k に対する変化を示している．図 8.9.4 (b) は，そ
れらの評価関数を，X 上の探索距離∑k−1

i=0

∥∥ϑg(i)∥∥X に対して示している．図 8.9.4

(c) と (d) は，探索経路に沿って観測したときの f0 の勾配 (すなわち Lagrange 関
数 L = L0 + λ1f1 の勾配)

〈
gL , ϑg(k)

〉
/
∥∥ϑg(k)∥∥X の変化をそれぞれ繰返し数と探

索距離に対して示している．さらに，図 8.9.4 (e) と (f) は，探索経路に沿って観
測したときの f0 の 2階微分 hL

[
ϑg(k), ϑg(k)

]
/
∥∥ϑg(k)∥∥2X (Hesse 勾配を用いた H1

Newton法の場合は (〈
gH0, ϑg(k)

〉
+ λ1h1

[
ϑg(k), ϑg(k)

])
/
∥∥ϑg(k)∥∥2X)の変化をそれぞ

れ繰返し数と探索距離に対して示している．ただし，i 回目の探索ベクトルのノル
ムを

∥∥ϑg(i)∥∥X =

(∫
D

(
∇ϑg(i) ·∇ϑg(i) + ϑ2g(i)

)
dx

)1/2

(8.9.35)

1講義資料 FreeFEM_program_chap_8.zip

https://freefem.org/
FreeFEM_program_chap_8.zip
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(c) f0 の探索経路上勾配 (d) f0 の探索経路上勾配 (探索距離)
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(e) f0 の探索経路上 2階微分 (f) f0 の探索経路上 2階微分 (探索距離)

図 8.15: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例: 評価関数と探索経路に沿った
評価関数の勾配と 2階微分 (gL : H1 勾配法，hL , gL : H1 Newton 法，gH0, h1, gL :

Hesse 行列を用いた H1 Newton 法)
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(a) 収束履歴 (b) (k − 1) 回目対 k 回目の関係

図 8.16: 平均コンプライアンス最小化に対する数値例: 近似最小点 θ∗ からの距離∥∥θ(k) − θ∗
∥∥
X

(gL : H1 勾配法，hL , gL : H1 Newton 法，gH0, h1, gL : Hesse 勾配
を用いた H1 Newton 法)

と定義した．PC を用いて k = 100 まで計算したときの時間は，H1 勾配法，H1

Newton 法，Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法に対して，それぞれ 6.897, 17.073,

32.394 sec であった．
これらの結果について，説明を補足して，考察を加えたい．図 8.9.4 (a) は，H1

勾配法よりも H1 Newton 法を使うことによって，繰返し数 k に対して評価関数の
収束が早まったようにみえる．しかしながら，実際は，H1 Newton 法に切り替え
た際に式 (8.6.7) の cD1 と cD0 を数値不安定現象が現れない程度に小さな値に置き
換えている．その結果，ステップサイズが大きくなり，収束が早くなったと考えら
れる．それを裏付ける根拠として，次のような現象が観察される．H1 Newton 法
のプログラムにおいて ch を 0 とおいた計算 (H1 勾配法) を行うと，k = kN にお
いて計算が破綻する．しかし，式 (8.6.7) の cD0 をやや大きくとると H1 Newton

法と同程度の収束挙動が得られる．さらに，図 8.9.4 (b) において，探索距離に対
する 3つのグラフが重なることから，ほぼ同じ探索経路をたどっていると考えられ
る．これらの観察に基づけば，ステップサイズをやや大きくとれるという点で H1

Newton 法は優れているといえる．
最小点近傍の様子は，図 8.9.4 の (d) と (f) より観察される．これらのグラフよ
り，探索方向に沿った f0 の 2階微分は正値をとり，局所最小点になっていることが
確認される．また，最小点近傍は，1階微分だけでなく，2階微分もゼロとなるよう
な点であることがわかる．この原因は，密度を設計変数 θ のシグモイド関数で与え
たために，密度が 0 と 1 に漸近する最小点では，θ の変動に対する密度の勾配が小
さくなり，その結果，評価関数の変動も小さくなったと考えられる．
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さらに，図 8.9.5 (a) には，H1 Newton 法の繰返し数を指定された値よりもおお
きくとったときの θ の数値解を近似最小点 θ∗ とみなして，３つの方法で得られた
θ∗ からの距離

∥∥θ(k) − θ∗
∥∥
X
を繰返し数 k に対して示している．この図から，H1

Newton 法や Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法の結果は，収束次数が 1次以上で
あることが確認される．しかしながら，繰返し数 (k − 1) 回目に対して k 回目の距
離

∥∥θ(k) − θ∗
∥∥
X
をプロットした図 8.9.5 (b) (このグラフの勾配は，式 (3.8.13) を

使って説明されたように，収束次数を表す) より，H1 Newton 法の収束次数は，1

次よりは大きいが，2次にはなっていないことが確認される．その理由として考え
られることは，H1 Newton 法において，式 (8.6.6) 左辺の強圧性と正則性を補うた
めに，本来の Hesse 形式に X 上の双 1次形式 aX を追加したことである．それに
より，H1 Newton 法は本来の Newton 法とは異なる構造になっていた．本節で扱っ
てきたような問題に対して 2次の収束性をもつ解法が存在するかについては依然と
して不明である．

8.10 Stokes 流れ場の位相最適化問題
流れ場に対しても位相最適化問題が構成できることが文献 [1,8,11–14,33]に示さ
れた．ここでは，1.3 節でとりあげられた 1次元分岐 Stokes 流れ場の平均流れ抵抗
最小化問題を d ∈ {2, 3} 次元の θ 型位相最適化問題に拡張する．ここでも，評価関
数の θ 微分と 2階 θ 微分が求められるところまでを示すことにする．本節では，D
を Stokes 流れ場と仮定し，X と D はそれぞれ式 (8.1.3) と式 (8.1.4) で定義され
ているものとする．

8.10.1 状態決定問題
状態決定問題として Stokes 問題を定義しよう．5.5 節で Stokes 問題 (問題 5.5.1)

が定義されたが，ここでは，図 8.10.1 のような θ 型 Stokes 流れ場を考える．その
ために，一部の定義を追加する．U および S に関しては，それぞれ式 (8.9.1) およ
び式 (8.9.2) を用いることにする．ただし，ΓD = ∂D とする．さらに，qR > d に
対して

P =

{
q ∈ L2 (D;R)

∣∣∣∣ ∫
D

q dx = 0

}
, (8.10.1)

Q = P ∩ L2qR (D;R) (8.10.2)

とおく．
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図 8.17: θ 型 Stokes 流れ場

図 8.18: 含水率 ϕ に対する流れにくさを表す係数 ψ

流れ場の位相最適化問題では，多孔質媒体を通過する流体の流れ (浸透流) を利用
する．浸透流では，流速 u と圧力 p に対して Darcy 則

u = −k
µ
∇p

が成り立つと仮定される．ここで，k および µ を透過係数および粘性係数とよば
れる正定数である．流れ場の位相最適化問題では，浸透流の流れにくさを表す定数
µ/k を

ψ (ϕ) = ψ1

{
1− ϕ (1 + α)

ϕ+ α

}
= ψ1

α (1− ϕ)

α+ ϕ
(8.10.3)

におきかえて，Stokes 方程式の ∇p を ψ (ϕ (θ))u+∇p におきかえる．ここで，ϕ
は流体の密度に相当する含水率を表し，その値域は [0, 1] に制限されていると仮定
する．そこで，密度と同様に，ϕ は設計変数 θ ∈ X に対するシグモイド関数で与え
られると仮定する．また，ψ1 は流れにくさの最大値を与える正定数，α は非線形性
を制御するための定数で (0, 1] から選ぶことにする．文献 [1] では計算の進行に合
わせて 0.01 から 1 へと変化させている．図 8.10.2 は，関数 ψ (ϕ) を示す．
ここでは，次の仮定をおく．
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仮定 8.10.1 (既知関数の正則性) qR > d に対して

b ∈ L2qR
(
D;Rd

)
, uD ∈

{
u ∈W 1,2qR

(
D;Rd

) ∣∣ ∇ · u = 0 in D
}

であると仮定する． □

これらの仮定を用いて，θ 型 Stokes 問題を次のように定義する．

問題 8.10.2 (θ 型 Stokes 問題) b および uD は仮定 8.10.1 を満たし，境界上角
点の開き角に対して仮定 8.2.2 が成り立つと仮定する．また，ψ (ϕ) を式 (8.10.3)

とする．さらに，ϕ (θ) は式 (8.1.1) あるいは式 (8.1.2) で与えられるとする．この
とき，

−∇⊤ (
µ∇u⊤)+ ψ (ϕ (θ))u⊤ +∇⊤p = b⊤ in D, (8.10.4)

∇ · u = 0 in D, (8.10.5)

u = uD on ∂D, (8.10.6)∫
D

p dx = 0 (8.10.7)

を満たす (u, p) : D → Rd+1 を求めよ． □

あとのために，問題 8.10.2 に対する Lagrange 関数を

LS (θ,u, p,v, q)

=

∫
D

{
−µ

(
∇u⊤) · (∇v⊤)− ψ (ϕ (θ))u · v

+ p∇ · v + b · v + q∇ · u
}
dx

+

∫
∂D

{(u− uD) · (µ∂νv − qν) + v · (µ∂νu− pν)}dγ (8.10.8)

と定義しておく．ただし，(u, p) は問題 8.10.2 の解とはかぎらないとする．(v, q) ∈
U × P は Lagrange 乗数である．
(u, p) が問題 8.10.2 の解のとき，任意の (v, q) ∈ U × P に対して，

LS (θ,u, p,v, q) = 0

が成り立つ．
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8.10.2 平均流れ抵抗最小化問題
Stokes 流れ場に対して θ 型位相最適化問題を定義しよう．評価関数を次のように
定義する．まず，流れにくさを表す評価関数として

f0 (θ,u, p) = −
∫
D

b · udx+

∫
∂D

uD · (µ∂νu− pν) dγ (8.10.9)

を定義する．式 (8.10.9) の右辺第 1項は体積力による仕事率の負値を表す．この値
は大きい方が流速が大きくなることから，負号がつけられた．一方，式 (8.10.9) の
右辺第 2項は，Stokes 流れ場の内部で粘性によって失われた単位時間あたりのエネ
ルギーを境界積分で表したものに相当する．これらは，いずれも平均的な流れにく
さを表すことから，f0 を平均流れ抵抗とよぶことにする．それに対して，

f1 (θ) =

∫
D

ϕ (θ) dx− c1 (8.10.10)

を流れ場の大きさ制約に対する評価関数とする．ただし，c1 は，ある θ ∈ D に対し
て f1 (θ) ≤ 0 が成り立つような正の定数とする．これらを用いて，平均流れ抵抗最
小化問題を次のように定義する．

問題 8.10.3 (平均流れ抵抗最小化問題) D, S および Q をそれぞれ式 (8.1.4),

式 (8.9.2) および式 (8.10.2) とおく．(u, p) を θ ∈ D に対する問題 8.10.2 の解
として, f0 と f1 を式 (8.10.9) と式 (8.10.10) で与えられるとする．このとき，

min
(θ,u−uD,p)∈D×S×Q

{f0 (θ,u, p) | f1 (θ) ≤ 0, Problem 8.10.2}

を満たす θ を求めよ． □

8.10.3 評価関数の θ 微分
f0 (θ,u, p) の θ 微分を随伴変数法で求めよう．f0 の Lagrange 関数を

L0 (θ,u, p,v0, q0)

= f0 (θ,u, p)− LS (θ,u, p,v0, q0)

=

∫
D

{
µ
(
∇u⊤) · (∇v⊤

0

)
+ ψ (ϕ (θ))u · v0 − p∇ · v0

− b · (v0 + u)− q0∇ · u
}
dx

−
∫
∂D

{(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν) + (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)} dγ

(8.10.11)



8.10 Stokes 流れ場の位相最適化問題 53

とおく．線形弾性体の平均コンプライアンスに対する Lagrange 関数が定義された
式 (8.9.8) と比較して，ここでは LS に負号がつけられた．この変更は，のちに自己
随伴関係を得るためのものである．線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題
では変位の最小化を目指していたが，Stokes 流れ場の平均流れ抵抗最小化問題では
流速の最大化を目指しているために，このような違いが生じた．(θ,u, p,v0, q0) の
任意変動 (ϑ, û, p̂, v̂0, q̂0) ∈ X × (U × P )

2 に対する L0 の Fréchet 微分は

L ′
0 (θ,u, p,v0, q0) [ϑ, û, p̂, v̂0, q̂0]

= L0θ (θ,u, p,v0, q0) [ϑ] + L0up (θ,u, p,v0, q0) [û, p̂]

+ L0v0q0 (θ,u, p,v0, q0) [v̂0, q̂0] (8.10.12)

とかける．以下で各項について考察する．
式 (8.10.12) の右辺第 3項は，

L0v0q0 (θ,u, p,v0, q0) [v̂0, q̂0] = LSv0q0 (θ,u, p,v0, q0) [v̂0, q̂0]

= −LS (θ,u, p, v̂0, q̂0) (8.10.13)

となる．式 (8.10.13) は状態決定問題 (問題 8.10.2) の Lagrange 関数になっている．
そこで，(u, p) が状態決定問題の弱解ならば，式 (8.10.12) の右辺第 3項はゼロと
なる．
また，式 (8.10.12) の右辺第 2項は，(u, p) の任意の変動 (û, p̂) ∈ U × P に対
して，

L0up (θ,u, p,v0, q0) [û, p̂]

=

∫
D

{
µ
(
∇û⊤

)
·
(
∇v⊤

0

)
+ ψ (ϕ (θ)) û · v0 − p̂∇ · v0

− b · û− q0∇ · û
}
dx

−
∫
∂D

{û · (µ∂νv0 − q0ν) + (v0 − uD) · (µ∂νû− p̂ν)} dγ

= −LS (θ,v0, q0, û, p̂) (8.10.14)

となる．そこで，自己随伴関係

(u, p) = (v0, q0) (8.10.15)

が成り立つとき，式 (8.10.12) の右辺第 2項はゼロとなる．
さらに，式 (8.10.12) の右辺第 1項は，

L0θ (θ,u, p,v0, q0) [ϑ] =

∫
D

ψ′ (ϕ (θ))ϕ′ (θ)u · v0ϑ dx (8.10.16)
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となる．
そこで，(u, p) が問題 8.10.2 の弱解で，自己随伴関係式 (8.10.15) が成り立つと
する．このときの f0 (θ,u, p) を f̃0 (θ) とかくことにすれば，

f̃ ′0 (θ) [ϑ] = L0θ (θ,u, p,v0, q0) [ϑ] = ⟨g0, ϑ⟩ (8.10.17)

のようにかかれる．ここで，

g0 = ψ′ϕ′u · u (8.10.18)

となる．ψ (ϕ) に式 (8.10.3) を用いたときには，

ψ′ (ϕ) = −ψ1
α (1 + α)

(ϕ+ α)
2 (8.10.19)

となる．
一方，f1 (θ) に関しては，任意の ϑ ∈ X に対して

f ′1 (θ) [ϑ] =

∫
D

ϕ′ϑ dx (8.10.20)

が成り立つ．
以上の結果に基づけば，式 (8.10.18) の g0 が入る関数空間について定理 8.5.2 の
結果よりも滑らかな W 1,qR (D;R) ⊂ X ′ に入る．W 1,qR (D;R) ⊂ C0 (D;R) である
ことから，H1 勾配法を適用しなくても数値不安定現象が発生しないことが考えら
れる．しかし，探索ベクトル ϑg が C0,1 級を保証するためには H1 勾配法が必要で
ある．

8.10.4 評価関数の 2階 θ 微分
さらに，平均流れ抵抗 f0 と流れ場の大きさ制約に対する評価関数 f1 の 2階 θ 微
分を求めることもできる．ここでも，8.5.2 項でみてきた手続きに沿って，f0 と f1

の 2階 θ 微分を求めてみよう．
まず，f0 の 2階 θ 微分について考えよう．仮定 8.5.4 の (1) に対応して，ここで
は，b は θ の関数ではないと仮定する．仮定 8.5.4 の (2) に対応する関係はここで
は満たされている．
f0 の Lagrange 関数 L0 は式 (8.10.11) によって定義されている．(θ,u, p) を設
計変数とみなし，その許容集合と許容方向集合を

S = { (θ,u, p) ∈ D × S ×Q |

LS (θ,u, p,v, q) = 0 for all (v, q) ∈ U × P} ,
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TS (θ,u, p) = { (ϑ, υ̂, π̂) ∈ X × U × P |

LSθup (θ,u, p,v, q) [ϑ, υ̂, π̂] = 0 for all (v, π̂) ∈ U × P} .

とおく．このとき，(θ,u, p) ∈ S の任意変動 (ϑ1, υ̂1, π̂1) , (ϑ2, υ̂2, π̂2) ∈ TS (θ,u, p)

に対する L0 の 2階 Fréchet 偏微分は

L0(θ,u,p)(θ,u,p) (θ,u, p,v0, q0) [(ϑ1, υ̂1, π̂1) , (ϑ2, υ̂2, π̂2)]

= L0θθ (θ,u, p,v0, q0) [ϑ1, ϑ2] + L0θup (θ,u, p,v0, q0) [ϑ1, υ̂2, π̂2]

+ L0θup (θ,u,v0) [ϑ2, υ̂1, π̂1] + L0upup (θ,u,v0) [υ̂1, π̂1, υ̂2, π̂2]

(8.10.21)

となる．式 (8.10.21) 右辺の各項は，

L0θθ (θ,u, p,v0, q0) [ϑ1, ϑ2]

=

∫
D

{
ψ′′ (ϕ (θ)) (ϕ′ (θ))

2
+ ψ′ (ϕ (θ))ϕ′′ (θ)

}
u · v0ϑ1ϑ2 dx, (8.10.22)

L0θup (θ,u, p,v0, q0) [ϑ1, υ̂2, π̂2] =

∫
D

ψ′ (ϕ (θ))ϕ′ (θ) υ̂2 · v0 ϑ1 dx,

(8.10.23)

L0θup (θ,u, p,v0, q0) [ϑ2, υ̂1, π̂1] =

∫
D

ψ′ (ϕ (θ))ϕ′ (θ) υ̂1 · v0 ϑ2 dx,

(8.10.24)

L0upup (θ,u, p,v0, q0) [υ̂1, π̂1, υ̂2, π̂2] = 0 (8.10.25)

となる．ただし，u−uD, v0 −uD, υ̂1 および υ̂2 は ∂D 上で 0Rd となることを用
いた．ここで，j ∈ {1, 2} を用いて，任意変動 (ϑj , υ̂j , π̂j) ∈ TS (θ,u, p) に対する状
態決定問題の Lagrange 関数 LS の Fréchet 偏微分は，任意の (v, q) ∈ U ×P に対
して

LSθup (θ,u, p,v, q) [ϑ, υ̂, π̂]

=

∫
D

{
−µ

(
∇υ̂⊤

)
·
(
∇v⊤)− ψ′ (ϕ (θ))ϕ′ (θ)u · v ϑ

− ψ (ϕ (θ)) υ̂ · v + π̂∇ · v + q∇ · υ̂
}
dx

= 0 (8.10.26)

が成り立つ．ただし，v と υ̂ は ΓD 上で 0Rd となること，および式 (8.10.5) が使
われた．
ここで，次の仮定を設ける．平均流れ抵抗最小化問題 (問題 8.10.3) の極小点では
流れ場の含水率 ϕ (θ) が収束し，流れにくさを与えるために導入された項は十分小
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さくなると考えられる．そこで，式 (8.10.26) において，∫
D

{
−µ

(
∇υ̂⊤

j

)
·
(
∇v⊤)+ π̂j∇ · v + q∇ · υ̂j

}
dx = 0 (8.10.27)

が成り立つと仮定する．このとき，

υ̂j = −ψ
′ (ϕ (θ))ϕ′ (θ)

ψ (ϕ (θ))
ϑju in D (8.10.28)

が得られる．そこで，式 (8.10.28) の υ̂j を式 (8.10.24) の υ̂1 と式 (8.10.23) の υ̂2

に代入すれば，

L0θup (θ,u,v0) [ϑ1, υ̂2, π̂2]

= L0θup (θ,u, p,v0, q0) [ϑ2, υ̂1, π̂1]

=

∫
D

− (ψ′ (ϕ (θ))ϕ′ (θ))
2

ψ (ϕ (θ))
u · v0 ϑ1ϑ2 dx (8.10.29)

が得られる．
以上の結果をまとめれば，平均流れ抵抗 f0 の 2 階 θ 微分は，式 (8.10.29) と
式 (8.10.22) を式 (8.10.21) に代入することにより，

h0 (ϑ1, ϑ2) =

∫
D

{
ψ′′ (ϕ′)

2
+ ψ′ϕ′′ − 2

(ψ′ϕ′)
2

ψ

}
u · v0 ϑ1ϑ2 dx

=

∫
D

ψ1β (α, θ)u · v0 ϑ1ϑ2 dx (8.10.30)

となる．ただし，ψ′ (ϕ) は式 (8.10.19) となり，

ψ′′ (ϕ) =
2α (1 + α)

(ϕ+ α)
3 (8.10.31)

となる．ϕ (θ) に式 (8.1.1) を用いたときには，ϕ′ (θ) と ϕ′′ (θ) はそれぞれ式 (8.5.7)

および式 (8.9.27)で与えられる．また，ϕ (θ)が式 (8.1.2)で与えられたときには，そ
れぞれ式 (8.5.8) および式 (8.9.28) で与えられる．図 8.10.3 は，β (α, θ) のグラフを
示す．それらのグラフから確認される β (α, θ) < 0と自己随伴関係 u ·v0 = u ·u > 0

より，h0 ( · , · ) は強圧的ではないことになる．
一方，f1 (θ) の 2階 θ 微分は，式 (8.9.26) となる．ϕ′′ (θ) のグラフは図 8.9.2 に
示されていた．
このように，平均流れ抵抗最小化問題では，目的関数 f0 の 2階 θ 微分は強圧的
にはならず，制約関数 f1 の 2階 θ 微分も強圧的にはならないことになる．そこで，
平均流れ抵抗最小化問題に対して Newton 法 (問題 8.6.6) を適用する場合には，適
切な双 1次形式 aX (ϑgi, ψ) を用いて，強圧性を補う必要がある．
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(a) ϕ (θ) = tan−1 θ/π + 1/2 (b) ϕ (θ) = (tanh θ + 1) /2

図 8.19: 平均流れ抵抗の 2階 θ 微分における係数関数 β (α, θ)

8.10.5 Lagrange 乗数法による評価関数の 2階 θ 微分
Lagrange 乗数法を用いて平均流れ抵抗 f0 の 2階 θ 微分を求める合には，次のよ
うになる．式 (8.10.17) の f̃ ′0 (θ) [ϑ1] = ⟨g0, ϑ1⟩ に対する Lagrange 関数を

LI0 (θ, ϑ1,u, p,w0, r0) = ⟨g0, ϑ1⟩ − LS (θ,u, p,w0, r0) (8.10.32)

とおく．ここで，LS は式 (8.10.8)で与えられる．(w0, r0) ∈ U ×P は，g0 が (u, p)

の関数であるために用意された随伴変数である．ϑ1 は LI0 においては定ベクトル
とみなす．
(θ,u, p,w0, r0) の任意変動 (ϑ2, û, p̂, ŵ0, r̂0) ∈ X × (U × P )

2 に対する LI0 の
Fréchet 微分は

L ′
I0 (θ, ϑ1,u, p,w0, r0) [ϑ2, û, p̂, ŵ0, r̂0]

= LI0θ (θ, ϑ1,u, p,w0, r0) [ϑ2] + LI0up (θ, ϑ1,u, p,w0, r0) [û, p̂]

+ LI0w0r0 (θ, ϑ1,u, p,w0, r0) [ŵ0, r̂0] (8.10.33)

となる．式 (8.10.33)の右辺第 3項は，(u, p)が状態決定問題の解ならばゼロとなる．
また，式 (8.10.33) の右辺第 2項は，

LI0up (θ, ϑ1,u, p,w0, r0) [û, p̂]

=

∫
D

{
2ψ′ϕ′u · ûϑ1 + µ

(
∇w⊤

0

)
·
(
∇û⊤

)
+ ψ (ϕ (θ))w0 · û

− p̂∇ ·w0 − r0∇ · û
}
dx (8.10.34)

となる．そこで，任意の (û, p̂) ∈ U ×P に対して式 (8.10.34) がゼロとなる条件は，
(w0, r0) を次の随伴問題の解とおくことと同値である．
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問題 8.10.4 (⟨g0, ϑ1⟩ に対する (w0, r0) の随伴問題) 問題 8.10.2 の仮定のもとで，
ϑ1 ∈ X が与えられたとき，

−∇⊤ (
µ∇w⊤

0

)
+ ψw⊤

0 +∇⊤r0 = −2ψ′ϕ′v⊤
0 ϑ1 in D,

∇ ·w0 = 0 in D,

w0 = 0Rd on ∂D,∫
D

r0 dx = 0

を満たす (w0, r0) = (w0 (ϑ1) , r0 (ϑ1)) ∈ U × P を求めよ． □

さらに，式 (8.10.33) の右辺第 1項は，

LI0θ (θ, ϑ1,u, p,w0, r0) [ϑ2]

=

∫
D

{(
ψ′′ (ϕ′)

2
+ ψ′ϕ′′

)
u · uϑ1 + ψ′ϕ′u ·w0 (ϑ1)

}
ϑ2 dx

となる．
そこで，(u, p) と (w0 (ϑ1) , r0 (ϑ1)) がそれぞれ問題 8.10.4 の弱解とする．この
ときの f0 (θ,u, p) を f̃0 (θ) とかくことにすれば，

LI0θ (θ, ϑ1,u, p,w0 (ϑ1) , r0) [ϑ2] = f̃ ′′0 (θ) [ϑ1, ϑ2]

= ⟨gH0 (θ, ϑ1) , ϑ2⟩ (8.10.35)

のようにかける．ここで，平均流れ抵抗の Hesse 勾配 gH0 は

gH0 (θ, ϑ1) =
(
ψ′′ (ϕ′)

2
+ ψ′ϕ′′

)
u · uϑ1 + ψ′ϕ′u ·w0 (ϑ1) (8.10.36)

となる．
なお，問題 8.10.4 においても式 (8.10.27) と同様の関係が成り立つと仮定すれば，

w0 (ϑ1) = −ψ
′ϕ′

ψ
v0ϑ1 (8.10.37)

が成り立つ．式 (8.10.37) を式 (8.10.36) に代入すれば，式 (8.10.35) は式 (8.10.30)

と一致することが確かめられる．

8.10.6 数値例
孤立物体まわりの 2次元 Stokes 流れ場に対する平均流れ抵抗最小化の結果が図

8.10.4 から図 8.10.7 に示されている．状態決定問題の境界条件は，図 8.10.4 (a) の
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(a) 初期密度と境界条件 (b) H1 勾配法 (k = 100)

(c) H1 Newton 法 (k = 100) (d) H1 Newton 法 (Hesse 勾配, k = 100)

図 8.20: 平均流れ抵抗最小化に対する数値例: 密度 (白黒反転)

(a) 初期密度 (b) H1 Newton 法の結果

図 8.21: 平均流れ抵抗最小化に対する数値例: 流線
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(c) f0 の探索経路上勾配 (d) f0 の探索経路上勾配 (探索距離)
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(e) f0 の探索経路上 2階微分 (f) f0 の探索経路上 2階微分 (探索距離)

図 8.22: 平均流れ抵抗最小化に対する数値例: 評価関数，評価関数の勾配および 2

階微分 (gL : H1 勾配法，hL , gL : H1 Newton 法，gH0, h1, gL : Hesse 勾配を用い
た H1 Newton 法)
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(a) 収束履歴 (b) (k − 1) 回目対 k 回目の関係

図 8.23: 平均流れ抵抗最小化に対する数値例: 近似最小点 θ∗からの距離
∥∥θ(k) − θ∗

∥∥
X

(gL : H1 勾配法，hL , gL : H1 Newton 法，gH0, h1, gL : Hesse 勾配を用いた H1

Newton 法)

ように，外側境界上で水平方向の一様な流速が仮定された．初期の θ には，許容集
合 D に入るように，2次元 Gauss 分布が仮定された．この問題でも密度を制約す
る領域 (式 (8.1.3) の Ω̄C0) は設けなかった．プログラムは，有限要素法プログラミ
ング言語 FreeFEM (https://freefem.org/) [16]でかかれている．Stokes 問題の
有限要素法解析では，三角形要素が使われ，流速に対して 2次要素，圧力に対して
1次要素が用いられた．H1 勾配法あるいは H1 Newton 法の有限要素法解析では三
角形 2次要素が使われた．また，H1 Newton 法を用いた場合には，kN = 20 から
H1 Newton 法が開始された．ここでも詳細は，プログラムをみていただきたい2．
図 8.10.4 (b) から (d) に 3 つの方法 (gL = g0 + λ1g1 を用いた H1 勾配法，

hL = h0+λ1h1 と gL を用いた H1 Newton 法，gH0, h1, gL を用いた H1 Newton

法)で得られた密度の結果を示す．図 8.10.5には初期密度と H1 Newton法で得られ
た最適密度のときの流線がえがかれている．流線は，流速 uが (∂ψ/∂x2,−∂ψ/∂x1)⊤

で与えられるような流れ関数 ψ : D → R の等高線で定義される．
図 8.10.6 のグラフは，規準化された評価関数，探索経路に沿った目的関数 f0 の
勾配と 2階微分の変化をそれぞれ繰返し数 k と X 上の探索距離∑k−1

i=0

∥∥ϑg(i)∥∥X に
対して示している．図中，f0init は初期形状のときの f0 を表している．c1 には初期
密度の領域積分 (体積) の値が使われた．探索経路に沿った f0 の勾配は，Lagrange

関数 L = L0+λ1f1 の勾配
〈
gL , ϑg(k)

〉
/
∥∥ϑg(k)∥∥X によって計算された．また，f0

の 2階微分は，hL

[
ϑg(k), ϑg(k)

]
/
∥∥ϑg(k)∥∥2X によって計算された．ただし，Hesse 勾

配を用いた Newton 法の場合は (〈
gH0, ϑg(k)

〉
+ λ1h1

[
ϑg(k), ψ

])
/
∥∥ϑg(k)∥∥2X を用い

2講義資料 FreeFEM_program_chap_8.zip

https://freefem.org/
FreeFEM_program_chap_8.zip
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て計算された．ただし，i 回目の探索ベクトルのノルム
∥∥ϑg(i)∥∥X は式 (8.9.35) に

従う．PC を用いて k = 100 まで計算したときの時間は，H1 勾配法，H1 Newton

法，Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法に対して，それぞれ 10.839, 14.763, 17.046

sec であった．
図 8.10.6 (c) のグラフをみれば，ここでも H1 勾配法よりも H1 Newton 法は
繰返し数 k に対して評価関数の収束が早まったようにみえる．しかしながら，H1

Newton 法に切り替えた際に式 (8.6.7) の cD1 と cD0 を小さな値に置き換えており，
その結果，収束が早くなったと考えられる．図 8.10.6 (d) より，この問題において
も，3つの方法によるグラフが重なることから，ほぼ同じ探索経路をたどっている
ことが予想される．また，図 8.10.6 (d) と (f) より，この問題においても，最小点
は探索経路に沿って 1階微分だけでなく 2階微分もゼロとなるような局所最小点に
なっていることがわかる．その原因は 8.9.6 項の最後で示したことと同様であると考
えられる．さらに，Stokes 流れ場の場合には，8.10.4 項で調べたように，h0 ( · , · )
自体は強圧的ではないが，流れ場の大きさ制約を満たすような探索経路においては，
f0 の 2階微分は正値となり，収束点は局所最小点となっていることが確認される．
さらに，図 8.10.7 (a) には，H1 Newton 法の繰返し数を指定された値よりもおお
きくとったときの θ の数値解を近似最小点 θ∗ とみなして，３つの方法で得られた
θ∗ からの距離

∥∥θ(k) − θ∗
∥∥
X
を繰返し数 k に対して示している．この図から，H1

Newton 法や Hesse 勾配を用いた H1 Newton 法の結果は，収束次数が 1次以上で
あることが確認される．しかしながら，繰返し数 (k − 1) 回目に対して k 回目の距
離

∥∥θ(k) − θ∗
∥∥
X
をプロットした図 8.10.7 (b) より，H1 Newton 法の収束次数は，

1次よりは大きいが，2次にはなっていないことが確認される．その理由は，8.9.6

項の最後にかかれたことと同様であると考えられる．

8.11 第8章のまとめ
第 8章では，偏微分方程式の境界値問題が定義された領域に対する最適な穴配置
を求める問題を θ 型位相最適化問題として構成し，その解法について詳しくみてき
た．要点は以下のようである．

(1) 領域の特性関数を設計変数にえらんだ場合には正則性が不足し，最適化問題
を構成できないことが知られている (第 8章 冒頭)．

(2) 密度を設計変数に選べば，位相最適化問題が構成される (第 8章 冒頭)．しか
し，密度の値域が [0, 1] に制限された関数の集合は線形空間にならない．そこ
で，値域が制限されない関数 θ ∈ X = H1 (D;R) を設計変数に選び，密度を
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θ のシグモイド関数で与えることによって，第 7章で示された抽象的最適設計
問題の枠組みで θ 型位相最適化問題が構成される (8.1 節)．

(3) Poisson 問題を状態決定問題にえらんだとき (8.2 節)，θ 型位相最適化問題は
問題 8.3.2 のように構成される (8.3 節)．

(4) 評価関数の θ 微分は Lagrange 乗数法で求められる (8.5.1 項)．しかし，その
θ 微分は X にはいるとは限らない (注意 8.5.3)．また，評価関数の 2階 θ 微
分は，Lagrange 関数の 2階 θ 微分に，状態決定問題の解の θ 微分を代入す
ることによって求められる (8.5.2 項)．

(5) 評価関数の θ 微分を用いた X = H1 (D;R) 上の勾配法 (H1 勾配法) により，
評価関数の降下方向が求められる (8.6.1 項)． H1 勾配法の解は，特異点を除
いて許容集合にはいる (定理 8.6.5)．さらに，評価関数の 2階 θ 微分が計算可
能であれば，H1 Newton 法により，評価関数の降下方向が求められる (8.6.2

項)．

(6) θ 型位相最適化問題の解法は，第 3章で示された制約つき問題に対する勾配
法と制約つき問題に対する Newton 法と同じ枠組みで構成される (8.7.1 項と
8.7.2 項)．

(7) 状態決定問題，随伴問題および H1 勾配法の数値解を有限要素法で求めると
き，1次の有限要素を用いて探索ベクトル ϑg を求めたとき，有限要素解の誤
差は有限要素の最大直径に対して 1次のオーダーで減少する (定理 8.8.5)．

(8) 線形弾性問題を状態決定問題とした領域の大きさ制約つき平均コンプライア
ンス最小化問題に対して，評価関数の θ 微分と 2階 θ 微分が得られる (8.9.3

項)．

(9) Stokes 問題を状態決定問題をする領域の大きさ制約つき平均流れ抵抗最小化
問題に対して，評価関数の θ 微分と 2階 θ 微分が得られる (8.10.3 項)．

8.12 第8章の演習問題
8.1 θ 型 Poisson 問題 (問題 8.2.3) を状態決定問題にしたとき，自己随伴関係が

成り立つような評価関数は何かを答えよ．また，その θ 微分を示せ．

8.2 第 5章で定義された拡張 Poisson 問題 (問題 5.1.3) が θ 型に変更されたとき
の状態決定問題をかき，自己随伴関係が成り立つような評価関数を目的関数
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にして，領域の大きさに対する関数を制約関数に用いたときの θ 型位相最適
化問題を示せ．また，その問題に対する KKT 条件を示せ．

8.3 評価関数がたくさん定義されていて，その中の最大値を最小化したい場合に
は， β 法とよばれる最適設計問題の構成法が使われる [39]．θ 型位相最適化
問題を β 法でかきかえれば，次のようになる．

問題 8.12.1 (β 法による θ 型位相最適化問題) D と S をそれぞれ式 (8.1.4)

と式 (8.2.2) とおく．f1, . . . , fm : X × U → R は式 (8.3.1) で与えられてい
るとする．また，β ∈ R とする．このとき，

min
(θ,u−uD)∈D×S

{β | f1 (θ, u) ≤ β, . . . , fm (θ, u) ≤ β, Problem 8.2.3} .

を満たす θ を求めよ． □

この問題に対する KKT 条件を示せ．また，この問題を制約つき問題に対す
る H1 勾配法 (8.7.1 項) で解く場合の Lagrange 乗数の決定法を示せ．

(補足) β 法が好んで使われる理由は次のような点にある．評価関数がたくさ
んあっても，不等式制約が有効ではない評価関数に対する Lagrange 乗数はゼ
ロとなる．そこで，それらの評価関数の制約はないとみなされ，それらの θ 微
分を求める必要がなくなることになる．

8.4 演習問題 1.2 では，平均コンプライアンス f0 の断面積勾配 g0 を，ポテン
シャルエネルギーの u に対する最小条件と a に対する最大化問題の勾配を用
いて求めた．d ∈ {2, 3} 次元線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題
(問題 8.9.3) に対しては，

π (θ,u) =

∫
D

(
1

2
ϕα (θ)S (u) ·E (u)− b (θ) · u

)
dx

−
∫
ΓN

pN · u dγ −
∫
ΓD

(u− uD) · (ϕα (θ)S (v0)ν) dγ

を用いて，

max
θ∈D

min
u∈U

π (θ,u)

を満たす (θ,u) を求める問題を考える．このとき，minu∈U π を満たす u を
用いたときの −π の θ 勾配が式 (8.9.14) における g0 の 1/2 と一致すること
を示せ．
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8.5 演習問題 1.8 では，平均流れ抵抗 f0 の断面積勾配 g0 を，形式的な散逸系の
ポテンシャルエネルギーの p に対する最大条件と a に対する最小化問題の勾
配を用いて求めた．d ∈ {2, 3} 次元 Stokes 流れ場の平均流れ抵抗最小化問題
(問題 8.10.3) に対しては，

π (θ,u, p) =

∫
D

{1

2
µ
(
∇u⊤) · (∇u⊤)+ 1

2
ψ (ϕ (θ))u · u− p∇ · u

− b · u
}
dx−

∫
∂D

(u− uD) · (µ∂νu− pν) dγ

を用いて，

min
θ∈D

min
u∈U

max
p∈P

π (θ,u, p)

を満たす (θ,u, p) を求める問題を考える．このとき，minu∈U maxp∈P π を満
たす (u, p) を用いたときの π の θ 勾配が式 (8.10.17) における g0 の 1/2 と
一致することを示せ．
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