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Agenda
計算情報学 Ｉ 第１２回
微分方程式の数値解法 その２
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微分方程式の数値解法
初期値問題
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とは、x,yの各々の点での傾きが
f(x,y)の値を持つ方程式を表している。

x

y

初期値

こうした解曲線は一般には無数に存在するが、初期値を与えることにより
そこからの値をたどることで一意に決めることができる。
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微分方程式の数値解法
～オイラー法

)(
)()(

n
nn xf

h
xfhxf c#

��

演習：上式をf(xn+h)について解け.ただし、f’(x)=F(x,y)とする。

h

xn xn+1

これを繰り返すことにより
折れ線近似を行う。

F(xn,yn) h
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オイラー法の基本式
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オイラー法の基本式

演習：以下の微分方程式に対するオイラー法の基本式を求めよ。

① 2y’ + 3y = x 

② y’ – xy = 0
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オイラー法の基本式

演習：以下のオイラー法の基本式について最初の数項のみ計算せよ。

① y’=y (x + h) = y (x) + h (x – 3y(x)) / 2
ただし、y(0) = 1, h = 0.1 とする。

② y’=y (x + h) = y (x) + hxy(x)
ただし、y(1) = 1, h = 0.01とする。
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① y (x + h) = y (x) + h (x – 3y(x)) / 2
y(0) = 1, h = 0.1

② y (x + h) = y (x) + hxy(x)
y(1) = 1, h = 0.01

y (0 + 0.1) = y(0) + 0.1 (0 – 3y(0)) / 2
= 1 + 0.1 (0 – 3 x 1) / 2 = 0.85

y(0.1 + 0.1) = y (0.1) + 0.1 (0.1 – 3y(0.1)) / 2
= 0.85 + 0.1(0.1 – 3 x 0.85)/2
= 0.7275

y (1 + 0.01) = y (1) + 0.01 x 1 x y(1)
= 1 + 0.01 x 1 x 1 = 1.01

y (1.01 + 0.01) = y (1.01) + 0.01 x 1.01 x y(1.01)
= 1.01 + 0.01 x 1.01 x 1.01 = 1.020201
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オイラー法
another view②
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y (x )を x=x0の近傍でテイラー展開すると

y(x0) = y0=Y0, y’(x0) = f (x0, y0) 2乗の項を無視してx = x0 + h = x1
y(x1)の近似値をY1≒y(x1)とすると、

微分方程式の初期値問題は、

の形で書ける。数値計算での解は厳密解が得られないので近似解を得ることを
考える。そこで考える区間を等分割し、x0=a, xn=a+nh, n=1,2,…N とする。

同様にY2=Y1+hf(x1,Y1)

Y3=Y2+hf(x2, Y2)
….
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オイラー法とはテイラー展開を第１項で打ち切って近似解を求める方法
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オイラー法
another view③
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この面積を hf(xｊ, yｊ,)で近似
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オイラー法のまとめ

),(1
nn

nn yxf
h

yy
 

��

³
�

 ��

1

))(,()()( 1

n

n

x

x
nn dxxyxfxyxy

①

②

③

)()(
2
1)()()()( 0

2
0000 [yxxxyxxxyxy cc��c�� 

y’=f(x, y)の左辺を差分で置き換えたもの。

テイラー展開を第１項で打ち切ったもの

積分をhf(x,y)で置き換えたもの

簡便な方法ではあるが、精度はあまりよくない。
例） y’=2xy
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ルンゲ-クッタ法
• 精度を上げる方法はいろいろあるが、本
方法では直前のYnの値のみを用いて、オ
イラー法のごとく計算できる(１段階法）

• オイラー法に比べてずっと精度がよい

• 微分方程式の数値解法における標準手法
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ルンゲ-クッタ法
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覚えていますか？

ルンゲクッタ法の幾何学的意味は？
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ルンゲクッタ法
another view②

Xi+hXi

この区間で2次補間を行う。

…

シンプソンの公式

y’(x) = a (x – xj)2+b(x – xj)+c

X
i +h/2 この３点を利用して、a,b,cを決定する。

y’(x)
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ルンゲクッタ法
another view ②
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y’(x) = a (x – xj)2+b(x – xj)+cが xi, xi+h/2, xi+hを通ることより、

左から逆行列をかけ、(a,b,c)tを求めると、

これを元の２次補間の方程式に代入して整理すると、
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演習
y’-2xy=0 をルンゲクッタ法により計算せよ。
ただし、x=0のときy(0)=1, h=0.1とする。
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演習y’-2xy=0 をルンゲクッタ法により計算せよ。
ただし、x=0のときy(0)=1とする。

f (x,y) = f (x0, y0)= 2 x0 y0 = 2 x 0 x 1 = 0 … k1

f (x0+h/2, y0+hk1/2) = 2 ( x0 + 0.1/2)(y0 + k1/2)
= 2 ( 0 + 0.05)(1 + 0.1/2 x 0)
= 0.1 … k2

f (x0 + h/2, y + hk2/2) = 2 (x0 + 0.1/2)(y0 + 0.1/2 x 0.1)
= 2 x 0.05 x (1 + 0.005)
= 0.1005 … k3
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f (x0 + h, y0 + hk3) = 2(x0 + 0.1)(y0 + 0.1 x 0.1005)
= 2 x 0.1 x (1 + 0.10005)
= 0.2021 … k4

y1 = (k1 + 2k2 + 2k3 +k4) / 6 = 1.040811 
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１段階法の誤差の評価
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誤差の評価
一段階法の微分方程式の数値解法を大雑把に見積もってみる。

y(x): 微分解
Y(x): 差分解

| y(xi+1) – Y(xi + h)| = |y(xi+1) – y(xi) -⊿tF(xi, y(xi))| 

微分解でのxi+1 と xiの実際の差

差分によるxiの時点からxi+1の増分予測

より
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誤差の評価
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y(x): 微分解
Y(x): 差分解

演習：オイラー法の誤差評価を行え

Hint, テイラーの公式より y(xi+1) = y(xi) + ⊿ty’(xi)+O((⊿t)2)
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誤差の評価
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y(x): 微分解
Y(x): 差分解

演習：オイラー法の誤差評価を行え

Hint, テイラーの公式より y(xi+1) = y(xi) + ⊿ty’(xi)+O((⊿t)2)
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つまり、理論的には⊿ｔが小さければ小さいほど精度はよくなる。
だが、実際は⊿ｔが小さくなると桁落ちなどが生ずる可能性があるので、注意が必要
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誤差が⊿t(1次)とは？

テイラーの公式より y(xi+1) = y(xi) + ⊿ty’(xi)+O((⊿x)2)

オイラー法のスキームより Y(xi+1) = Y(xi) + ⊿ty’(xi)－）

|y(xi+1) – Y(xi+1)| = O((⊿x)2)1ステップでの誤差はO((⊿x)2)

計算する範囲をaからbとして、区間をmに等分割したとすると、⊿x = (b – a)/m

したがって、⊿x2=⊿x(b – a)/m。各々の区間で誤差がm回蓄積すると⊿xのm倍
程度、⊿x(b – a)/ m x m = ⊿x(b – a) ≒ O(⊿x)、の誤差となる。

計算は煩雑になるが（２変数のテイラー展開）、同様の議論を行うとルンゲクッタ
の誤差はO(⊿x4)となる。
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高階微分方程式の場合
例えば、２階微分方程式の場合 → U’’ + U = 0, U(0)=0, U’(0)=1

別の関数を“かまして”1階微分方程式に帰着させる。

v = u’ とすると U’’ = (U’)’ = v’
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演習：U’’’ +  U = 0 の場合はどうなるか？
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演習：U’’’ +  U = 0 の場合はどうなるか？

((U’)’)’ = - U
U’ = V

V’=W
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2階常微分方程式の境界値問題
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初期値問題と異なり、境界条件があらかじめ与えられている場合は、初期値問題
とおき方か大幅に異なる。
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差分方程式による近似

演習

① y(x + h) を第３項までテイラー展開せよ。

② y(x – h）を第３項までテイラー展開せよ。

③ ①、②よりy’(x)について解け

④ ①、②よりy’’(x)について解け
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演習
① y(x + h) を第３項までテイラー展開せよ。

② y(x – h）を第３項までテイラー展開せよ。

③ ①、②よりy’(x)について解け…①ー②

④ ①、②よりy’’(x)について解け…① + ②

差分方程式による近似
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常微分方程式の境界値問題
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境界値問題
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以上を整理すると

最終的には以下の連立方程式に帰着される。

あとは、ガウスの消去法などで連立方程式を解けばよい。
境界条件を様々に変える場合はLU分解をしておくと計算が楽


