
第２回レポート課題

演習問題１∼６から２題以上選んで解答する．

演習問題 1.データYi, i = 1, . . . , n は

Yi = ϕ(xi)
Tθ + εi, i = 1, . . . , n, ε1 . . . , εn ∼i.i.d . N(0, σ2)

で定まる分布にしたがうとする．ここで，入力x1, . . . , xnは定数，
また ϕ(x), θ ∈ Rd とする．n× d 行列 Φ を

Φ = (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn))
T

とし，Φのランクはdとする．パラメータ θ の最小２乗推定量を θ̂ とする．こ
こで，点 x における関数値を Ŷ (x) = ϕ(x)T θ̂ で予測するとき，Ŷ (x) の分散を
求めよ．

注：データのYiが確率変数なので θ̂ も確率変数となる．θ̂ の分散共分散行列から Ŷ (x)の分散が
計算できる．
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演習問題 2. 線形独立なベクトル a1, . . . , ad ∈ Rnに対してn × d行列をΦ =
(a1, . . . , ad) と定める．n次正方行列 Π をΠ = Φ(ΦTΦ)−1ΦT とする．

1. trace(Π) を求めよ．

2. x ∈ span{a1, . . . , ad}のとき Πx = x となることを示せ．

3. x ∈ Rn に対して Πx と (I −Π)x は直交することを示せ．

4. Π の固有値と重複度(固有空間の次元)を求めよ．

演習問題 3.HをRKHSとし，k(x, x′)をカーネル関数とする．
データ (x1, y1), . . . , (xn, yn) に対して関数 f ∈ Hを以下のようにフィッティン
グする．

min
f∈H

n∑
i=1

(yi − f(xi))
2 + λ∥f∥2H

上式の解を求めよ．ただし∥f∥HはfのRKHSノルム，λ > 0とする．ベクトル
や行列を適当に定義して，解を簡潔に表すこと．
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演習問題 4.正定値カーネル k(x, x′) から定義されるRKHSを (H, ⟨·, ·⟩)とし，
積から定まるノルムを∥ · ∥とする．点 x1, . . . , xn に対して

min
f∈H

n∑
i=1

∥f − k(xi, ·)∥2

の最適解を求めよ．
演習問題 5. x, t ≥ 0 に対して定義される実数値関数 f(x, t) に対して，次の積分
値が定まるとする．

k(x, y) =

∫ ∞

0

f(x, t)f(y, t)dt.

1. k(x, y)は正定値カーネルであることを示せ．

2. x, y ≥ 0 に対して min{x, y} は正定値カーネルであることを示せ．
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演習問題 6.データ (x1, y1), . . . (xn, yn) ∈ R × R に対して線形モデル yi =

θ0 + θ1xi + εi をあてはめるとき，最小２乗推定量を θ̂0, θ̂1 とする．

一方，a, b ∈ Rを定数として，データ (x̃i, ỹi) = (xi+ a, yi+ b), i = 1, . . . , n に対
して線形モデル ỹi = θ0 + θ1x̃i + ε̃i をあてはめるとき，最小２乗推定量を θ̃0, θ̃1
とする．

(θ̂0, θ̂1)と(θ̃0, θ̃1)の関係について調べよ．
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