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はじめに

この講義ノートは 2015年度前期に開講した１年生向け講義「数学展望 I　－
連分数，フォードの円，双曲幾何－」の講義が終了した後に，その内容を整理
しつつ補足・拡充したものである．従って講義の内容と全く同じではない．特
に講義では省略した細かな証明などもこのノートには書き加えた．2015年度
の新入生から高校では行列を習っていないので，講義ではなるべく行列を出さ
ないように心がけたが，行列を用いると議論がクリアになる部分が多いので，
このノートでは行列を用いた議論も（控えめながら）書き加えてある．また講
義では全部で 33題のレポート問題を出した．それらの多くはこのノートの内
容のうち学生が自分で証明できそうな部分を取り出したものである．このノー
トの中にも幾つかの問題が含まれるが，これらは実際に講義中に出したレポー
ト問題のごく一部である．
このノートの内容であるが，連分数からスタートしてフォードの円，双曲幾
何と進む構成になっている．フォードの円は有理数の理論を視覚的に理解する
のにとても役立ち，今まで見えなかった有理数同士の新たなつながりが見えて
くる．このフォードの円は有理数の連分数表示と大変相性がよいという特徴を
持つ．その初等性や有用性に比べて，フォードの円を扱った日本語の文献はと
ても少ないので，このノートが有理数とフォードの円の関係を少しでも多くの
人に伝える役に立てば嬉しい．さてフォードの円は 20世紀初頭にFordという
数学者によって導入されたのであるが，この Fordは双曲幾何の専門家で，実
際，フォードの円は双曲幾何の世界で見て初めてその数学的な意味がはっきり
する．このノートでは以上のような有理数－フォードの円－双曲幾何というつ
ながりを説明する．
このノートは，講義の終了後に内容を整理しておきたいと考えて書き始めた
のであるが，独立した読み物としては未だ完成には程遠い状態である．特に章
が進むにつれて完成度は低くなっている．将来的にはこの講義ノートをよりま
とまった形に仕上げたいと考えているので，もし間違いや改善点など気づいた
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ことがあれば著者まで連絡して頂けたら有難い．

2015年 10月　　糸　健太郎
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第1章 連分数

以下では次の記号を用いる：

N = {1, 2, 3, . . .} 自然数全体
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} 整数全体

Q =

{
p

q
: p ∈ Z, q ∈ N

}
有理数全体

R 実数全体
C = {z = x+ iy : x, y ∈ R} 複素数全体

1.1 連分数とは？
まず具体例を見てみよう．

5 +
1

3 +
1

17

や 1 +
1

2 +
1

3 +
1

4

のようにはしご状の分数で表された数を連分数という．ただし分子には全て 1

が入る．与えられた連分数は，例えば

1 +
1

2 +
1

3 +
1

4

= 1 +
1

2 +
1

13

4

= 1 +
1

2 +
4

13

= 1 +
1

30

13

=
43

30
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のように有理数に変形することができる．逆に，与えられた有理数，例えば 25
9

は次のように連分数に変形できる：

25

9
= 2 +

7

9
= 2 +

1

9

7

= 2 +
1

1 +
2

7

= 2 +
1

1 +
1

7

2

= 2 +
1

1 +
1

3 +
1

2

.

ここで連分数の正確な定義を述べておこう．

定義 1.1. 連分数とは

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

. . .

an−1 +
1

an

(a0 ∈ Z, a1, a2, . . . , an ∈ N)

の形をした数のことである．この連分数を以下では簡単に

[a0, a1, a2, . . . , an]

と表す．

注. a0は負の整数であることも許す．このように定義することで，任意の有理
数は連分数の形に表すことができる．

さて，最初に挙げた計算を図形的に理解してみよう．図 1.1のように縦 9横
25の長方形を用意する．このとき 25

9
を連分数に直す計算は次のような操作に

対応する：まず一辺が 9の正方形を取れるだけ取り，次に残った長方形から一
辺が 7の正方形を取れるだけ取り，・・・という操作を繰り返す．図 1.2を参考に
43
30
についても理解してほしい．このように正の有理数を連分数の形に直す計

算は，長方形から正方形を取っていく操作で理解できる．
ここまでは有理数の連分数展開を考えたが，では無理数を連分数に表そうと
するとどうなるだろうか？例として

√
2の場合を考えて見よう．1 <

√
2 < 2に
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図 1.1: 縦横比が 25

9
= [2, 1, 3, 2]の長方形

図 1.2: 縦横比が 43

30
= [1, 2, 3, 4]の長方形

注意すると

√
2 = 1 + (

√
2− 1) = 1 +

1

1
√
2− 1

= 1 +
1

1 +
√
2
= 1 +

1

2 + (
√
2− 1)

= · · ·

のように計算を進めることができる．ここで

√
2− 1 = 2 +

1
√
2− 1
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に注意すれば

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

. . .

= [1, 2, 2, 2, 2, . . .]

となることがわかる．

図 1.3: 縦横比が
√
2の長方形

問題 1.2. 有理数の列 {αn}∞n=1を an = [1,

n︷ ︸︸ ︷
2, 2, . . . , 2]と定めるとき

lim
n→∞

αn =
√
2

を示せ．（ヒント：βn = 1 + an = [

n+1︷ ︸︸ ︷
2, 2, . . . , 2]と置くとき limn→∞ βn = 1 +

√
2

を示せばよい．βnの漸化式を考えよ．）

問題 1.3.
√
3と

√
7の連分数展開を求めよ．
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1.2 黄金比の連分数展開

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

. . .

= [1, 2, 2, . . .]

であった．では

x = 1 +
1

1 +
1

1 +
1

. . .

= [1, 1, 1, . . .]

となる xはどのような数だろうか？　連分数の形から xは x = 1+ 1
x
を満たす

ことがわかる．この方程式は x2−x− 1 = 0と書き直せて，その解は x = 1±
√
5

2

となる．ここで求める xは正であるので x = 1+
√
5

2
を得る．この値 1+

√
5

2
は黄金

比と呼ばれる．以下では黄金比を

τ =
1 +

√
5

2

と表す．

黄金比 τ の無限連分数展開を途中で打ち切ったものを αn = [

n+1︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1]を定

めると

α0 =
1

1
, α1 =

2

1
, α2 =

3

2
, α3 =

5

3
, α4 =

8

5
, . . .

のようになる．ここで αn =
pn
qn
（既約分数表示）と表すとき，数列 {pn}, {qn}

の一般項がどのように表されるかを考えたい．いま

pn+1

qn+1

= αn+1 = 1 +
1

αn
= 1 +

1

pn

qn

=
pn + qn
pn
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図 1.4: 縦横比が黄金比 τ の長方形

であり，pn
qn
が既約のとき pn+qn

pn
が既約であることも容易にわかるので，漸化式{

p0 = 1

q0 = 1

{
pn+1 = pn + qn

qn+1 = pn
(n ≥ 0) (∗)

を得る．これを書き直すと{
p0 = 1, p1 = 2, pn+2 = pn+1 + pn

q0 = 1, q1 = 1, qn+2 = qn+1 + qn

のように，数列 {pn}, {qn}それぞれの隣接 3項間の漸化式を得る．従って数
列 {pn}, {qn}の一般項は，x2 − x − 1 = 0の 2解を τ = 1+

√
5

2
, τ ′ = 1−

√
5

2
(=

1− τ = − 1
τ
)とおくことで

pn =
1√
5

(
τn+2 + (τ ′)

n+2
)
, qn =

1√
5

(
τn+1 + (τ ′)

n+1
)

と表すことができる．このことから αn = pn
qn

→ τ (n→ ∞)もわかる．
以上の議論は行列を用いると見通しが良くなる．式 (∗)は行列を用いると(

pn+1

qn+1

)
=

(
1 1

1 0

)(
pn

qn

)
と書き直すことができる．ここで(
pn

qn

)
=

(
1 1

1 0

)(
pn−1

qn−1

)
=

(
1 1

1 0

)2(
pn−2

qn−2

)
= · · · =

(
1 1

1 0

)n(
p0

q0

)
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となるので
(

1 1

1 0

)n

の計算ができればよい．この計算は 1年生の線形代数

で習うが，答のみを書くと(
1 1

1 0

)n

=
1√
5

(
τn+1 − (τ ′)n+1 τn − (τ ′)n

τn − (τ ′)n τn−1 − (τ ′)n−1

)
となる．これより数列 {pn}, {qn}の一般項が計算できるのである．
さて，上と同様の考察で(
pn+1 pn

qn+1 qn

)
=

(
1 1

1 0

)(
pn pn−1

qn qn−1

)
= · · · =

(
1 1

1 0

)n(
p1 p0

q1 q0

)
=

(
1 1

1 0

)n+2

がわかる．ただし
(
p1 p0

q1 q0

)
=

(
2 1

1 1

)
=

(
1 1

1 0

)2

を用いた．このこと

から次の重要な性質が得られる．

補題 1.4. 上の数列 {pn}, {qn}に対して pn+1qn − pnqn+1 = (−1)n が任意の
n ≥ 0に対して成り立つ．

証明. 2つの正方行列A,Bに対して det(AB) = detA detBが成り立つので

pn+1qn−pnqn+1 = det

(
pn pn−1

qn qn−1

)
=

(
det

(
1 1

1 0

))n+2

= (−1)n+2 = (−1)n.

定理 1.5. 上の数列{pn}, {qn}に対して平面上の点 (pn, qn)は曲線x2−xy−y2 =
(−1)n+1上にある（図 1.5参照）．

証明. pn+1 = pn + qn, qn+1 = pn を用いると，上の補題で得た式 pn+1qn −
pnqn+1 = (−1)nは (pn)

2 − pnqn − (qn)
2 = (−1)n+1となる．

曲線 x2−xy− y2 = ±1の漸近線は y = 1
τ
xと y = −τxである．点 (pn, qn)が

どんどん直線 y = 1
τ
xに近づいていくことは pn

qn
→ τ (n→ ∞)に対応している．

問題 1.6. 上と同様のことを
√
2 = [1, 2, 2, 2, . . .]で考えてみよ．すなわちαn =

[1,

n︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2]とおき，αnの既約分数表示を pn

qn
とするとき {pn}, {qn}の一般項を

求めよ．また点 (pn, qn)はどのような曲線上にあるか？
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図 1.5: 曲線 x2 − xy − y2 = 1（青）と x2 − xy − y2 = −1（オレンジ）および
点 (pn, qn) (n = 0, 1, 2, 3, 4).

1.3 無理数の連分数展開
ここでは一般の無理数ωを連分数で表すことを考えよう．まず記号を準備し
ておく．今までの連分数展開の書き方を拡張して任意の実数 tに対して

a0 +
1

a1 +
1

. . .

. . .

an +
1

t

(a0 ∈ Z, a1, . . . , an ∈ N)
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のことも [a0, . . . , an, t]と表すことにする．このとき [a0, . . . , an, t]は tの関数と
みることができる．このことは

[2, 3, 1, t] = 2 +
1

3 +
1

1 +
1

t

=
9t+ 7

4t+ 3

のように書き直すとわかりやすい．また同様に考えれば，任意の [a0, . . . , an, t]

はある整数 p, q, r, sを用いて pt+q
rt+s
の形にかけることもわかる．

では無理数ωの連分数展開に戻ろう．まずωの整数部分を a0, 小数部分を r1

とおく：
ω = a0 + r1 (a0 ∈ Z, 0 < r1 < 1).

次に ω1 =
1
r1
とおくと ω1 > 1であるので，ωのときと同様にして

ω1 = a1 + r2 (a1 ∈ N, 0 < r2 < 1)

と書ける．ここで再び ω2 =
1
r2
とおく．ここまでのことをまとめると

ω = a0 +
1

a1 +
1

ω2

= [a0, a1, ω2]

となる．以下同様にして

ωn = an +
1

ωn+1

(an ∈ N, ωn+1 > 1)

となるように ωnから anと ωn+1を定めることで，数列 {an}, {ωn}を得る．こ
のとき

ω = [a0, a1, . . . , an−1, ωn]

が成り立つ．また
ω = [a0, a1, . . . , an, . . .]

をωの連分数展開という．無理数の連分数展開は必然的に無限に続くことに注
意しよう．実際，有限で終わったらそれは有理数に書き直せるからである．
ここで幾つかの無理数の連分数展開を紹介しよう．ただし，連分数の係数が途
中から繰り返しになる場合，例えば [5, 3, 1, 7, 3, 1, 7, 3, 1, 7, . . .]などは [5, 3, 1, 7]

のように繰り返しの部分に線を引いて表す．
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(1)
√
2 = [1, 2, 2, 2, . . .] = [1, 2]

(2) τ =
1 +

√
5

2
= [1, 1, 1, . . .] = [1]

(3)
√
22 = [4, 1, 2, 4, 2, 1, 8]

(4) 21/3 = [1, 3, 1, 5, 1, 1, 4, 1, 1, 8, 1, 14, 1, 10, 2, 1, 4, 12, 2, 3, . . .]

(5) e = [2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, 12, 1, 1, . . .]

(6) π = [3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, . . .]

後ほど，連分数が途中から繰り返しになる必要十分条件は整数係数 2次多項式
の解となることを示す．eは繰り返しにはならないが規則性があることが見て
取れる．一方で 21/3や πにはそのような規則性は見当たらない．
参考までに縦横比 πの長方形の図を載せる．292という数がこの図のどこに
現れるかを考えてみよ．

図 1.6: 縦横比 πの長方形

定義 1.7 (収束分数). 無理数 ωの連分数展開が [a0, a1, . . . , an, . . .] であるとす
る．このとき連分数を途中で打ち切った有理数

αn = [a0, a1, . . . , an]

を ωの（n番目の）収束分数とよぶ．また数列 {αn}∞n=0を ωの収束分数列と
よぶ．
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ここで，無理数ωに収束する勝手な有理数の列を収束分数列とよぶわけでは
ないことに注意する．上のような，連分数展開から得られる由緒正しい分数列
を収束分数列とよぶのである．
以下では無理数 ωの収束分数列 {αn}について，その名が示すとおり

lim
n→∞

αn = ω

が成り立つことを示す（定理 1.13）．そのために，まずαn = [a0, a1, . . . , an]の
既約分数表示 pn

qn
に現れる pn, qnを係数 a0, a1, . . . , anから求める方法を述べる．

それが次の定理 1.8である．証明の都合により，まず天下り的に pn, qnを定め
て，そのときこの pn

qn
が αnの既約分数表示になるという形で定理の主張を述

べる．

定理 1.8. 無理数 ω = [a0, a1, . . . , an, . . .]に対して数列 {pn}∞n=−1, {qn}∞n=−1を{
p−1 = 1

q−1 = 0

{
p0 = a0

q0 = 1

{
pn = anpn−1 + pn−2

qn = anqn−1 + qn−2

(n ≥ 1)

のように定めると任意の n ≥ 0に対して (pn, qn)の最大公約数は 1で

[a0, . . . , an] =
pn
qn

が成り立つ．

この定理の証明のために次の補題 1.9と補題 1.10を準備する．

補題 1.9. 定理 1.8の記号のもとに，任意の n ≥ 0と任意の実数 tに対して

[a0, a1, . . . , an, t] =
pnt+ pn−1

qnt+ qn−1

(n ≥ 0)

が成り立つ．

証明. nに関する帰納法で示す．n = 0のとき

[a0, t] = a0 +
1

t
=
a0t+ 1

t
=
p0t+ p−1

q0t+ q−1

14



となり成立する．nに対して成り立つと仮定すると，n+ 1のときも

[a0, . . . , an, an+1, t] =

[
a0, . . . , an, an+1 +

1

t

]
=

pn
(
an+1 +

1
t

)
+ pn−1

qn
(
an+1 +

1
t

)
+ qn−1

=
(pnan+1 + pn−1)t+ pn
(qnan+1 + qn−1)t+ qn

=
pn+1t+ pn
qn+1t+ qn

で成り立つ．

補題 1.10. 定理の記号のもとに，n ≥ 0に対して次が成り立つ：

(1)

(
pn pn−1

qn qn−1

)
=

(
a0 1

1 0

)(
a1 1

1 0

)
· · ·

(
an 1

1 0

)
.

(2) pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n+1.

証明. (1)(
pn pn−1

qn qn−1

)
=

(
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

)(
an 1

1 0

)

=

(
p−1 p0

q−1 q0

)(
a1 1

1 0

)
· · ·

(
an 1

1 0

)

=

(
a0 1

1 0

)(
a1 1

1 0

)
· · ·

(
an 1

1 0

)

(2)は (1)の両辺の判別式を取ればよい．

定理 1.8の証明. 補題 1.9で，特に t = anとすると

αn = [a0, . . . , an−1, an] =
pn−1an + pn−2

qn−1an + qn−2

=
pn
qn

が成り立つ．また，補題 1.10 (2)から，特に (pn, qn)最大公約数は 1 であるこ
とが分かるので pn

qn
は既約分数である．
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定理 1.8の別証明

行列を用いると，定理 1.8に対して見通しのよい証明を与えることができる．
この証明のメリットは数列 {pn}, {qn}の漸化式を天下り的に与えなくて良いと
いう点である．そのような形で定理 1.8の主張を書き直し，証明を与えよう．

定理 1.11 (定理1.8の言い換え). 無理数ω = [a0, a1, . . . , an, . . .]に対してその収
束分数 [a0, a1, . . . , an]の既約分数表示を pn

qn
とするとき，数列{pn}∞n=−1, {qn}∞n=−1

は次の漸化式を満たす：{
p−1 = 1

q−1 = 0

{
p0 = a0

q0 = 1

{
pn = anpn−1 + pn−2

qn = anqn−1 + qn−2

(n ≥ 1)

証明. 行列
(
a b

c d

)
と実数 tに対して

(
a b

c d

)
t =

at+ b

ct+ d

と定義する．このとき２つの行列M,Nに対してM(Nt) = (MN)tが成り立つ
ことに注意する．この記号のもとで

ai +
1

t
=
ai t+ 1

t
=

(
ai 1

1 0

)
t

と書けることを用いると

[a0, a1, . . . , an, t] =

(
a0 1

1 0

)(
a1 1

1 0

)
· · ·

(
an 1

1 0

)
t

が任意の実数 tに対して成り立つことがわかる．ここで(
An Bn

Cn Dn

)
=

(
a0 1

1 0

)(
a1 1

1 0

)
· · ·

(
an 1

1 0

)

とおく．このとき

[a0, a1, . . . , an, t] =

(
An Bn

Cn Dn

)
t =

Ant+Bn

Cnt+Dn
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が成り立つ．ここで t→ ∞とすると，右辺は An

Cn
に収束し，左辺は

[a0, a1, . . . , an, t] =

[
a0, a1, . . . , an−1, an +

1

t

]
と書き直すことで [a0, a1, . . . , an]に収束することがわかる．従って

[a0, a1, . . . , an] =
An
Cn

を得る．ここで [a0, a1, . . . , an]の既約分数表示を pn
qn
としていたので

An
Cn

=
pn
qn

となる．さらに補題 1.10 (2)と同じ議論でAnDn − BnCn = ±1を得て，これ
より (An, Dn)の最大公約は 1となるので

An = pn, Cn = qn

が分かる．一方で(
An Bn

Cn Cn

)
=

(
An−1 Bn−1

Cn−1 Dn−1

)(
an 1

1 0

)
=

(
anAn−1 +Bn−1 An−1

anCn−1 +Dn−1 Cn−1

)

が成り立つので，両端の行列の２列目を見比べて

Bn = An−1 = pn−1, Dn = Cn−1 = qn−1

を得る．次に１行目を見比べることで{
pn = anpn−1 + pn−2

qn = anqn−1 + qn−2

を得る．
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1.4 収束分数列
無理数 ωの連分数展開を [a0, a1, . . . , an, . . .]とする．ωの n次収束分数 αn =

[a0, a1, . . . , an]の既約分数表示を pn
qn
とするとき，定理 1.8から数列 {pn}, {qn}

は {
p−1 = 1

q−1 = 0

{
p0 = a0

q0 = 1

{
pn = anpn−1 + pn−2

qn = anqn−1 + qn−2

(n ≥ 1)

という漸化式で定まるのであった．

定理 1.12. 上の記号のもとに，n ≥ 0に対して次が成り立つ：

(1) αn+1 − αn =
(−1)n

qn+1qn
,

(2)
1

(qn+1 + qn)qn
< |ω − αn| <

1

qn+1qn
.

(3) |ω − αn+1| < |ω − αn|

証明. (1) n ≥ 0に対して

αn+1 − αn =
pn+1

qn+1

− pn
qn

=
pn+1qn − pnqn+1

qn+1qn
=

(−1)n

qn+1qn
.

(2) ω = [a0, . . . , an, ωn+1]に対して補題 1.9を適用することで

ω − αn =
pnωn+1 + pn−1

qnωn+1 + qn−1

− pn
qn

=
−(pnqn−1 − pn−1qn)

(qnωn+1 + qn−1)qn
=

(−1)n

(qnωn+1 + qn−1)qn

が成り立つ．ここで an+1 < ωn+1 < an+1 + 1と qn+1 = an+1qn + qn−1より

qn+1 < qnωn+1 + qn−1 < qn+1 + qn

が成り立つので
1

(qn+1 + qn)qn
<

∣∣∣∣ω − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qn+1qn

を得る．
(3) (2)より

|ω − αn+1| <
1

qn+2qn+1

,
1

(qn+1 + qn)qn
< |ω − αn|
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が成り立つので
1

qn+2qn+1

<
1

(qn+1 + qn)qn

すなわち qn+2qn+1 > (qn+1 + qn)qn がいえるとよい．この不等式は qn+2 =

an+2qn+1 + qn ≥ qn+1 + qn と qn+1 > qn の辺々を掛け合わせることで得ら
れる．

定理 1.13. 無理数ω = [a0, a1, . . . , an, . . .]に対してαn = [a0, a1, . . . , an]とおく
とき limn→∞ αn = ωが成り立つ．

証明. ここで

qn − qn−1 = (an − 1)qn−1 + qn−2 ≥ qn−2 > 0

より qnは狭義単調増大列である．従って上の定理 (2)から

αn =
pn
qn

→ ω (n→ ∞)

が分かる．

さらに

α1 < α3 < α5 < · · · < ω < · · · < α6 < α4 < α2

が成り立つ．
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1.5 ２次の無理数
無理数 ωは，整数係数２次方程式

Ax2 +Bx+ C = 0 (A,B,C ∈ Z)

の解になるとき２次の無理数であるという．この方程式のωと異なる解をωの
共役解といい ω′と表す．例えば

√
2の共役解は−

√
2で，τ = 1+

√
5

2
の共役解

は τ ′ = 1−
√
5

2
である．次の補題から，この共役解は ωに対して一意的に定まる

ことが分かる．

補題 1.14. ２次の無理数 ωを解に持つ整数係数２次方程式Ax2 +Bx+C = 0

は A > 0かつ (A,B,C)の最大公約数は 1という条件の下に一意的に定まる．
特に ωの共役解 ω′は ωに対して一意的に定まる．

問題 1.15. この補題を証明せよ．

問題 1.16. ωが２次の無理数であるとき ω ̸= ω′であることを示せ．

補題 1.17. ωは２次の無理数とする．実数 η に対して

ω =
aη + b

cη + d
(a, b, c, d ∈ Z, ad− bc ̸= 0)

が成り立つとき，ηも２次の無理数で

ω′ =
aη′ + b

cη′ + d

が成り立つ．

証明. ωがAx2 + Bx + C = 0 (A,B,C ∈ Z)の解とする．これに ω = aη+b
cη+d
を

代入した式

A

(
aη + b

cη + d

)2

+B

(
aη + b

cη + d

)
+ C = 0

はDη2 + Eη + F = 0 (D,E, F ∈ Z)の形の式に変形できる．従って ηは２次
の無理数で，D(η′)2 +Eη′ + F = 0も成り立つ．ここで先ほどの変形を逆にた
どることで

A

(
aη′ + b

cη′ + d

)2

+B

(
aη′ + b

cη′ + d

)
+ C = 0
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を得る．従って aη′+b
cη′+d

がAx2 + Bx+ C = 0 の解となることがわかる．いま上
の問題から η ̸= η′であるので ω = aη+b

cη+d
̸= aη′+b

cη′+d
がわかる（ここに ad− bc ̸= 0

という条件を用いる）．従って ω′ = aη′+b
cη′+d

がいえる．

系 1.18. 無理数ω = [a0, a1, . . . , an−1, an, . . .]に対してω = [a0, a1, . . . , an−1, ωn]

と表すとき ω′ = [a0, a1, . . . , an−1, ω
′
n]が成り立つ．

証明. 1.3節冒頭で述べたことから，ある整数 p, q, r, sが存在して

[a0, a1, . . . , an−1, t] =
pt+ q

rt+ s

が任意の実数 tに対して成り立つ．従って

ω = [a0, a1, . . . , an−1, ωn] =
pωn + q

rωn + s

に補題 1.17を適用することで

ω′ =
pω′

n + q

rω′
n + s

= [a0, a1, . . . , an−1, ω
′
n]

を得る．

ラグランジュの定理

次の定理は ωの連分数展開が途中から繰り返しとなる必要十分条件は ωが
２次の無理数であることを主張する．

定理 1.19 (ラグランジュ). 無理数 ωに対して以下は同値：

(1) ω = [a0, . . . , am, am+1, . . . , an]となる．すなわち連分数展開が途中から循
環する．

(2) ωは２次の無理数．

証明. (1) ⇒ (2): ωm+1 = [am+1, . . . , an]とおくと

ω = [a0, . . . , am, am+1, . . . , an] = [a0, . . . , am, ωm+1]
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であり，補題 1.9より
ω =

pmωm+1 + pm−1

qmωn+1 + qm−1

が成り立つ（ただし ωのm次収束分数を pm
qm
と表す）．ここで補題 1.10より

pmqm−1 − pm−1qm = ±1であることを用いると，ωm+1を ωを用いて表すこと
ができて

ωm+1 =
qm−1ω − pm−1

−qmω + pm
(∗)

となる．
一方で

ωm+1 = [am+1, . . . , an] = [am+1, . . . , an, ωm+1]

なので，ある整数 p, q, r, sが存在して

ωm+1 =
pωn+1 + q

rωm+1 + s
(∗∗)

と表せる．従って (∗)を (∗∗)に代入して整理することで，ωに関する整数係数
２次方程式を得る．よって ωは２次の無理数である．

(2) ⇒ (1): ω が Ax2 + Bx + C = 0 (A,B,C ∈ Z)の解とする．ω =

[a0, . . . , an−1, ωn]とおくとき，以下の目標は，あるm, l ∈ N (m < l)が存在し
て ωm = ωl が成り立つことを示すことである．これがいえると

ωm = [am, . . . , al−1, ωl] = [am, . . . , al−1, ωm] = [am, . . . , al−1]

から ω = [a0, . . . , am−1, am, . . . , al−1]がいえるので証明が終わる．
さて

ω = [a0, . . . , an, ωn+1] =
pnωn+1 + pn−1

qnωn+1 + qn−1

をAω2 +Bω + C = 0に代入して整理すると
An+1 = Apn

2 +Bpnqn + Cqn
2

Bn+1 = 2Apnpn−1 +B(pnqn−1 + pn−1qn) + 2Cqnqn−1

Cn+1 = Apn−1
2 +Bpn−1qn−1 + Cqn−1

2(= An)

とおくことで

An+1ω
2
n+1 +Bn+1ωn+1 + Cn+1 = 0
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を得る．また，任意の nに対して

B2
n+1 − 4An+1Cn+1 = B2 − 4AC

が成り立つことも計算によって確かめることができる．いま上式の一行目の式
を qn

2で割った式

An+1

qn2
= A

(
pn
qn

)2

+B
pn
qn

+ C

と 0 = Aω2 +Bω + C の差を考えて

An+1

qn2
= A

((
pn
qn

)2

− ω2

)
+B

(
pn
qn

− ω

)
=

(
pn
qn

− ω

)(
A

(
pn
qn

+ ω

)
+B

)
を得る．ここで

∣∣∣ω − pn
qn

∣∣∣ < 1
q2n
を用いると

|An+1| <

∣∣∣∣A(pnqn + ω

)
+B

∣∣∣∣
≤ |A|

∣∣∣∣pnqn + ω

∣∣∣∣+ |B|

< |A|(2|ω|+ 1) + |B|

を得る．従ってAn+1は有界であることが分かった．Cn+1 = Anであったから
Cn+1も有界である．またB2

n+1 − 4An+1Cn+1 = B2 − 4ACよりBn+1が有界と
なることもわかる．
以上よりωnが満たす方程式Anω

2
n+Bnωn+Cn = 0に現れる係数An, Bn, Cn

は有限個なので方程式も有限個，従ってその解 ωnも有限個であることがわか
る．よって，あるm, l ∈ N (m < l)が存在して ωm = ωlとなるので証明が終わ
る．

ガロアの定理

次に２次の無理数ωの連分数展開が最初から循環する場合を考えよう．すな
わち ω = [a0, a1, . . . , an]となる場合である．一般の連分数では a0は負の整数
となることもあったが，この場合は an+1 = a0となるため a0は自然数であり，
特に ω > 1となることに注意する．
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定理 1.20 (ガロア). 無理数 ωに対して次は同値：

(1) ω = [a0, a1, . . . , an]となる．すなわちωの連分数展開は初項から循環する．

(2) ωは２次の無理数で ω > 1かつ−1 < ω′ < 0が成り立つ．

証明. (1) ⇒ (2): ω = [a0, a1, . . . , an] = [a0, a1, . . . , an, ω]であるので，補題 1.9

より
ω =

pnω + pn−1

qnω + qn−1

が成り立つ．よって ωを解に持つ２次多項式は

f(x) = qnx
2 + (qn−1 − pn)x− pn−1

となる．ここで f(−1) = qn − qn−1 + pn − pn−1 > 0, f(0) = −pn−1 < 0より
f(x) = 0は−1 < x < 0の間に解を持つ．一方で ω > a0 ≥ 1は f(x) = 0の解
であるので−1 < ω′ < 0がいえる．
(2) ⇐ (1): ω = [a0, . . . , an−1, ωn]とする．最初に，任意の nに対して ωn >

1, −1 < ω′
n < 0が成り立つことを帰納法で示そう．n = 0のとき ω = ω0はこ

の条件を満たすので，ある nに対して ωn > 1, −1 < ω′
n < 0が成り立つ仮定し

て ωn+1 > 1, −1 < ω′
n+1 < 0を示せばよい．実際 ωnを解に持つ整数係数２次

多項式を
fn(x) = Anx

2 +Bnx+ Cn (An > 0)

とする．ωn+1を解に持つ多項式は ωn = an +
1

ωn+1
を用いると

fn+1(x) = (Ana
2
n +Bnan + Cn)x

2 + (2Anan +Bn)x+ An

となる．（実際 fn+1(x) = fn(an +
1
x
)x2である．）ここで fn+1(x)の x2の係数は

Ana
2
n +Bnan + Cn = fn(an) < 0より負であることに注意する．また

fn+1(−1) = fn(an − 1) < 0, fn+1(0) = An > 0, fn+1(1) = fn(an + 1) > 0

であるので ωn+1 > 1, −1 < ω′
n+1 < 0がいえる．

さて，
ωn = [an, ωn+1] = an +

1

ωn+1
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より
ω′
n = [an, ω

′
n+1] = an +

1

ω′
n+1

が成り立つことが補題よりわかる．この式を

− 1

ω′
n+1

= an + (−ω′
n)

と書き直すと 0 < −ω′
n < 1から an =

[
− 1
ω′
n+1

]
がいえることに注意する．

いまωは２次の無理数であるから，ラグランジュの定理からωm = ωnとなる
m,n (m < n)が存在する．このときωm−1 = ωn−1も成り立つ．実際，ω′

m = ω′
n

がいえるので，上の注意からam−1 = an−1がいえる．このときωm−1 = am−1+
1
ωm

と ωn−1 = an−1 +
1
ωn
が等しいことが分かる．

この議論を繰り返すと ω = ω0と ωn−mが等しいことが分かり

ω = [a0, . . . , an−m−1, ω] = [a0, . . . , an−m−1]

がいえる．

定理 1.21 (ガロア). ω = [a0, a1, . . . , an] であるとき

− 1

ω′ = [an, . . . , a1, a0]

が成り立つ．

証明. まず例で説明しよう．ω = [2, 3]の場合を考える．

ω = 2 +
1

3 +
1

ω

⇐⇒ 1

ω − 2
= 3 +

1

ω
⇐⇒ 3 +

1

2 +
1

− 1
ω

= − 1

ω

より− 1
ω
= [3, 2]を得る．一般の場合も同様に考えればよい．

行列を用いることで，この議論はより見通しがよくなる．以下ではこの説明
をしよう．系 1.18を用いると ω = [a0, . . . , an, ω]より ω′ = [a0, . . . , an, ω

′]が成
り立つ．
従って，定理 1.11の証明の中で導入した記号を用いると

ω′ =

(
a0 1

1 0

)
· · ·

(
an 1

1 0

)
ω′
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が成り立つ．ここで(
k 1

1 0

)−1

=

(
0 1

−1 0

)(
k 1

1 0

)(
0 1

−1 0

)

を用いると

ω′ =

(
an 1

1 0

)−1

· · ·

(
a0 1

1 0

)−1

ω′

=

(
0 1

−1 0

)(
an 1

1 0

)
· · ·

(
a0 1

1 0

)(
0 1

−1 0

)
ω′

を得る．これより

− 1

ω′ =

(
an 1

1 0

)
· · ·

(
a0 1

1 0

)(
− 1

ω′

)
すなわち

− 1

ω′ = [an, . . . , a1, a0]

を得る．

回文性

回文とは「新聞紙」や「竹藪焼けた」や「イタリアでもホモでありたい」の
ように上から読んでも下から読んでも同じである文のことをいう．ここでは ω

の連分数展開の循環部分が回文的になる条件を考える．

定理 1.22. 無理数 ωに対して次は同値：

(1) ω = [a0, a1, . . . , an−1, an] (a0 = an, a1 = an−1, . . .)となる．すなわち ω

の連分数展開は初項から循環して，その循環部分は回文的．

(2) ωは２次の無理数で ω > 1かつ ω ω′ = −1が成り立つ．

(3) ωはAx2 −Bx− A = 0 (A,B ∈ N) の形の２次方程式の解となる．

26



証明. (1) ⇒ (2): 初項から循環することから ω = [a0, a1, . . . , an] > 1であり，
また定理より− 1

ω′ = [an, . . . , a1, a0]が成り立つ．従って回文性よりω = − 1
ω′ す

なわち ω ω′ = −1を得る．
(2) ⇒ (1): まず ω > 1と ω ω′ = −1より−1 < ω′ < 0である．従って定理

1.20より ωの連分数展開は初項から循環する．また ω = − 1
ω′ なので，定理よ

り回文的であることがわかる．
(2) ⇔ (3)は容易に確認できる．

幾つか例を挙げよう：

• ωが 3x2 − 2x− 3 = 0の解のとき ω = [1, 2, 1].

• ωが 7x2 − 5x− 7 = 0の解のとき ω = [1, 2, 2, 1]

• ωが 2x2 − 5x− 2 = 0の解のとき ω = [2, 1, 5, 1, 2]

定理 1.23. 平方数ではない自然数Dに対して
√
D = [a0, a1, a2, . . . , an, 2a0]

が成り立つ．さらに a1, a2, . . . , anの部分は回文的である．

証明.
√
D = [a0, a1, . . .]とする．このとき

√
Dの整数部分は a0である．いま

ω = a0+
√
Dとおくとω′ = a0−

√
Dよりω > 1かつ−1 < ω′ < 0が成り立つ．

従って ωの連分数展開は初項から循環し，ωの整数部分が 2a0であることより

ω = [2a0, a1, . . . , an]

と書ける．ω = [2a0, a1, a2, . . . , an, 2a0]と書き直すことで
√
D = [a0, a1, a2, . . . , an, 2a0]

を得る．
次に回文性について示そう．ω = [2a0, a1, . . . , an]なので定理 2.21より

− 1

ω′ = [an, . . . , a1, 2a0] =

[
an, . . . , a1, 2a0,−

1

ω′

]
= [an, . . . , a1, ω]
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を得る．ただし，２番目の等号には [2a0,− 1
ω′ ] = 2a0 − ω′ = ωを用いた．一方

で ω = [2a0, a1, . . . , an, ω]より

1

ω − 2a0
= [a1, . . . , an, ω]

が成り立つ．ここで ω + ω′ = 2a0より 1
ω−2a0

= − 1
ω′ であるので

− 1

ω′ = [a1, . . . , an, ω]

を得る．以上より [an, . . . , a1, ω] = [a1, . . . , an, ω]が成り立つ．このとき両辺の
整数部分を見比べて an = a1を得る．さらに両辺から an = a1を引いて逆数を
取り，それぞれの整数部分を見比べることで an−1 = a2を得る．以下同様にし
て a1, a2, . . . , anの部分は回文的であることがわかった．

幾つか例を挙げよう：
√
7 = [2, 1, 1, 1, 4]

√
31 = [5, 1, 1, 3, 5, 3, 1, 1, 10]

√
50 = [7, 14]

√
58 = [7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 14]

√
72 = [8, 2, 16]

√
94 = [9, 1, 2, 3, 1, 1, 5, 1, 8, 1, 5, 1, 1, 3, 2, 1, 18]

問題 1.24. ω = [n, 2n]となる数は何か？
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第2章 フォードの円

この章では有理数を上半平面における円（フォードの円）に対応させてその
関係をみる．フォードの円は L. R. Fordによって 20世紀初等に導入された．
フォードの円は連分数と大変相性がよく，これを用いることによって前章の連
分数の理論を図形的に理解することができるようになる．Fordはフォードの
円を用いてフルビッツの定理の幾何学的な別証明を得ている．この章の最後で
はFordによる解説文 [9]に従ってこの証明を紹介する．フォードの円は初等幾
何のみで扱えるにもかかわらず，残念ながら日本語による解説はほとんど見当
たらない．英語による解説は，Ford自身の解説 [9]以外ではBonahonによる双
曲幾何の教科書 [8]の 9章がよい．

2.1 フォードの円
以下，有理数は全て規約分数表示であるとする．
有理数 p

q
∈ Qに対して，中心が

(
p
q
, 1
2q2

)
で半径が 1

2q2
である円を p

q
に関する

フォードの円といいC(p
q
)と表す．

図 2.1: フォードの円C(p
q
)
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定理 2.1. 異なる２つの有理数 p
q
, r
s
に対して次が成り立つ：

(1) C(p
q
)とC( r

s
)は接するか離れている（交わることはない）．

(2) C(p
q
)とC( r

s
)が接する必要十分条件は ps− qr = ±1となることである．

(3) C(p
q
)と C( r

s
)が接する場合，C(p+r

q+s
)は C(p

q
), C( r

s
)の両方に接する（図

2.2参照）．

図 2.2: C(p+r
q+s

)はC(p
q
), C( r

s
)の両方に接する．

問題 2.2. この定理を証明せよ．

定義 2.3. (1) ２つの有理数 p
q
, r
s
が ps− qr = ±1を満たすとき，p

q
, r
s
は隣り

合うという．

(2) ２つの有理数 p
q
, r
s
に対して p+r

q+s
を p

q
⊕ r

s
と書いて p

q
, r
s
のファレイ和と

呼ぶ．

定理 2.1 (2)から p
q
, r
s
が隣り合う必要十分条件はC(p

q
)とC( r

s
)が接すること

である．また，このとき定理 2.2 (3)より p
q
⊕ r

s
は p

q
や r

s
とそれぞれ隣り合う

ことがわかる．すなわち C(p
q
⊕ r

s
) は C(p

q
), C( r

s
), x軸の３つに接する円のう

ち，C(p
q
), C( r

s
), x軸に囲まれる領域に含まれる唯一のものとして特徴付けら
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図 2.3: 区間 [0,1]に含まれる有理数に対応するフォードの円

れる．実はC(p
q
), C( r

s
), x軸の３つに接する円はもう１つ存在して，それは例

えば p
q
< r

s
かつ q < sのときにはC( r−p

s−q )と一致する．
以下では p

q
, r
s
が隣り合うときC(p

q
⊕ r

s
) のことをC(p

q
)⊕C( r

s
)と表すことも

ある．
定理 2.1の性質を用いれば，区間 [0, 1]に含まれる有理数に対応するフォー
ドの円を，C(0

1
)とC(1

1
)からスタートして次々と描いていくことができる（図

2.3）．

黄金比とフォードの円

黄金比 τ = 1+
√
5

2
= [1, 1, 1, . . .]に対して，その収束分数 αn = [

n+1︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1]の

既約分数表示を pn
qn
とするとき{

p0 = 1

q0 = 1

{
p1 = 2

q1 = 1

{
pn = pn−1 + pn−2

qn = qn−1 + qn−2

(n ≥ 2)

が成り立つのであった．この漸化式から

pn
qn

=
pn−1

qn−1

⊕ pn−2

qn−2

(n ≥ 2)
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すなわち
αn = αn−1 ⊕ αn−2

が成り立つことに注意する．以下ではC(αn)をCnと書くことにすると，α0と
α1が隣接する，すなわちC0 = C(α0)とC1 = C(α1)が接することから，

C2 = C(α2) = C(α0 ⊕ α1) = C(α0)⊕ C(α1) = C0 ⊕ C1

を得る．以下同様にCnとCn+1が接するので

Cn+2 = C(αn+2) = C(αn ⊕ αn+1) = C(αn)⊕ C(αn+1) = Cn+1 ⊕ Cn

が成り立つ．従ってC0, C1からスタートし，この隙間に収まるC2を描き，次
にC1とC2の隙間に収まるC3を描き，・・・という作業を続けることで {Cn}が
作図できるのである（図 2.4）．

図 2.4: Cn (n = 0, 1, 2, 3, 4, 5).

以下では便宜上，無限大∞も有理数の仲間に入れて考えると都合がよい．こ
こで∞の既約分数表示は 1

0
であると約束する．そして∞ = 1

0
のフォードの円

C(1
0
)を直線 y = 1と約束する．このとき C(1

0
)は任意の整数 k = k

1
のフォー

ドの円C(k
1
) と接しているので，1

0
と k

1
が隣り合っていることと整合性があり，

定理 2.1は「有理数」∞ = 1
0
についても成り立つ．このことからC(1

0
)をこの

ように定義することは自然であることがわかる．
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無理数とフォードの円

さて，無理数 ωの連分数展開を [a0, a1, . . . , an, . . .]とするとき，ωの収束分
数 αn = [a0, a1, . . . , an]の既約分数表示 pn

qn
は{

p−1 = 1

q−1 = 0

{
p0 = a0

q0 = 1

{
pn = anpn−1 + pn−2

qn = anqn−1 + qn−2

(n ≥ 1)

によって定まるのであった．従って

αn = αn−2 ⊕
an︷ ︸︸ ︷

αn−1 ⊕ · · ·αn−1

が成り立つ．ここでCn = C(αn)と書くことにするとαn−2, αn−1が隣り合うこ
とから

Cn = Cn−2 ⊕
an︷ ︸︸ ︷

Cn−1 ⊕ · · · ⊕ Cn−1

が成り立つ．ただし，右辺の意味するところは，まず Cn−2 ⊕ Cn−1を考えて，
次に (Cn−2 ⊕Cn−1)⊕Cn−1を考えて，・・・ということを an回繰り返すことを意
味する．この操作を繰り返していくとCnはどんどん小さくなっていき，その
極限は ωに収束する．以上のことから，整数 a0と自然数の列 {an}∞n=1が与え
られたとき，その連分数展開が [a0, a1, . . . , an, . . .]となるような実数 ωを数直
線上に作図する方法はわかった．
いま述べた作図法における ωとフォードの円 Cn = C(αn)の位置関係をよ
く観察すれば，逆に数直線上に ωが作図されているときに，フォードの円を
次々に作図していくことで，ωの連分数展開の係数 anや収束分数 αnを知る
ことができる．それには次のようにすればよい．まず ωの整数部分を a0とし，
α−1 = 1

0
, α0 = a0

1
とおく．そして C(α−1) = C(1

0
)と C(α0) = C(a0

1
) を作図す

る．次に

C−1 ⊕ C0, C−1 ⊕ C0 ⊕ C0, C−1 ⊕ C0 ⊕ C0 ⊕ C0, . . .

と作図していくと，これらフォードの円と x軸との接点

α−1 ⊕ α0, α−1 ⊕ α0 ⊕ α0, α−1 ⊕ α0 ⊕ α0 ⊕ α0, . . .

は減少していくが，この接点のうち ωを通り過ぎる直前のものを α1として採
用する．すなわち，整数 a1として

α−1 ⊕
a1+1︷ ︸︸ ︷

α0 ⊕ · · ·α0 < ω < α−1 ⊕
a1︷ ︸︸ ︷

α0 ⊕ · · ·α0
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を満たすものを取り，このとき

α1 = α−1 ⊕
a1︷ ︸︸ ︷

α0 ⊕ · · ·α0

と定めるのである（図 2.5）．

図 2.5: a1 = 3の場合

以下同様に an, αn を決めていく．繰り返しになるが念のため説明しよう．
いま C0 = C(α0), . . . , Cn = C(αn)までが作図できているとする．ここでは
αn−1 < αnの場合を説明しよう．このとき

Cn−1 ⊕ Cn, Cn−1 ⊕ Cn ⊕ Cn, Cn−1 ⊕ Cn ⊕ Cn ⊕ Cn, . . .

と作図していくと，これらフォードの円と x軸との接点

αn−1 ⊕ αn, αn−1 ⊕ αn ⊕ αn, αn−1 ⊕ αn ⊕ αn ⊕ αn, . . .

は単調に増加していくが，この接点のうち ωを通り過ぎる直前のものを αn+1

として採用する．すなわち，整数 an+1として

Cn−1 ⊕
an+1︷ ︸︸ ︷

Cn ⊕ · · ·Cn < ω < C−1 ⊕
an+1+1︷ ︸︸ ︷

C0 ⊕ · · ·C0
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を満たすものを取り，このとき

αn+1 = Cn−1 ⊕
an+1︷ ︸︸ ︷

Cn ⊕ · · ·Cn

と定めるのである（図 2.6）．

図 2.6: an+1 = 3の場合

このように定めたanやαnが求めるものであること，すなわちω = [a0, a1, . . . , an, . . .]

と αn = [a0, a1, . . . , an] が成り立つことを納得してほしい．このやり方は，縦
横比 1 : ωの長方形から正方形を順次取っていくことで anを求めたやり方に似
ていることに気づくであろう．
これまでの説明より次の事実は明らかであるが，以下でよく用いるので補題
として述べておく（図 2.7）:

補題 2.4. 無理数 ωの収束分数列を {αn}∞n=0とするとき，任意の n ≥ 0に対し
て ωは αn+1と αn ⊕ αn+1の間に存在する．

この補題を用いると，１章では計算することで得られた定理 1.12 (3) の主張

|ω − αn+1| < |ω − αn|
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図 2.7: ωは αn+1と αn ⊕ αn+1の間にいる

は図 2.7から明らかである．また定理 1.12 (1)の

αn+1 − αn =
(−1)n

qn+1qn

も図形的に理解できる．実際，三平方の定理を用いると

(αn+1 − αn)
2 =

(
1

2q2n+1

+
1

2q2n

)2

−
(

1

2q2n+1

− 1

2q2n

)2

より
|αn+1 − αn| =

1

qn+1qn

を得るので，あとは符号を考えればよい．
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2.2 よい近似分数
この節では無理数ωに近い有理数 p

q
に対して，その「近似のよさ」をフォー

ドの円を介して図形的に考える．特に ωの近似分数 αnが「ωのよい近似」と
なっていることを視覚的に理解する．

√
2と πの収束分数のフォードの円

√
2 = [1, 2]の近似分数 αn = [1,

n︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2] は αn+2 = αn ⊕ αn+1 ⊕ αn+1を満た

すので，α−1 =
1
0
, α0 =

1
1
より

α1 =
3

2
= 1.5

α2 =
7

5
= 1.4

α3 =
17

12
≈ 1.4167

α4 =
41

29
≈ 1.4138

α5 =
99

70
≈ 1.414286

α6 =
239

169
≈ 1.414201

となる．対応するフォードの円を図 2.8に表す．この図を見ると，α2 = 7
5
や

α3 = 17
12
のフォードの円は，

√
2に近いその他の有理数のフォードの円に比べ

て際だって大きいことが見て取れる．そういう意味で 7
5
や 17

12
は

√
2のたいへ

んスジのよい近似であるといえる．
では次に π = 3.141592653589 . . .を近似する分数を考える．

π = [3, 7, 15, 1, 292, 1, . . .]
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2

図 2.8:
√
2の近似分数のフォードの円（赤）

を既知とする．πの収束分数を {αn}とするとき α−1 =
1
0
と α0 =

3
1
より

α1 = α−1 ⊕
7︷ ︸︸ ︷

α0 ⊕ · · · ⊕ α0 =
22

7
≈ 3.1429

α2 = α0 ⊕
15︷ ︸︸ ︷

α1 ⊕ · · · ⊕ α1 =
333

106
≈ 3.1415094

α3 = α1 ⊕ α2 =
355

113
≈ 3.14159292

α4 = α2 ⊕
292︷ ︸︸ ︷

α3 ⊕ · · · ⊕ α3 =
103993

33102
≈ 3.14159265301

となる．４番目の近似分数 α4においてすでに小数点以下 9桁まで正しい値と
なっている．図 2.9と図 2.10には α1 =

12
7
, α2 =

333
106

, α3 =
355
113
のフォードの円

が描かれている． α1 =
22
7
とα3 =

355
113
のスジのよさが実感できるであろう．一

方で，同じ近似分数でも α2 =
333
106
は α3 =

355
113
に比べるとスジが悪い．
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図 2.9: C(3
1
)とC(22

7
)

図 2.10: C(22
7
)とC(333

106
), C(355

113
)

近さを測る指標

無理数 ωと有理数 p
q
の「近さ」を測る指標として，もっとも単純なのは∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣
であろう．しかし，これだと∣∣∣∣√2− 1414

1000

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣√2− 17

12

∣∣∣∣
のように

√
2に対して 17

12
よりも近い有理数はいくらでも存在して，17

12
の「よ

さ」が伝わりにくい．そこで以下では次の２つの指標

Dω

(
p

q

)
= q

∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ , Gω

(
p

q

)
= q2

∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣
を導入し，順にその性質をみていこう．
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近さを測る指標（その１）Dω

(
p

q

)
ここでは

Dω

(
p

q

)
= q

∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ = |qω − p|

の性質を調べる．簡単にいうと，Dω

(
p
q

)
が小さいということは「分母が小さ

い割にはωに近い」ことを表す．この量Dω

(
p
q

)
には幾何的な意味づけがある．

私はこのことを I. Shortの解説 [10]で学んだ．いま上半平面に含まれる円で x

軸と ωで接してC(p
q
)とも接するもの（これをCω(

p
q
)と表す）を考えるとその

円の半径が
1

2
|qω − p|2 = 1

2
Dω

(
p

q

)2

となる（図 2.11の赤円はCω(αn)を表す）．従ってCω(
p
q
)の半径が小さいほど

Dω(
p
q
)の値が小さくなる．

具体例で見るとD√
2(

17
12
) ≈ 0.0294である．一方でD√

2(
141
100

) ≈ 0.4213となる
ので，17

12
は 141

100
よりも（この意味で）よい近似であるといえる．また πに関し

てはDπ(
22
7
) ≈ 0.00885, Dπ(

333
106

) ≈ 0.00882, Dπ(
355
113

) ≈ 0.00003となる．特に
22
7
と 355

106
は同程度の近似のよさであるといえる．このことはCπ(

22
7
)やCπ(

355
106

)

が同程度の半径の円であることを意味するが，これは図 2.10においてどちら
の円もC(355

113
)にほとんど重なるであろう様子から納得できる．

さて，無理数 ωの近似分数 αn = pn
qn
に関して，定理 1.12 (2)より

1

(qn+1 + qn)qn
< |ω − αn| <

1

qn+1qn

が成立していた．これをDω(αn) = qn|ω − αn|を用いて書き直すと次のように
なる．

定理 2.5. 無理数 ωの収束分数列を {αn = pn
qn
}∞n=0とするとき，任意の n ≥ 0

に対して
1

qn+1 + qn
< Dω(αn) <

1

qn+1

が成り立つ．

この主張は図形的にに考えると直ちに得られる．実際，円 Cω(α)の半径が
1
2
Dω(αn)

2であったので，この半径が 1
2(qn+1+qn)2

より大きく 1
2q2n+1

より小さいこ
とを示せばよいが，これは補題 2.4と図 2.11より明らかである．
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図 2.11: αn, αn+1, αn ⊕ αn+1のフォードの円とCω(αn)（赤）

図 2.11から次の主張も読み取れる：

定理 2.6. 無理数 ωの収束分数列を {αn}∞n=0とするとき，任意の n ≥ 0に対
して

Dω(αn+1) < Dω(αn)

が成り立つ．

実際，Cω(αn)よりもCω(αn+1)が小さいことをいえばよいが，これは図 2.11

より明らかである．ここで補題 2.4より ωは αn+1と αn ⊕ αn+1間にいること
に注意しよう．
次の定理は無理数ωの近似分数はDωに関していい性質を持っていることを
示す．

定理 2.7. 無理数 ωの収束分数列を {pn
qn
}とする．このとき，有理数 s

t
̸= pn

qn
に

対して t < qn+1ならば
Dω

(s
t

)
> Dω

(
pn
qn

)
が成り立つ．

証明. t < qn+1より C( s
t
)のサイズは C(pn+1

qn+1
) よりも大きい．ここでフォード
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の円は互いに交わらないことと ωは pn
qn
と pn+1

qn+1
の間にいることから，s

t
は開区

間 (pn
qn
, pn+1

qn+1
)には含まれない．また s

t
̸= pn

qn
と t < qn+1より s

t
は閉区間 [pn

qn
, pn+1

qn+1
]

にも含まれない．このような s
t
に対してDω

(
s
t

)
> Dω

(
pn
qn

)
となることは（例

えば図 2.11を見ながら考えれば）明らかである．

定義 2.8. 有理数 p
q
が無理数 ωの最良近似 (best apploximation) であるとは，

有理数 s
t
̸= p

q
に対して t ≤ qならば

Dω

(s
t

)
> Dω

(
p

q

)
が成り立つときをいう．

すなわち分母が q以下の分数の中でDωの値が最小になるときに p
q
は最良近

似というのである．以上の準備もとに，収束分数のDωを用いた特徴付けが得
られる．

定理 2.9 (収束分数の特徴付け). 有理数 p
q
に対して次は同値：

(1) p
q
は ωの収束分数．

(2) p
q
は ωの最良近似．

証明. (1) ⇒ (2): これは定理 2.7より明らか．
(2) ⇒ (1): p

q
が最良近似分数であるとする．いま ωの収束分数列 {pn

qn
}を取

り，qn ≤ q < qn+1を満たす nを固定する．このとき p
q
= pn

qn
を示したい．そこ

で p
q
̸= pn

qn
として矛盾を導こう．まず定理 2.7を用いると，p

q
̸= pn

qn
と q < qn+1

よりDω(
p
q
) > Dω(

pn
qn
) · · · (∗) が成り立つ．一方で p

q
が最良近似分数であるこ

とから，pn
qn

̸= p
q
と qn ≤ qよりDω(

pn
qn
) > Dω(

p
q
)が成り立つが，これは (∗)に矛

盾する．以上より p
q
= pn

qn
, すなわち p

q
が収束分数であることがいえる．

近さを測る指標（その２）Gω

(
p

q

)
次に無理数 ωと有理数 p

q
に対して

Gω

(
p

q

)
= q2

∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣
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という量を考えよう．これは

Gω

(
p

q

)
=

|ω − p
q
|

C(p
q
) の直径

と書き直してみると，図形的な意味がみえてくる．いま，ωを通り x軸に垂直
な半直線

Lω = {(x, y) ∈ R2 : x = ω, y ≥ 0}

を考えると，Lωと C(p
q
)が 2点で交わる必要十分条件はGω(

p
q
) < 1

2
となるこ

とである（図 2.12）．

図 2.12: 左からGω(
p
q
) < 1

2
, Gω(

p
q
) = 1

2
, Gω(

p
q
) > 1

2
の場合．

定理 2.10. 無理数ω = [a0, a1, . . . , an, . . .]の収束分数をαn = [a0, a1, . . . , an]と
するとき，任意の n ≥ 0に対して

1

an+1 + 2
< Gω(αn) <

1

an+1

が成り立つ．

証明. αn = pn
qn
とおく．定理 2.5から

1

qn+1 + qn
< Dω(αn) <

1

qn+1

であったので
qn

qn+1 + qn
< Gω(αn) <

qn
qn+1
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が成り立つ．ここで

qn+1 = an+1qn + qn−1 > an+1qn

と
qn+1 + qn = (an+1 + 1)qn + qn−1 < (an+1 + 2)qn

より主張を得る．

この定理から an+1 がとても大きいとき αn = [a0, . . . , an]は ω の大変よい
近似になっていることがわかる．例えば π = [3, 7, 15, 1, 292, 1, . . .]に対する
α1 = [3, 7], α3 = [3, 7, 15, 1]などである．実際Gπ(α1) ≈ 0.062, Gπ(α3) ≈ 0.0034

となる．一方で α2 = [3, 7, 15]は a3 = 1なのであまりよい近似ではない．実際
Gπ(α3) ≈ 0.935と 1に近い値になっている．
次の定理は，無理数 ωの収束分数は Gω の値がそこそこ小さいことを保証
する．

定理 2.11. 無理数 ωの収束分数列を {αn}とするとき，任意の n ≥ 0に対して

(1) Gω(αn) < 1が成り立つ．

(2) Gω(αn) <
1
2
またはGω(αn+1) <

1
2
が成り立つ．

証明. ωは αnと αn+1の間にあるので，どちらも明らかである．

ここで，この定理 (1)の 1というのは最良の数である．実際 ωやその収束分
数 p

q
をうまく選ぶとGω(

p
q
)の値はいくらでも 1に近いようにすることができ

る．このことは図 2.10を眺めながら，πの収束分数α2 = [3, 7, 15]のGπ(α2)が
1に近い値になることを観察すれば納得できるであろう．

定理 2.12 (ラグランジュ). ωは無理数とする．有理数 p
q
に対してGω(

p
q
) < 1

2

ならば p
q
は ωの収束分数である．

証明. ωの収束分数列を {αn = pn
qn
}とする．ここで {qn}は単調増大列である

から，qn ≤ q < qn+1を満たすある n ∈ Nが存在する．このとき p
q
= pn

qn
となる

ことを示そう．いま p
q
̸= pn

qn
と仮定する．ここで αn < αn+1と仮定して一般性

を失わない．このとき αn < ω < αn+1である．q < qn+1から C(p
q
)の半径 1

2q2
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はC(αn+1)の半径 1
2q2n+1

より大きいので，フォードの円が互いに交わらないこ
とを考えると，p

q
は線分 [αn, αn+1]の外にいなければならない．Gω(

p
q
) < 1

2
を

満たす可能性がある唯一の場合はC(p
q
)がC(αn)とC(αn+1)の両方に接する場

合（すなわち αn ⊕ p
q
= αn+1となる場合）であるが（図 2.13），この場合でも∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣αn+1 −
p

q

∣∣∣∣ ≥ 1

2q2

がわかる．（２番目の不等号は直感的には明らかで，具体的に計算で示すこと
もできる．等号が成り立つのは qn = qの場合である．）従ってC(p

q
)とLωが交

わらないこと，すなわちGω(
p
q
) > 1

2
がわかる．

図 2.13:

問題 2.13 (ペル方程式). 自然数Dは平方数でないとする．方程式x2−Dy2 = 1

が自然数解 (X, Y )を持つとき X
Y
は無理数

√
Dの収束分数であることを示せ．
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2.3 フルビッツの定理
定理 2.11より，任意の無理数 ωに対してその収束分数列を {αn}∞n=0とすれ
ば各 nに対してGω(αn) <

1
2
かGω(αn+1) <

1
2
が成立するのであった．このこ

とから「任意の無理数 ωに対してGω(
p
q
) < 1

2
を満たす有理数 p

q
は無限個存在

する」ということがわかる．では，与えられた実数A > 0に対して，次の命題
(♯)が成り立つかどうかを考えてみよう：

(♯) 任意の無理数 ωに対して Gω(
p
q
) < Aを満たす有理数 p

q
が無限個存在

する．

もちろんAが大きいほどこの命題 (♯)は成立しやすくなる．A = 1
2
ならば (♯)

は成立したので任意のA ≥ 1
2
に対してはやはり成立する．従って (♯)が成立す

るようなAがどこまで小さく取れるかが問題となる．答えをいえばA ≥ 1√
5
な

らば (♯)は成立し，A < 1√
5
ならば (♯)は成立しないのである．証明が難しいの

は「A ≥ 1√
5
ならば (♯)は成立する」という部分で，これはフルビッツの定理

と呼ばれている．

定理 2.14 (フルビッツ). 任意の無理数 ωに対して

Gω

(
p

q

)
<

1√
5

を満たす有理数 p
q
は無限個存在する．

Fordは解説論文 [9]において，この定理のフォードの円を用いた幾何的な別
証明を与えている．この節の目標はこの証明を解説することである．
その前に「A ≤ 1√

5
ならば (♯)は成立しない」ことを見ておこう．実際，ω = τ

のときに (♯)が成り立たなくなるのである．すなわち次の定理が成り立つ．

定理 2.15. A < 1√
5
と黄金比 τ に対して

Gτ

(
p

q

)
< A

を満たす有理数 p
q
は高々有限個である．
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この定理は次の補題から直ちに従う．

補題 2.16. 黄金比 τ の収束分数列を {pn
qn
}∞n=0とするとき

lim
n→∞

Gτ

(
pn
qn

)
=

1√
5

が成り立つ（図 2.14参照）．

図 2.14: Cn = C(pn
qn
) (n = 3, . . . , 9)と Lτ（赤）

補題 2.16の証明. τ = [1, 1, 1, . . .] = [

n︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, τ ]に補題 1.9を適用すると

τ =
pnτ + pn−1

qnτ + qn−1

が成り立つ．このとき

Gτ

(
pn
qn

)
= q2n

∣∣∣∣τ − pn
qn

∣∣∣∣ = q2n

∣∣∣∣pnτ + pn−1

qnτ + qn−1

− pn
qn

∣∣∣∣ = 1∣∣∣τ + qn−1

qn

∣∣∣
となる．ここで qn = pn−1より

τ +
qn−1

qn
= τ +

qn−1

pn−1

−→
n→∞

τ +
1

τ
=

√
5

となるので主張を得る．
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定理 2.15の証明. いま p
q
がGτ

(
p
q

)
< A < 1√

5
を満たすとする．このとき，特

にGτ

(
p
q

)
< 1

2
なので定理 2.12 より p

q
は τ の収束分数であることがわかる．こ

こで補題 2.16からGτ

(
p
q

)
< Aを満たす収束分数 p

q
= pn

qn
はたかだか有限個な

ので主張を得る．

フルビッツの定理（定理 2.14）の証明に戻ろう．命題 (♯)が A = 1
2
で成り

立つことの証明は，連続する 2つの収束分数 αn, αn+1 について考えること
で得られた．A = 1√

5
の場合のフルビッツの定理は連続する 3つの収束分数

αn, αn+1, αn+2について考えることで得られる．まず定理の証明に必要な補題
を３つ準備する．

補題 2.17. 半径 r1 ≥ r2 > 0の円K1, K2が図 2.15のような配置にあるとす
る．特にK1, K2の中心を結ぶ線分と x軸とのなす角を θ > 0とする．ここで
λ =

√
r1
r2
とおくとき次が成り立つ：

(1) sin θ = λ2−1
λ2+1

, cos θ = 2λ
λ2+1

, tan θ = λ2−1
2λ

.

(2) tan θ ⪋ 1
2

⇐⇒ λ ⪋ τ（複合同順）

図 2.15: 補題 2.17と補題 2.18の設定

問題 2.18. この補題を証明せよ．
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補題 2.19. 半径 r1 ≥ r2 > r3 > 0の円K1, K2, K3が図 2.15のような配置にあ
るとする．

(1) 1√
r1
+ 1√

r2
= 1√

r3
が成り立つ．

(2) λ =
√

r1
r2
, µ =

√
r2
r3
と置くとき µ = 1 + 1

λ
が成り立つ．

(3) λ ⪋ τ ⇐⇒ µ ⪌ τ が成り立つ．

問題 2.20. この補題を証明せよ．

補題 2.21. 隣接する有理数 p
q
, r
s
に対して，フォードの円 C(p

q
),C( r

s
)の中心を

結ぶ線分と x軸のなす角を θ > 0とする．このとき p
q
, r
s
の間に存在する無理数

ωに対して
Gω

(
p

q

)
<

cos θ

2
または Gω

(r
s

)
<

cos θ

2

のどちらか一方が成り立つ．

証明. p
q
< r

s
として一般性を失わない．C(p

q
)とC( r

s
)の接点から x軸に下ろし

た垂線の足をM とする．このとき |M − p
q
| = cos θ

2q2
と |M − r

s
| = cos θ

2s2
が成り立

つ．さて，M は有理数であることが容易に確認できるので，p
q
< ω < M また

はM < ω < r
s
が成り立つ．p

q
< ω < M のとき

Gω

(
p

q

)
= q2

∣∣∣∣ω − p

q

∣∣∣∣ < q2
∣∣∣∣M − p

q

∣∣∣∣ = cos θ

2

を得る．同様にM < ω < r
s
のときGω(

r
s
) < cos θ

2
を得る．

以上の準備の元に次の定理が証明できてフォードの定理の証明も終わる．

定理 2.22. 無理数 ωの収束分数列を {αn = pn
qn
}∞n=0とする．このとき任意の

n ≥ 0に対して

Gω (αn) <
1√
5
, Gω (αn+1) <

1√
5
, Gω (αn+2) <

1√
5

のうちどれか１つは成り立つ．
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証明. まずαnとαn+1に補題 2.21を適用しよう．このとき，C(αn)とC(αn+1)

の中心を結ぶ線分と x軸とのなす角を θ > 0とすれば，Gω(αn) <
cos θ
2
または

Gω(αn+1) <
cos θ
2
が成り立つ．従って tan θ > 1

2
すなわち cos θ < 2√

5
のときは

証明が終わる．以下では tan θ ≤ 1
2
の場合を考える．

ここで補題 2.17 (2)より tan θ = 1
2
となる必要十分条件はC(αn)とC(αn+1)

の半径比の平方根が τ となることであるが，いま C(αn)と C(αn+1)の半径比
の平方根は有理数 qn+1

qn
であることから，tan θ ̸= 1

2
である．従って tan θ < 1

2
の

場合を考えればよい．
ここでC(αn+1)とC(αn⊕αn+1)の中心を結ぶ線分とx軸とのなす角をφ > 0

とすると，補題 2.17 (2)と補題 2.19 (3)を組み合わせることで tanφ > 1
2
を得

る．次にC(αn+1)とC(αn+2)の中心を結ぶ線分と x軸とのなす角 ψ > 0 を考
えると，ψ > φより tanψ > 1

2
がいえて，これは cosψ < 2√

5
と同値である．こ

こで αn+1と αn+2に補題 2.20を適用することでGω(αn+1) <
cosψ
2

< 1√
5
または

Gω(αn+2) <
cosψ
2

< 1√
5
を得る．以上より証明が終わる．
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第3章 双曲幾何

ここでは円に関する反転を用いて双曲幾何を導入する．その後，フォードの
円が双曲幾何の観点からみると自然な対象であることを説明する．
この章の参考書として，円に関する反転と双曲幾何の関係については [7]が，
ユークリッド幾何から双曲幾何への歴史的・数学的背景については [6]が優れ
ている．その他に [4], [5]も参考になる．

3.1 円に関するの反転
平面を R2 = {(x, y) : x, y ∈ R}と表す．平面上の直線 Lに関する反転写像

（鏡映写像）を
ϕL : R2 → R2

と表す．すなわち平面の任意の点P に対してP ′ = ϕL(P )とすると，直線Lは
線分 PP ′の垂直２等分線になっている．このとき ϕL ◦ ϕLは恒等写像であり，
P が L上にあれば ϕL(P ) = P が成り立つことに注意する．
次に，平面上の円C（中心O, 半径 r）が与えられたとき，円Cに関する反
転写像

ϕC : R2 − {O} → R2 − {O}

を同様に定義しよう．すなわち，平面上の点P (̸= O)に対してP ′ = ϕC(P )を
次の性質 (1), (2)を満たすように取る（図 3.1参照）：

(1) P ′は，Oを始点として P を通る半直線上にある．

(2) |OP | : r = r : |OP ′|を満たす．

直線の場合と同様にϕC◦ϕCは恒等写像であり，PがC上にあるときはϕC(P ) =

P が成り立つ．以下では ϕC(O) = ∞, ϕC(∞) = Oと約束する．また，特に断
らない限り点 P, Q, . . .の像 ϕC(P ), ϕC(Q), . . . を P ′, Q′, . . .と表す．
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問題 3.1. (1) C が単位円 x2 + y2 = 1のとき (u, v) ∈ R2, (u, v) ̸= (0, 0)

ϕC(u, v) =
(

u
u2+v2

, v
u2+v2

)
となることを示せ．

(2) (1)と同じ事を複素数を用いて考えよ．すなわちCが単位円 |z| = 1のと
きw ∈ C, w ̸= 0に対して ϕC(w) =

1

w̄
となることを示せ．

定理 3.2. 円Cの中心をOとする．P, Q ∈ R2−{O}に対してP ′ = ϕC(P ), Q
′ =

ϕC(Q)とするとき，△OPQと△OQ′P ′は相似であり，その相似比は |P ′Q′|
|PQ| =

r2

|OP ||OQ| となる．

証明. |OP | |OP ′| = r2と |OQ| |OQ′| = r2より

|OP ′| : |OQ′| = r2

|OP |
:
r2

|OQ|
= |OQ| : |OP |

が成り立つので△OPQと△OQ′P ′は相似である．さらに相似比は

|P ′Q′|
|PQ|

=
|OQ′|
|OP |

=
r2

|OP ||OQ|

となる．

図 3.1: △OPQと△OQ′P ′は相似

次に平面上の直線や円が，円Cの反転 ϕC によって写される像を考えよう．
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定理 3.3 (直線の像). (1) 直線Lが円Cの中心Oを通るとき，ϕC(L) = Lが
成り立つ．

(2) 直線 Lが円Cの中心Oを通らないとき，ϕC(L)はOを通る円となる．

証明. (1)は明らかである．(2) 点Oから直線 Lへ下ろした垂線の足を P とお
く．直線 L上の任意の点Q(̸= P )に対して△OPQと△OQ′P ′ が相似なので
角OQ′P ′は直角となる．従って ϕC(L)はOP ′を直径とする円である（図 3.2

参照）．

図 3.2: 直線 Lの像 ϕC(L)は円

定理 3.4 (円の像). (1) 円Kが円 Cの中心Oを通るとき，ϕC(K)は直線と
なる．

(2) 円Kが円Cの中心Oを通らないとき，ϕC(K)は円となる．

証明. (1) 定理 3.3 (2)の証明を逆にたどればよい．(2)は演習問題とする．

問題 3.5. 定理 3.4 (2)を図 3.3を参考に示してみよ．
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図 3.3: 円Kの像 ϕC(K)は円

以上より ϕCは「円または直線」を「円または直線」に写すことがわかった．
ここで，直線も（∞を通る）特殊な円だと思うことにすれば，ϕCは円を円に
写すということができる．

定理 3.6. 円Cと円Kが直交するならば ϕC(K) = Kが成り立つ．

証明. 図 3.4のように点 P,Q,R, Sを取る．直線OP が円Kの接線となるので
∠OPS = ∠ORP となる．従って△ORP と△OPSは相似となり S = ϕC(R)

がわかる．いま ϕC(K)はP,Q,R ∈ Kの ϕCによる像を通る円として特徴付け
られるので，ϕC(P ) = P , ϕC(Q) = Qと ϕC(R) = Sより ϕC(K) = K がわか
る．

注. 定理 3.4 (2)では円Cの反転写像 ϕCによって，円Kはある円K ′に写され
ることを示したが，必ずしもKの中心がK ′の中心に写されるわけではない．
実際，例えば定理 3.5の状況において ϕC(K) = Kであるが，Kの中心は円C

の外側にあり ϕC によってCの内側に写されるている．

ここで一つ応用例を挙げよう．
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図 3.4: 定理 3.6の説明

定理 3.7 (トレミーの定理). 同一円周K上にある 4点 P,Q,R, Sに対して

|PQ||RS|+ |PS||QR| = |PR||QS|

が成り立つ（図 3.5）．

証明. 4点P,Q,R, Sが乗っている円をKとする．いま点P 中心の円Cを１つ
取り，この円Cで反転することでKは直線K ′に写される．ここで△PQRと
△PR′Q′は相似で相似比は |Q′R′|

|QR| = r2

|PQ||PR| となる．同様に
|R′S′|
|RS| = r2

|PR||PS| と
|Q′S′|
|QS| = r2

|PQ||PS| を得る．これらを |Q′R′|+ |R′S ′| = |Q′S ′|に代入すると

r2

|PQ||PR|
+

r2

|PR||PS|
=

r2

|PQ||PS|

となり，これを整理して |PQ||RS|+ |PS||QR| = |PR||QS|を得る．
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図 3.5: トレミーの定理

3.2 双曲平面
ユークリッド幾何

まずユークリッド幾何の復習から始める．ユークリッド幾何とは次の５つの
公理を認めてそこから展開される幾何学である．（[6]に詳しい解説があるので
参考にして欲しい．）

(1) 異なる 2点A,Bを結ぶ線分がただ一つ存在する．

(2) 線分は両端からいくらでも伸ばせる．

(3) 異なる2点A,Bに対してAを中心としてBを通る円がただ一つ存在する．

(4) 直角は全て等しい.

(5) 直線 Lと L上にはない点Aに対してAを通り Lと交わらない直線がた
だ一つ存在する．

この公理 (5)を天下り的に認めるのではなく，他の公理 (1)–(4)から導こう
とする試みが歴史上数多くなされてきた．それらがすべてが失敗に終わった経
験から，１７世紀初頭にはガウス，ボヤーイ，ロバチェフスキーがそれぞれ独
立に，公理 (5)を仮定しなくても成り立つ幾何学の存在を認識するようになっ
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た．それが非ユークリッド幾何，すなわち双曲幾何である．実際，この双曲幾
何は「“直線”LとL上にはない点Aに対してAを通りLと交わらない “直線”

が無数に存在する」ような幾何学である．
この双曲幾何を円に関する反転を用いて導入したいのであるが，そのため
に，まず平面R2 = {(x, y) : x, y ∈ R}におけるユークリッド幾何の合同変換が
平面の直線に関する反転を用いて記述できることを確認しておこう．以下で合
同変換とは向きを保つ等長変換のことを意味する．等長変換とは勝手な 2点の
距離を不変にするような平面から平面への写像のことである．例えば直線に関
する反転は等長変換であるが向きを反転させるので合同変換とは呼ばないこと
にする．ちなみに平面において「向き」を気にするときは魚の絵を描くとよい．
さて，平面の合同変換は回転および平行移動で表される．すなわち平面R2を
複素平面Cと同一視するとき，Cの合同変換 f : C → Cは

f(z) = αz + β (α, β ∈ C, |α| = 1)

の形で表すことができる．従って，平面R2の合同変換全体の集合を Isom+(R2)

と表すことにすると

Isom+(R2) = {f(z) = αz + β : α, β ∈ C, |α| = 1}

が成り立つ．
ここで，平面の合同変換を直線に関する反転を用いて表すことを考えよう．
L,L′を直線とし，これらに関する反転の合成 ϕL ◦ ϕL′を考えると，L,L′が
平行ならばは平行移動となり，LとL′が平行でない場合はL,L′の交点を中心
とする回転となる（図 3.6）．従って，2直線 L,L′に関して ϕL ◦ ϕL′ は平面の
合同変換となる．逆に任意の合同変換はある 2直線 L,L′を用いて ϕL ◦ ϕL′ と
表すことができる：

補題 3.8. 次が成り立つ：

Isom+(R2) = {ϕL ◦ ϕL′ : L, L′はR2の直線 }

証明. Isom+(R2)の元 f が f(z) = αz + βと表されるとする．ここで α = 1の
ときは f(z) = z + βは平行移動であるから，ϕL ◦ ϕL′ がこの平行移動となる
ような L,L′を見つけることは容易である．一方で α ̸= 1のときは f は固定点
z = β

1−α と持ち，この点中心の回転を表す．この場合も ϕL ◦ ϕL′がこの回転と
なるような L,L′を見つけることができる．

57



図 3.6: 直線に関する反転の合成．平行移動（左）と回転（右）

双曲幾何（上半平面モデル）

上半平面を
H = {(x, y) : x, y ∈ R, y > 0}

と表す．以下ではこのHにおいて公理 (5)を仮定しない幾何学を展開したい．
そこで，ユークリッド幾何においては合同変換が直線に関する反転で表せたこ
とを参考にして，その逆に，まずHの「直線」を定めて，その「直線」に関
する反転で写り合うものがHにおいて「合同」であるとみなすような幾何を
考えよう．そこで天下り的であるが次の２つの約束をする．

約束 1 Hにおける「直線」とは x軸に直交する半円もしくは x軸に直交する
半直線のことと約束する．
約束 2 Hにおける「合同変換」全体の集合を次のように約束する：

Isom+(H) = {ϕL ◦ ϕL′ : L, L′はHの「直線」}

このときHの平行線は沢山あるし，三角形の内角の和は 180◦未満となるこ
とがわかる．（ただしHにおける角度は平面における角度と同じものとする．）
ではHの「合同変換」とは具体的にはどのようなものであろうか？図 3.7に
はHの「直線」L, L′が交わらない場合と交わる場合の ϕL ◦ ϕL′の様子が図示
してある．
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図 3.7: Hにおける「直線」L,L′に関する反転の合成. L,L′が交わらない場合
(左)と交わる場合 (右)

Hの「合同変換」を数式を用いてもう少し正確に説明しよう．そのために上
半平面Hを複素平面Cの部分集合とみなす：

H = {z = x+ iy ∈ C : y > 0}.

以下では複素数 z = x+ iyの実部 xをRe(z), 虚部 yを Im(z)と表す．さて，H

の「直線」Lは x軸に直交する直線の場合は実数 aを用いてRe(z) = aと表せ
て，「直線」Lが中心 a ∈ R, 半径 r > 0の半円のときは |z − a| = rと表せるこ
とに注意する．このとき次は容易に確認できる．

補題 3.9. (1) Re(z) = aと表されるHの「直線」Lに対して

ϕL(z) = −z + 2a

が成り立つ．

(2) |z − a| = rと表されるHの「直線」Lに対して

ϕL(z) =
r2

z − a
+ a

が成り立つ．

問題 3.10. この補題を示せ．

この補題を用いて，２つの「直線」に関する反転の合成としての「合同変換」
の例を幾つか計算しよう．
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例 1 L,L′が共に x軸に垂直な直線の場合．L : Re(z) = aとL′ : Re(z) = 0に
対して ϕL(z) = −z + 2a, ϕL′(z) = −zなので

ϕL ◦ ϕL′(z) = z + 2a

という水平方向に 2aの平行移動となる．
例 2 L,L′が共に原点中心の半円の場合．L : |z| = rと L′ : |z| = 1に対して
ϕL(z) =

r2

z
, ϕL′(z) = 1

z
なので

ϕL ◦ ϕL′(z) = r2z

という原点中心拡大率 r2の拡大となる．
例 3 Lが虚軸で，L′が原点中心の半円の場合．L : Re(z) = 0と L′ : |z| = 1

に対して ϕL(z) = −z, ϕL′(z) = 1
z
なので

ϕL ◦ ϕL′(z) = −1

z

となる．これは z = iを固定して，i中心の角度 πの「回転」である．
さて，補題 3.9を用いると任意の Isom+(H)の元 ϕL ◦ ϕL′は

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc > 0

の形に書けることが容易にわかる．実際に上の３つの例は全てこのように書け
ている．さらに分母分子に同じ正の実数をかけることで ad− bc = 1が成り立
つと仮定してもよい．実際，λ > 0に対して

f(z) =
az + b

cz + d
=
λaz + λb

λcz + λd

であり，(λa)(λd)− (λb)(λc) = λ2(ad− bc) なので λ = 1/
√
ad− bcとすればよ

い．実はここまで述べたことの逆も成り立つのである．すなわち，任意の

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1

は，Hのある「直線」L,L′を用いて ϕL ◦ ϕL′ の形に書くことができるのであ
る．このことは 2行 2列行列の標準形の理論を用いると説明ができるのである
が，ここでは証明せずに認めることとする．以上のことをまとめると次のよう
になる：
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定理 3.11. Hの「合同変換」全体の集合 Isom+(H)は

Isom+(H) =

{
f(z) =

az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}
と表すことができる．

この事実はユークリッド空間の合同変換全体の集合が

Isom+(R2) = {f(z) = αz + β : α, β ∈ C, |α| = 1}

と表せることが対応している．ここで Isom+(H)を表す実数 a, b, c, dの組と，
Isom+(R2)を表す複素数α, βの組は，どちらも実質的に実 3次元分の自由度が
あることに注意しよう．
さて，Hの「合同変換」f(z) = az+b

cz+d
はH ⊂ Cから自分自身への写像である

が，もちろん任意の z ∈ Cに対して値 az+b
cz+d
が定まる．さらに z = ∞のときも，

円に関する反転での∞の像の約束を適用すれば値 f(∞)が定まる．このとき，
z ∈ R ∪ {∞}に関して f(z) ∈ R ∪ {∞}となることは明らかであろう．ここで
1.3節の記号を用いれば

f(z) =
az + b

cz + d
=

(
a b

c d

)
z

と書けることに注意する．
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3.3 双曲平面とフォードの円
ここでHの「合同変換」全体 Isom+(H)の中で，f(z) = az+b

cz+d
で係数 a, b, c, d

が整数となるものの集合G ⊂ Isom+(H)を考えよう．すなわち

G =

{
f(z) =

az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
とおく．次の定理 3.12はこのGに含まれる「合同変換」はフォードの円たちを
フォードの円たちに写すことを主張する．この節の前半の目標はこの定理を証
明することである．その前に，f ∈ Gは有理数を有理数に写すことに注意しよ
う．より正確には f ∈ Gが f(z) = az+b

cz+d
と表されるとき，任意の p

q
∈ Q∪ {∞}

に対して

f

(
p

q

)
=
a p
q
+ b

c p
q
+ d

=
ap+ bq

cp+ dq
∈ Q ∪ {∞}

が成り立つ．

定理 3.12. f ∈ Gとする．f は各フォードの円をフォードの円に写す．より正
確には，任意の p

q
∈ Q ∪ {∞}に対して f(p

q
) = r

s
∈ Q ∪ {∞}と書くとき

f

(
C

(
p

q

))
= C

(r
s

)
が成り立つ．

この定理の証明のために，その特殊な場合である p
q
= 1

0
の場合だけを先に示

しておこう：

補題 3.13. f ∈ Gが f(z) = az+b
cz+d

と表されるとき，f(C(1
0
)) = C(a

c
)が成り

立つ．

証明. f(z) = az+b
cz+d

= a
c
+ −1

c2z+cd
と変形できる．これを

z
f17−→ c2z

f27−→ c2z + d
f37−→ −1

c2z + d

f47−→ −1

c2z + d
+
a

c

と見ることで f(z) = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1(z)と表すことができる．ここで

f1(z) = c2z, f2(z) = z + d, f3(z) = −1

z
, f4(z) = z +

a

c
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である．
ではC(1

0
)のf = f4◦f3◦f2◦f1による像を考えよう．C(10)は直線y = 1であり，

この直線は f1(z) = c2zによって直線 y = c2に写る．この直線は f2(z) = z + d

では同じ直線に写される．次に f3(z) = −1
z
によって，直線 y = c2は中心が

(0, 1
c2
)で半径が 1

c2
の円に写る．この円は，最後に f4(z) = z + a

c
によって円

C(a
c
)に写る．以上より f(C(1

0
)) = C(a

c
)が示された．

次に補題 3.13を用いて定理 3.12を証明しよう．

定理 3.12の証明. f(z) = az+b
cz+d

, f(1
0
) = r

s
とする．いま整数 l,mで pm− lq = 1

を満たすものをとる．（このような l,mの組はたくさん存在する．実際，有理
数 l

m
< p

q
でC( l

m
)とC(p

q
)が接するものを考えればよい．）このとき

g(z) =
pz + l

qz +m

を考えるとこれもGの元である．従って補題 3.12を適用すると g(1
0
) = p

q
より

g(C(1
0
)) = C(p

q
) · · · (∗) が成り立つ．

一方で f ◦ gもGの元であるので（下の問題参照），これにも補題 3.13を適
用すると，f ◦ g(1

0
) = f(p

q
) = r

s
より f ◦ g(C(1

0
)) = C( r

s
)が成り立つ．従って

C
(r
s

)
= f ◦ g

(
C

(
1

0

))
= f

(
g

(
C

(
1

0

)))
= f

(
C

(
p

q

))
となることがわかる．ただし最後の等号で (∗)を用いた．

問題 3.14. f, g ∈ Gに対して f ◦ g ∈ Gを示せ．

系 3.15. 任意の 2つのフォードの円は双曲平面の中で「合同」である．すな
わち任意の p

q
, r
s
∈ Q ∪ {∞}に対して C(p

q
)を C( r

s
)に写すような「合同変換」

f ∈ Gが存在する．

証明. 定理 3.12の証明と同じ議論より，ある g, h ∈ Gで g(1
0
) = p

q
と h(1

0
) = r

s

を満たすものが取れる．ここで gの逆写像 g−1もGの元であることがわかり，
上の問題より h ◦ g−1 ∈ Gもわかる．ここで f = h ◦ g−1とおけば，f(p

q
) = r

s

なので f
(
C
(
p
q

))
= C

(
r
s

)
がいえる．
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この系から，任意の 2つのフォードの円は双曲幾何においては対等な立場に
あることがわかる．より専門的な双曲幾何の言葉で述べると，双曲曲面H/G

のカスプにおける最大のホロサークル近傍のHへの持ち上げがフォードの円
たちの集合になっている．

黄金比と合同変換

ここでは黄金比の収束分数列に対応するフォードの円たちが，Hのある「合
同変換」によってスライドしていく様子を説明しよう．
黄金比 τ = [1, 1, . . .] = 1 + 1

τ
であった．このことから

f(z) = 1 +
1

z
=
z + 1

z

という写像を考えてみるのは自然だが，残念ながら f はGの元ではないこと
がわかる．しかし，さらに

f(z) = 1 +
1

1 +
1

z

=
2z + 1

z + 1

を考えてみると今度はGの元であることがわかる．
この写像 f(z) = 2z+1

z+1
と τ の収束分数列に対応するフォードの円の関係をみ

てみよう．以下の議論は図 3.8を参照して欲しい．まず，作り方から f(τ) = τ

であることがわかる．ほかにも f(z) = zを満たす複素数 zがあるか探してみよ
う．f(z) = 2z+1

z+1
= zすなわち z2−z−1 = 0の解は z = 1±

√
5

2
なので，τ = 1+

√
5

2

以外に τ の共役解 1−
√
5

2
も写像 f の固定点であることがわかった．さらに，２

点 1±
√
5

2
を端点に持つHの「直線」を Lとすると，f(L) = Lであることがわ

かる．

次に f によって τ の収束分数列 αn = [

n+1︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1] = pn

qn
がどのように写さ

れるかを考える．f(z)の形より f(αn) = αn+2 が n ≥ −1で成り立つことが
わかる．従って定理 3.12より f(C(αn)) = C(αn+2)もいえる．さらに，直線
LはC0, C1の接点とC1, C2の接点を通ることが確かめられる．従ってL上に
Ci, Ci+1 (i = 0, 1, 2, . . .)の接点が乗っていて，f によって Ci, Ci+1 の接点が
Ci+2, Ci+3の接点に写されることがわかる．これらの状況をデフォルメして表
現したのが図 3.9である．この図において f の作用は平行移動となっている．
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図 3.8: 区間 [−1, 2]に含まれる有理数のフォードの円と半円 L

図 3.9: 図 3.8をデフォルメしたもの
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