
平成 24年度 幾何学要論 I — 曲線と曲面の幾何 —

1. R3内の曲線

1.1. 曲線の定義.

例. (曲線の表示法) 円
(i) C : x2 + y2 − 1 = 0 陰関数表示
(ii) C : y = ±

√
1− x2 (−1 ≤ x ≤ 1) グラフ表示

(iii) C : x = cos t, y = sin t (0 ≤ t ≤ 2π) パラメータ表示

定義 1.1. 写像 γ : [a, b] → Rn; t 7→ γ(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t))が (滑らかな)曲線
(のパラメータ付け)であるとは, γが以下の条件をみたすことである:

(i) x1(t), x2(t), · · · , xn(t)はC∞級関数.

(ii) x′1(t), x
′
2(t), · · · , x′n(t)は同時に零にならない.

C = γ([a, b]) (γの像)とおく.

例. (1) a 6= 0

γ : (−∞,∞)→ R3; t 7→ (a cos t, a sin t, bt) 常螺旋

(2) (条件 (ii)に関連)

γ : [−1, 1]→ R2; t 7→ (t2, t3)

x′1(t) = 2t, x′2(t) = 3t2であるから, x′1(0) = x′2(0) = 0

x = t2, y = t3とおくと, 0 ≤ x ≤ 1, y =

{
x3/2 (t ≥ 0)

−x3/2 (t < 0)

Cは原点で尖っている.

定義 1.2. γ : [a, b] → Rnを曲線とする. 写像 γ̃ : [ã, b̃] → Rnが γの向きを保つ (向きを
逆にする)再パラメータ付けであるとは, C∞関数 h : [ã, b̃] → [a, b]で h′ > 0, h(ã) = a,

h(̃b) = b (h′ < 0, h(ã) = b, h(̃b) = a)をみたすものが存在して, γ̃(t̃) = γ(h(t̃)) (ã ≤ t̃ ≤ b̃)

が成り立つことである.

定義 1.3. (Rnの接空間) Rnのベクトル v = (v1, v2, · · · , vn) ∈ Rn の始点を p ∈ Rnに
とったものを vpで表す.

p ∈ Rnに対して, TpRn def
= {vp | v ∈ Rn}のことを pにおけるRnの接空間とよび, TpRnの

元を pにおけるRnの接ベクトルとよぶ.

TpRnは, 演算規則 vp + wp = (v + w)p, λ(vp) = (λv)pによりベクトル空間となる. さら
に, 〈vp,wp〉 = 〈v,w〉により, 内積空間となる.

定義 1.4. γ : [a, b]→ Rn; t 7→ (x1(t), x2(t), · · · , xn(t)) 曲線
γ′(t) = (x′1(t), x

′
2(t), · · · x′n(t))γ(t) ∈ Tγ(t)Rn 速度ベクトル
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6= (0, 0, · · · , 0) ← 定義 1.1の条件 (ii)

||γ′(t)|| =
√
x′1(t)

2 + x′2(t)
2 + · · ·+ x′n(t)2 速さ (速度)

説明.

γ′(t) = lim
∆t→0

γ(t+ ∆t)− γ(t)
∆t

= lim
∆t→0

(
x1(t+ ∆t)− x1(t)

∆t
, · · ·

)
Tγ(t)C

def
= {λγ′(t) | λ ∈ R}は Tγ(t)Rnの 1次元部分空間である. Tγ(t)Cのことを γ(t)にお

けるCの接線とよび, Tγ(t)Cの元を γ(t)におけるCの接ベクトルとよぶ.

1.2. 曲線の長さと弧長パラメータ.

定義 1.5. 曲線 γ : [a, b]→ Rnの長さ L(γ)を L(γ) =

∫ b

a

||γ′(t)|| dtによって定義する.

例. γ : [0, 2π]→ R3; t 7→ (a cos t, a sin t, bt) 常螺旋
γ′(t) = (−a sin t, a cos t, b), ||γ′(t)|| =

√
a2 + b2 =: l

L(γ) =

∫ 2π

0

l dt = 2πl = 2π
√
a2 + b2

γ : [0, 1]→ R3; t 7→ (a cos 2πt, a sin 2πt, 2πbt) として計算しても同じ値になる.

命題 1.6. γ : [a, b] → Rnを曲線とし, γ̃ : [ã, b̃] → Rn を γの再パラメータ付けとすると
き, L(γ) = L(γ̃)が成り立つ. すなわち, 曲線の長さはパラメータ付けの取り方に依らずに
定まる.

証明. γ̃は向きを保つとし, hを定義 1.2における関数とする.

γ̃′(t̃) = γ′(h(t̃))h′(t̃), ||γ̃′(t̃)|| = ||γ′(h(t̃))||h′(t̃)
である. t = h(t̃)として置換積分すると,

L(γ) =

∫ b

a

||γ′(t)|| dt =

∫
eb

ea

||γ′(h(t̃))||h′(t̃) dt̃ =

∫
eb

ea

||γ̃′(t̃)|| dt̃ = L(γ̃). �

与えられた曲線の再パラメータ付けは無数にある. その中から最も自然なものを取り出し
たい.

γ : [a, b]→ Rn 曲線

この sを変数にとって γを新たにパラメータ付けることを考える.

例. (上の例の続き)

s = s(t) =

∫ t

0

||γ′(u)|| du = lt, t =
s

l

γ(t) = γ(s/l) =
(
a cos

s

l
, a sin

s

l
, b
s

l

)
=: γ̃(s) (0 ≤ s ≤ 2πl)

一般の場合 γ : [a, b]→ Rn 曲線

s(t) =

∫ t

a

||γ′(u)|| du

s(a) = 0, s(b) = L(γ), s′(t) = ||γ′(t)|| > 0 ... s(t)は tについて狭義単調増加
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関数 t 7→ s(t)の逆関数を h : [0, L(γ)]→ [a, b]とする.

γ̃ : [0, L(γ)]→ R3; s 7→ γ(h(s)) と定めると γ̃は γの再パラメータ付けである.

γ̃′(s) = γ′(h(s))h′(s) = γ′(h(s))s′(h(s))−1 = γ′(t(s))||γ′(t(s))||−1

... ||γ̃′(s)|| = 1 すなわち, 速さ 1の等速運動

定義 1.7. 曲線 γ : [a, b]→ Rnのパラメータ tが弧長パラメータ
def⇔ ||γ′(t)|| = 1 (a ≤ t ≤ b)

命題 1.8. 任意の曲線 γ : [a, b]→ Rnに対して, γの向きを保つ再パラメータ付けで, パ
ラメータが弧長パラメータであるものが存在する.

注. 定義 1.7の状況で t = s(t) + a. とくに, b = L(c) + a.

問. (1) 放物線 y =
x2

2
(0 ≤ x ≤ 1) を γ : [0, 1] → R2; t 7→ (t, t2/2)によってパラメータ

付けたとき, s(t)を求めよ.

不定積分の公式:

∫ √
1 + t2 dt =

1

2

{
t
√

1 + t2 + log
(
t+
√

1 + t2
)}

s(t) =

∫ t

0

√
1 + u2 du =

1

2

{
t
√

1 + t2 + log(t+
√

1 + t2)
}

(2) 楕円 x2

a2
+
y2

b2
= 1 を適当にパラメータ表示し, 0 < b < aのときに s(t)を求めよ.

s(t) = a

∫ t

0

√
1− ε2 cos2 u du

ε を楕円の離心率とよぶ. この積分は初等関数によって表示できない. 楕円積分とよば
れる.

1.3. 曲率と捩率.

定義 1.9. 曲線 γ : [a, b]→ Rn上のベクトル場Yとは, 各 t ∈ [a, b]にTγ(t)Rnの元Y(t)を
対応させる規則で, Y(t) = (y1(t), y2(t), · · · , yn(t))γ(t)と表したとき, y1(t), y2(t), · · · , yn(t)

がすべてC∞級関数であるものである.

Y(t) ∈ Tγ(t)C (∀t)のとき, Yを接ベクトル場とよび, Y(t) ⊥ Tγ(t)C (∀t)のとき, 法ベクト
ル場とよぶ.

補題 1.10. Y, Zを曲線 γ : [a, b]→ Rn上のベクトル場とするとき,

〈Y(t),Z(t)〉′ = 〈Y′(t),Z(t)〉+ 〈Y(t),Z′(t)〉
が成り立つ.

とくに, Yの長さが一定ならば, 〈Y′(t),Y(t)〉 = 0となる.

すなわち, 各 tに対してY′(t)とY(t)は直交する.
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証明. Y(t) = (y1(t), · · · , yn(t))γ(t), Z(t) = (z1(t), · · · , zn(t))γ(t) と表すと,

Y′(t) = (y′1(t), · · · , y′n(t))γ(t)等であり,

〈Y(t),Z(t)〉′ = (y1(t)z1(t) + · · ·+ yn(t)zn(t))′

= (y′1(t)z1(t) + y1(t)z
′
1(t)) + · · ·+ (y′n(t)zn(t) + yn(t)z′n(t))

= 〈Y′(t),Z(t)〉+ 〈Y(t),Z′(t)〉.

�

以下, γ : [a, b]→ R3を曲線とし, γのパラメータは弧長パラメータであるとする.

定義 1.11. γ′′(s) 6= 0 (∀s)と仮定する.

e(s) = γ′(s)と定めると, ||e(s)|| = 1であり, eは γ上の接ベクトル場である. eのことを
γ上の単位接ベクトル場とよぶ.

補題1.10により, e′(s) (= γ′′(s) 6= 0)はe(s)に直交するので, n(s) =
e′(s)

||e′(s)||

(
=

γ′′(s)

||γ′′(s)||

)
と定めると, ||n(s)|| = 1であり, nは γ上の法ベクトル場である. nのことを γ上の主法線
ベクトル場とよぶ.

b(s) = e(s)× n(s)と定めると, ||b(s)|| = 1であり, bも γ上の法ベクトル場である. bの
ことを γ上の従法線ベクトル場とよぶ.

各 sに対して {e(s),n(s),b(s)}は Tγ(s)R3の正規直交基底である. 三つ組 e,n,bのことを
γ上のフルネ枠場とよぶ.

定義 1.12. (曲率と捩率) κ(s) = ||e′(s)||(= ||γ′′(s)||)を曲率という. κ(s) ≥ 0である.

以下, γ′′(s) 6= 0 (∀s)と仮定する. このとき, κ(s) > 0であり, e′(s) = κ(s)n(s)とかける.

また, 次の補題 1.13により, n′(s) = τ(s)b(s) − κ(s)e(s)とかける. τ(s)のことを捩率と
いう.

補題 1.13. n′(s) = τ(s)b(s)− κ(s)e(s)

証明. n′(s) = ϕ(s)e(s) + ψ(s)n(s) + τ(s)b(s)とかける.

まず, 補題 1.10により, 0 = 〈n′(s),n(s)〉 = ψ(s)となる.

次に, 0 = 〈n(s), e(s)〉′ = 〈n′(s), e(s)〉+ 〈n(s), e′(s)〉 = ϕ(s) + κ(s)より, ϕ(s) = −κ(s) を
得る. �

注. τ(s) = 〈n′(s),b(s)〉

定理 1.14. (フルネ・セレの公式) γ : [a, b]→ R3を曲線とし, γのパラメータは弧長パラ
メータであるとする. また, γ′′(s) 6= 0 (∀s)と仮定する. このとき, 次の 3式が成り立つ:

e′(s) = κ(s)n(s)

n′(s) = τ(s)b(s)− κ(s)e(s)

b′(s) = −τ(s)n(s)

まとめて書くと,

d

ds

 e(s)

n(s)

b(s)

 =

 e′(s)

n′(s)

b′(s)

 =

 0 κ(s) 0

−κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0


 e(s)

n(s)

b(s)
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証明. b′(s) = ϕ(s)e(s) + ψ(s)n(s)とかける.

0 = 〈b(s), e(s)〉′ = 〈b′(s), e(s)〉+ 〈b(s), e′(s)〉 = ϕ(s)

および 0 = 〈b(s),n(s)〉′ = 〈b′(s),n(s)〉+ 〈b(s),n′(s)〉 = ψ(s) + τ(s)

より, ϕ(s) = 0, ψ(s) = −τ(s)を得る. �

1.4. 一般のパラメータに関する曲率・捩率の表示.

定義 1.15. γ : [a, b]→ R3 曲線
∀tにおいて, γ′′(t)は γ′(t)に平行でないと仮定する.

γ̃ : [0, L(c)]→ R3 γの弧長パラメータによる再パラメータ付け

復習:

s(t) =

∫ t

a

||γ′(u)|| du

t ∈ [a, b] 7→ s(t) ∈ [0, L(c)]の逆関数を s ∈ [0, L(c)] 7→ h(s) ∈ [a, b]

γ̃(s) = γ(h(s)) ⇔ γ̃(s(t)) = γ(t)

曲線C (γの像)の点 γ(t)における単位接ベクトル, 主・従法線ベクトル, 曲率, 捩率を, 弧
長パラメータによって再パラメータ付けたCの点 γ̃(s(t))におけるそれらとして定義する.

すなわち,

e(t)
def
= ẽ(s(t)), n(t)

def
= ñ(s(t)), b(t)

def
= b̃(s(t)), κ(t)

def
= κ̃(s(t)), τ(t)

def
= τ̃(s(t))

(パラメータ表示の取り方に依らずに定まるようにするには, このように定義するしかな
い.)

定理 1.16. γ : [a, b]→ R3 曲線
∀tにおいて, γ′′(t)は γ′(t)に平行でないと仮定する.

C = γ([a, b])

Cの γ(t)における単位接ベクトル, 主・従法線ベクトル, 曲率, 捩率は次で与えられる.

e =
γ′

||γ′||

n =
〈γ′, γ′〉γ′′ − 〈γ′, γ′′〉γ′

||〈γ′, γ′〉γ′′ − 〈γ′, γ′′〉γ′||
=

(γ′ × γ′′)× γ′

||(γ′ × γ′′)× γ′||

b =
γ′ × γ′′

||γ′ × γ′′||

κ =
||γ′ × γ′′||
||γ′||3

τ =
〈γ′ × γ′′, γ′′′〉
||γ′ × γ′′||2

=
det(γ′, γ′′, γ′′′)

||γ′ × γ′′||2

注. n = b× e
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証明. γ̃′(s(t))s′(t) = γ′(t) ... e(t) = ẽ(s(t)) =
γ′(t)

||γ′(t)||

ẽ′(s(t))s′(t) =

(
γ′(t)

||γ′(t)||

)′

...

ẽ′(s(t)) =
1

||γ′(t)||

(
γ′(t)

||γ′(t)||

)′

=
||γ′(t)||2γ′′(t)− 〈γ′(t), γ′′(t)〉γ′(t)

||γ′(t)||4

=
(γ′(t)× γ′′(t))× γ′(t)

||γ′(t)||4
(〈c, a〉b− 〈c,b〉a = (a× b)× c)

... n(t) = ñ(s(t)) =
ẽ′(s(t))

||ẽ′(s(t))||
=

(γ′(t)× γ′′(t))× γ′(t)
||(γ′(t)× γ′′(t))× γ′(t)||

κ(t) = κ̃(s(t)) = ||ẽ′(s(t))|| = ||γ
′(t)× γ′′(t)||
||γ′(t)||3

b(t) = b̃(s(t)) = ẽ(s(t))× ñ(s(t)) = e(t)× n(t)

=
γ′(t)

||γ′(t)||
× ||γ

′(t)||2γ′′(t)− 〈γ′(t), γ′′(t)〉γ′(t)
||γ′(t)× γ′′(t)|| ||γ′(t)||

=
||γ′(t)||2γ′(t)× γ′′(t)
||γ′(t)||2||γ′(t)× γ′′(t)||

=
γ′(t)× γ′′(t)
||γ′(t)× γ′′(t)||

τ(t) = τ̃(s(t)) = 〈ñ′(s(t)), b̃(s(t))〉

=
1

||γ′(t)||
〈n′(t),b(t)〉

=
1

||γ′(t)|| ||γ′(t)× γ′′(t)||
〈n′(t), γ′(t)× γ′′(t)〉

=
1

||γ′(t)|| ||γ′(t)× γ′′(t)||
× ||γ′(t)||2

||(γ′(t)× γ′′(t))× γ′(t)||
× 〈γ′′′(t), γ′(t)× γ′′(t)〉

=
det(γ′(t), γ′′(t), γ′′′(t))

||γ′(t)× γ′′(t)||2

三番目の等号で
n′(t) = (ñ(s(t)))′ = ñ′(s(t))s′(t) ... ñ′(s(t)) =

n′(t)

||γ′(t)||
を使った. また, 五番目の等号で
n(t) = a(t)γ′′(t) + b(t)γ′(t)と書くと, n′(t) = a(t)γ′′′(t) + [γ′(t)× γ′′(t)に直交する部分]

となることを使った. (a(t)は n(t)の最初の表示式から読み取れる.) �

1.5. 曲率・捩率の意味.

γ : [a, b]→ R3を曲線とし, γのパラメータは弧長パラメータであるとする. また, γ′′(s) 6= 0

(∀s)と仮定する.

C = γ([a, b]).
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s0 ∈ [a, b]の近くで γをよく近似する「3次曲線」を考える.

簡単のために s0 = 0 ∈ (a, b)とする.

定理 1.17.

γ(s) = γ(0)+

(
s− 1

6
s3κ(0)2

)
e(0)+

(
1

2
s2κ(0) +

1

6
s3κ′(0)

)
n(0)+

1

6
s3κ(0)τ(0)b(0)+o(s3)

ブーケの公式

注. f(s) = o(s3)
def⇔ lims→0 f(s)/s3 = 0

証明. 0のまわりのテーラー展開を考える.

x(s) = x(0) + x′(0)s+
1

2
x′′(0)s2 +

1

6
x′′′(0)s3 + o(s3)

· · · · · ·
これらの式をまとめて書くと

γ(s) = γ(0) + sγ′(0) +
1

2
s2γ′′(0) +

1

6
s3γ′′′(0) + o(s3)

= γ(0) + se(0) +
1

2
s2κ(0)n(0) +

1

6
s3γ′′′(0) + o(s3)

フルネ・セレの公式 (n′ = −κe + τb)により
γ′′′ = (κn)′ = κ′n + κn′ = −κ2e + κ′n + κτb

この式を上の式に代入すると定理の展開式を得る. �

定義 1.18. γ̂(s) = γ(0) + se(0) +
1

2
s2κ(0)n(0) +

1

6
s3κ(0)τ(0)b(0)

とおき, γの s = 0のまわりのフルネ近似とよぶ.

最初の 2項はCの γ(0)における接線 s 7→ γ(0) + se(0)を与える. これは γの γ(0)の近く
での最良の線形近似 (1次近似)である.

最初の 3項は放物線 s 7→ γ(0) + se(0) + 1
2
s2κ(0)n(0) を与える. これは γの γ(0)の近くで

の最良の 2次近似である.

注. (1) この放物線は, γ(0)を通り b(0)に直交する平面内にある. この平面をCの γ(0)

における接触平面 (osculating plane)とよぶ.

(2) この放物線の形は, xy平面内の放物線 y =
κ(0)

2
x2と同じであり, Cの γ(0)における

曲率によって完全に決定される.

捩率 τ(0)は, γ̂の最後かつ最小の項に現れ, γ(0)における接触平面に直交する方向へのC

の動きを表している.

例. γ : (−∞,∞)→ R3; γ(s) = (cos s/
√

2, sin s/
√

2, s/
√

2)

命題 1.19. γ : [a, b] → R3を曲線とし, γのパラメータは弧長パラメータであるとする.

Cの曲率が恒等的に零であれば, Cは線分である.

よって, 曲率は直線からのずれを測っている.

証明. κ(s) = ||e′(s)|| = ||γ′′(s)||であるから, κ ≡ 0ならば γ′′ ≡ 0である. �
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1.6. 曲線論の基本定理.

与えられた曲率と捩率をもつR3内の曲線が存在し, しかも「本質的に」一意的である.

定義 1.20. R3の全単射 ϕ : R3 → R3が合同変換
def⇔ ||ϕ(x)− ϕ(y)|| = ||x− y|| (x, y ∈ R3)

すなわち, ϕが任意の 2点間の距離を保つ.

⇔ ϕ(x) = Ux+ q (x ∈ R3)

U は直交行列 (すなわち, tUU = U tU = I), q ∈ R3

と表される.

また, (一般に detU = ±1であるが) detU = 1のとき, ϕは向きを保つという.

定理 1.21. ϕ(s), ψ(s) 区間 [a, b]で定義された二つのC∞級関数, ϕ(s) > 0 (∀s)とする
⇒ ∃γ : [a, b]→ R3 パラメータが弧長パラメータである曲線
s.t. κ(s) = ϕ(s), τ(s) = ψ(s)

さらに, そのような曲線 γは向きを保つ合同変換を除いて一意的である.

定理の証明は, 1階線形常微分方程式の初期値問題の解の一意存在を用いることによって
なされる. 詳細は割愛する. 平面曲線の場合については, cf. 演習問題 6 , 7 (および 5 ).

2. R3内の曲面

2.1. 曲線の定義と例, 接平面, 単位法ベクトル.

定義 2.1. R3内の (滑らかな)曲面とは, R3の部分位相空間 Sで次の性質をもつもので
ある: 任意の p ∈ Sに対して, Sの pを含む開集合 U , R2の連結な開集合D, および写像
f : D → R3; (u, v) 7→ f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))で以下の条件をみたすものが存
在する:

(i) f(D) = U で, f : D → U は同相写像である.

(ii) x(u, v), y(u, v), z(u, v)はC∞級関数.

(iii) ∀(u, v) ∈ Dに対して, 二つのベクトル
∂f

∂u
(u, v) =

(
∂x

∂u
(u, v),

∂y

∂u
(u, v),

∂z

∂u
(u, v)

)
∂f

∂v
(u, v) =

(
∂x

∂v
(u, v),

∂y

∂v
(u, v),

∂z

∂v
(u, v)

)
は一次独立.

写像 f : D → U のことを Sの (開集合U の)局所パラメータ付けとよび, (u, v)を Sの (開
集合 U の)局所パラメータとよぶ. (U = Sのときは, 単に Sのパラメータ付け, パラメー
タとよぶ.)

以後,
∂f

∂u
,
∂x

∂u
, · · · を fu, xu, · · · と記す.

例.
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(1) (関数のグラフ) z = ϕ(x, y) ((x, y) ∈ D) C∞関数
S = {(x, y, ϕ(x, y)) | (x, y) ∈ D}は f : D → R3; (x, y) 7→ (x, y, ϕ(x, y))をパラメータ付け
とする曲面.

(1-1) z = ax2 + by2 (a, b > 0) 楕円放物面
z = ax2 − by2 (a, b > 0) 双曲放物面

(1-2) z =
√
r2 − x2 − y2 (r > 0, x2 + y2 < r2)

原点中心, 半径 rの球面の上半分 (開半球面)

北半球 (赤道を含まない)に対応
(2) (球面)

D = {(θ, ϕ) | 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π}
f : D → R3; (θ, ϕ) 7→ (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ)

U = f(D)は球面から図の赤線を除いた部分

(3) (トーラス) R > r > 0

D = {(θ, ϕ) | 0 < θ < 2π, 0 < ϕ < 2π}
f : D → R3; (θ, ϕ) 7→ ((R + r cos θ) cosϕ, (R + r cos θ) sinϕ, r sin θ)

U = f(D)はトーラスから図の赤線を除いた部分

fu(u, v), fv(u, v)の意味

定義 2.2. f : D → U (U は Sの開集合)を Sの局所パラメータ付けとし, p = f(u, v) ∈ S
とする. fu(u, v)p, fv(u, v)p(一次独立)の張るTpR3の 2次元部分空間をTpSで表す: TpS =

{afu(u, v)p + bfv(u, v)p | a, b ∈ R}. TpSのことを pにおける Sの接平面という. また, そ
の元を pにおける Sの接ベクトルという.

定義 2.3. 曲面 S上の曲線とは, 曲線 γ : [a, b]→ R3で γ([a, b]) ⊂ Sをみたすもののこと
である. 以後, γ : [a, b]→ Sと表す.

補題 2.4. γ : [a, b]→ Sを曲面 S上の曲線とし, t0 ∈ (a, b)とする. また, f : D → U を,

γ(t0)を含むSの開集合Uの局所パラメータ付けとし, γ((t0−ε, t0+ε)) ⊂ Uがみたされると
する. このとき, D内の曲線γ0 : (t0−ε, t0+ε)→ Dで, f(γ0(t)) = γ(t) (∀t ∈ (t0−ε, t0+ε))

をみたすものが存在する.

図で説明. γ0の微分可能性が自明でないことを注意.

命題 2.5. 曲面 Sの p ∈ Sにおける接平面 TpSは次のように表される:

TpS = {γ′(0) | γ : (−ε, ε)→ Sは γ(0) = pをみたす S上の曲線 }.

とくに, 任意の v ∈ TpSに対して, S上の曲線 γ : (−ε, ε)→ Sで, γ(0) = p, γ′(0) = vをみ
たすものが存在する. また, TpSの定義は pのまわりの局所パラメータ付けの取り方によ
らない.
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証明. まず ⊃を示す. γ : (−ε, ε) → S を S 上の曲線とし, f : D → U を, γ(0)を含む
Sの開集合 U の局所パラメータ付けとする. 必要ならば εを小さく取り直すことにより,

γ((−ε, ε)) ⊂ U としてよい. γ0 : (−ε, ε)→ Dを補題 2.4の曲線とし, γ0(t) = (u(t), v(t))と
書くと, γ′(0) = fu(u(0), v(0))u′(0) + fv(u(0), v(0))v′(0)となり, これは TpSの元である.

次に⊂を示す. 任意の v ∈ TpSは v = afu(u, v) + bfv(u, v)と表せる (cf. 定義 2.2). そ
こで, γ0 : (−ε, ε) → Dを γ0(t) = (u + at, v + bt)によって定義し, γ = f ◦ γ0とおくと,

γ′(0) = fu(u, v)a+ fv(u, v)b = v. �

定義 2.6. (1) S上のC∞級関数とは, S上の実数値関数ϕで, Sの任意の局所パラメー
タ付け f : D → U に対して, ϕ ◦ f がD上のC∞級関数であるものである.

(2) S上のベクトル場Yとは, 各 p ∈ SにYp ∈ TpR3を対応させる規則で, Yの各成分関
数が S上のC∞級関数であるものである. すべての p ∈ Sに対してY(p) ∈ TpSであると
き接ベクトル場といい, すべての p ∈ Sに対してY(p) ⊥ TpSであるとき法ベクトル場と
いう.

定義 2.7. S上の単位法ベクトル場とは, S上の法ベクトル場Nで, すべての p ∈ Sに対
して ||N(p)|| = 1をみたすものである. S上の単位法ベクトル場が存在するとき, Sは向き
付け可能であるという.

注. (1) Sが向き付け可能であるとし, Nを S上の単位法ベクトル場とする. f : D → U

を Sの局所パラメータ付けとするとき, N(p) = ± fu(u, v)× fv(u, v)

||fu(u, v)× fv(u, v)||
(p = f(u, v))が成

り立つ.

(2) パラメータの順序を逆にすることにより, (1)の式の符号を+にできる. 以後, パラ
メータの順序はつねにそのようにとっておく.

D̃ = {(v, u) | (u, v) ∈ D}, ι : D̃ → D; (v, u) 7→ (u, v)

f̃ = f ◦ ι : D̃ → U ; (v, u) 7→ f̃(v, u) = f(u, v)

f̃v(v, u)× f̃u(v, u) = fv(u, v)× fu(u, v) = −fu(u, v)× fv(u, v)

f̃u(u, v)× f̃v(u, v)

||f̃u(u, v)× f̃v(u, v)||
= − fu(u, v)× fv(u, v)

||fu(u, v))× fv(u, v)||

例. (1) これまでにあげた曲面の例はすべて向き付け可能. 例えば, 関数のグラフには上
下があり, 球面, トーラス, n人乗りの浮き輪には内側, 外側がある. したがって, 裏表が
ある.

(2) メービウスの帯, クラインの壷は向き付け不可能.

2.2. 線形代数からの準備.

V を有限次元実ベクトル空間とし, n = dimV とおく.

定義 2.8. 関数 Φ: V × V → Rが双線形形式であるとは, 任意の v1 ∈ V に対して
v2 ∈ V 7→ Φ(v1, v2) ∈ Rが線形であり, 任意の v2 ∈ V に対して v1 ∈ V 7→ Φ(v1, v2) ∈ Rが
線形であることである. さらに任意の v1, v2に対してΦ(v1, v2) = Φ(v2, v1)がみたされると
きにΦは対称であるという.

10



以下, (V, 〈·, ·〉)を内積空間とする.

例. 内積 〈·, ·〉 : V ×V → R; (v1, v2) 7→ 〈v1, v2〉は対称な双線形形式である. また, T : V →
V を線形写像とすると, Φ: V × V → R; (v1, v2) 7→ 〈Tv1, v2〉 は双線形形式である.

定義 2.9. 線形写像 T : V → V が対称であるとは, 手前の例の双線形形式Φが対称であ
ること, すなわち任意の v1, v2 ∈ V に対して 〈Tv1, v2〉 = 〈v1, T v2〉 が成り立つことである.

注. Φ: V × V → Rを双線形形式とするとき, 線形写像 T : V → V で Φ(·, ·) = 〈T (·), ·〉
をみたすものが唯一つ存在し, Φが対称であれば T もそうである. (この事実は講義では使
わないので, 証明は割愛する.)

命題 2.10. T : V → V を対称な線形写像とすると, V の任意の正規直交基底に関する T

の表現行列は実対称行列である. したがって, V のある正規直交基底に関する T の表現行
列が対角行列になる. いいかえれば, V の正規直交基底として, T の固有ベクトルからな
るものがとれる.

証明. {e1, · · · , en}を V の正規直交基底とするとき, この基底に関する T の表現行列A =

(aij)は T (ej) =
∑n

i=1 aijeiによって定義される.

〈T (ej), ek〉 = 〈ej, T (ek)〉, 〈T (ej), ek〉 = 〈
n∑

i=1

aijei, ek〉 = akj, 〈ej, T (ek)〉 = 〈ej,

n∑
i=1

aikei〉 = ajk

であるからAは対称である.

実対称行列 Aは直交行列によって対角化することができる. すなわち, n次直交行列
U = (uij)で U−1AU = tUAU が対角行列になるものが存在する. V の新しい正規直交基
底 {f1, · · · , fn}を fj =

∑n
i=1 uijeiによって定めると, 基底 {f1, · · · , fn}に関する T の表現

行列は tUAU となる (各自確かめよ). すなわち対角行列である. �

2.3. 曲面の曲率.

Sを向き付け可能な曲面とし, Nを S上の単位法ベクトル場とする.

定義 2.11. v ∈ TpSに対して, S上の曲線 γ : (−ε, ε) → Sで, γ(0) = p, γ′(0) = vをみ
たすものをとる (命題 2.5).

(1) S上のC∞級関数 ϕに対して

v · ϕ = Dvϕ =
d

dt
ϕ(γ(t))|t=0

と定義する.

(2) S上のベクトル場Yに対して

DvY =
d

dt
Y(γ(t))|t=0 ∈ TpS

と定義する.
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補題 2.12. (1) v · ϕ, DvYはwell-definedである.

(2) v · ϕ, DvYは vについて線形である.

(3) v · 〈Y,Z〉 = 〈DvY,Z〉+ 〈Y, DvZ〉.
(4) DvN ∈ TpS.

証明. (1) v = afu(u, v) + bfv(u, v)とし, γ(t) = f(u(t), v(t))と書く (cf. 補題 2.4)と,

γ′(0) = fu(u, v) · u′(0) + fv(u, v) · v′(0) = vより, u′(0) = a, v′(0) = b.

d

dt
Y(γ(t))|t=0 =

d

dt
Y(f(u(t), v(t)))|t=0

= (Y ◦ f)u(u(0), v(0)) · u′(0) + (Y ◦ f)v(u(0), v(0)) · v′(0)

= a(Y ◦ f)u(f
−1(p)) + b(Y ◦ f)v(f

−1(p))

よりDvYはwell-defined.

(2) v = afu(u, v)+bfv(u, v),w = cfu(u, v)+dfv(u, v) ∈ TpM , λ, µ ∈ Rとする. λv+µw =

(λa+ µc)fu(u, v) + (λb+ µd)fv(u, v)であるから, (1)の計算により

Dλv+µwY = (λa+ µc)(Y ◦ f)u + (λb+ µd)(Y ◦ f)v

= λ(a(Y ◦ f)u + b(Y ◦ f)v) + µ(c(Y ◦ f)u + d(Y ◦ f)v)

= λDvY + µDwY.

(3)

v · 〈Y,Z〉 =
d

dt
〈Y(ϕ(γ(t))),Z(ϕ(γ(t)))〉|t=0

=

〈
d

dt
Y(ϕ(γ(t)))|t=0,Z(p)

〉
+

〈
Y (p),

d

dt
Z(ϕ(γ(t)))|t=0

〉
= 〈DvY,Z〉+ 〈Y, DvZ〉.

(4) 〈N,N〉 = 1と (3)により, 〈DvN,N〉 = 0. したがって, DvN ∈ TpS. �

定義 2.13. v ∈ TpSに対して,

Σ(v) = −DvN

と定めると, 手前の補題により, Σ(v) ∈ TpSであり, Σ: TpS → TpS は線形写像である. Σ

のことを形作要素 (shape operator)とよぶ.

定義 2.14. TpS上の二つの対称双線形形式 I : TpS × TpS → R, II : TpS × TpS → Rを

I(v,w) = 〈v,w〉, II(v,w) = I(Σ(v),w) (v,w ∈ TpS)

によって定義し, それぞれ Sの第 1基本形式 (1st fundamental form), 第 2基本形式 (2nd

fundamental form)とよぶ.

gij(u1, u2) = I(fui
(u1, u2), fuj

(u1, u2)), hij(u1, u2) = II(fui
(u1, u2), fuj

(u1, u2))

とおく.
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注. (1) 以後, パラメータ (u, v)をしばしば (u1, u2)と書く.

(2) IIの対称性は次の命題 2.15 で確認する.

命題 2.15. (1) hij = 〈N(f(u1, u2)), fuiuj
(u1, u2)〉が成り立つ. とくに hij = hjiである.

(2) IIは対称である. すなわち,

II(v,w) = II(w,v) (v,w ∈ TpS)

が成り立つ. したがって, Σは対称な線形写像である.

証明. (1) γ(t) = f(u1 + t, u2)とおくと, γ(0) = f(u1, u2), γ
′(0) = fu1(u1, u2)であるから,

Σ(fu1(u1, u2)) = −Dfu1 (u1,u2)N = − d

dt
N(f(u1 + t, u2))|t=0 = − ∂

∂u1

N(f(u1, u2))

となり, 同様にΣ(fu2(u1, u2)) = − ∂

∂u2

N(f(u1, u2)) が成立する. したがって,

hij = −
〈
∂

∂ui

N(f(u1, u2)), fuj
(u1, u2)

〉
= − ∂

∂ui

〈
N(f(u1, u2)), fuj

(u1, u2)
〉

+ 〈N(u1, u2), fuiuj
(u1, u2)〉

= 〈N(u1, u2), fuiuj
(u1, u2)〉.

(2) v = afui
+ bfuj

, w = cfui
+ dfuj

と表せて, (1)により

II(v,w) = acII(fui
, fui

) + adII(fui
, fuj

) + bcII(fuj
, fui

) + bdII(fuj
, fuj

)

= achii + adhij + bchji + bdhjj = achii + (ad+ bc)hij + bdhjj

= · · · = II(w,v)

となる. �

定義 2.16. 曲面 Sの形作要素Σ: TpS → TpSの行列式 det Σ, トレース trΣの 1/2倍のこ
とを, それぞれ pにおける Sのガウス曲率, 平均曲率とよび, K, Hで表す.

注. (1) 一般に, 線形変換 T : V → V (V は有限次元実ベクトル空間)に対して, その行
列式 detT , トレース trT が, 表現行列の行列式, トレースとして定義される.

(2) 形作用素 Σ: TpS → TpS の固有値 κ1, κ2 のことを pにおける S の主曲率という.

K = κ1κ2, H =
1

2
(κ1 + κ2)が成り立つ.

命題 2.17. 曲面 Sのガウス曲率K, 平均曲率Hは

K =
h11h22 − h2

12

g11g22 − g2
12

, H =
g22h11 − 2g12h12 + g11h22

2(g11g22 − g2
12)

によって与えられる.
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Σ(fuj
(u1, u2)) ∈ TpS (p = f(u1, u2))なので,

(?) Σ(fuj
(u1, u2)) =

2∑
i=1

σij(u1, u2)fui
(u1, u2) (j = 1, 2)

と書ける.

Σ̂ =

(
σ11(u1, u2) σ12(u1, u2)

σ21(u1, u2) σ22(u1, u2)

)
とおくと, これは TpSの基底 {fu1(u1, u2), fu2(u1, u2)}に関するΣの表現行列である.

σijは少し計算しづらいので, これらを gij, hijを用いて表示する.

補題 2.18. Î =

(
g11 g12

g21 g22

)
, ÎI =

(
h11 h12

h21 h22

)
とおくと, 次が成り立つ.

(1) Îは正則行列である.

(2) Σ̂ = Î−1ÎIが成り立つ.

証明. (1)

0 6= A2 = (||fu1 ||||fu2 || sin θ)2 = ||fu1 ||2||fu2 ||2(1− cos2 θ)

= ||fu1 ||2||fu2 ||2 − (||fu1 ||||fu2|| cos θ)2 = ||fu1 ||2||fu2 ||2 − 〈fu1 , fu2〉2

= g11g22 − g2
12 = det Î

であるから, det Î 6= 0. すなわち, Îは正則行列である.

(2) (?)の両辺と fuk
(u1, u2)との内積をとると

〈Σ(fuj
), fuk

〉 =
2∑

i=1

σij〈fui
, fuk
〉 =

2∑
i=1

σijgik.

左辺を hjkとおいたので,

hjk =
2∑

i=1

σijgik ⇔ hkj =
2∑

i=1

gkiσij すなわち ÎI = ÎΣ̂. �

注. g11, g12 = g21, g22をそれぞれE,F,Gで表すこともある. h11, h12 = h21, h22をそれぞ
れ L,M,N で表すこともある.

命題 2.17 の証明.

Î =

(
E F

F G

)
, ÎI =

(
L M

M N

)
K = det Σ̂ = (det Î)−1 det ÎI =

LN −M2

EG− F 2

Σ̂ =
1

EG− F 2

(
G −F
−F E

)
·

(
L M

M N

)
=

1

EG− F 2

(
GL− FM GM − FN
−FL+ EM −FM + EN

)
... H =

1

2
trΣ̂ =

GL− 2FM + EN

2(EG− F 2)
�
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2.4. ガウス曲率・平均曲率の意味.

SをR3の合同変換によって移動して,点pが原点に, TpSがxy平面に, N(p)がe3 = (0, 0, 1)

にそれぞれ一致するようにする.

Sの点 pに十分近い部分は, xy平面の原点の近傍 U で定義された関数 z = ϕ(x, y)のグラ
フとして表せる.

このとき, まず, ϕ(0, 0) = 0

また, N(ϕ(x, y)) = (−ϕx,−ϕy ,1)√
ϕ2

x+ϕ2
y+1
と計算されるが,一方, N(p) = (0, 0, 1)であるから, ϕx(0, 0) =

ϕy(0, 0) = 0

すなわち, (0, 0)は関数 ϕの臨界点である.

演習問題 24 (1)により, pにおけるガウス曲率は
K(p) = ϕxx(0, 0)ϕyy(0, 0)− ϕxy(0, 0)2

となる.

右辺は関数 ϕの (0, 0)におけるヘッセ行列の行列式である.

K(p) > 0 ⇒ (ϕxxϕyy − ϕ2
xy)(0, 0) > 0

⇒

{
ϕxx(0, 0) > 0ならば ϕは (0, 0)で極小
ϕxx(0, 0) < 0ならば ϕは (0, 0)で極大

K(p) < 0 ⇒ (ϕxxϕyy − ϕ2
xy)(0, 0) < 0

⇒ (0, 0)は ϕの鞍点 (峠点)

まず, 曲面の面積を定義する. 簡単のために, 曲面 Sは写像 f : D → Sによってパラメー
タ付けられているとする.

f(u1 + ∆u1, u2)− f(u1, u2) ≈ fu1(u1, u2)∆u1

f(u1, u2 + ∆u2)− f(u1, u2) ≈ fu2(u1, u2)∆u2

黒い曲面片の面積 ≈ 赤い平行四辺形の面積=
√
g11g22 − g2

12 ∆u1∆u2

そこで次のように定義する:

定義 2.19. 写像 f : D → Sによってパラメータ付けられた曲面 Sの面積A(S)を

A(S) =

∫
D

√
g11g22 − g2

12 du1du2

によって定義する. dA =
√
g11g22 − g2

12 du1du2とおき, Sの面積要素とよぶ.

注.
√
g11g22 − g2

12 = ||fu1 × fu2 ||

例. (1) S = {(x, y, ϕ(x, y))} z = ϕ(x, y)のグラフ
f(x, y) = (x, y, ϕ(x, y))

fx = (1, 0, ϕx), fy = (0, 1, ϕy), fx × fy = (−ϕx,−ϕy, 1), ||fx × fy|| =
√
ϕ2

x + ϕ2
y + 1
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ϕ(x, y) =
√
r2 − x2 − y2のとき

ϕx =
−x√

r2 − x2 − y2
, ϕy =

−y√
r2 − x2 − y2

, ||fx × fy|| = r√
r2−x2−y2

開半球面の面積 =

∫
x2+y2<r2

r√
r2 − x2 − y2

dxdy = · · · = 2πr2

(2) f(θ, ϕ) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ)

fθ = (r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ,−r sin θ)

fϕ = (−r sin θ sinϕ, r sin θ cosϕ, 0)

fθ × fϕ = (r2 sin2 θ cosϕ, r2 sin2 θ sinϕ, r2 cos θ sin θ), ||fθ × fϕ|| = r2 sin θ

球面の面積 =

∫
0<θ<π,0<ϕ<2π

r2 sin θ = 4πr2

平均曲率は, 曲面を微小変形したときの面積の変化率と密接に関連している.

曲面 Sは上のとおりとし, Nを Sの単位法ベクトル場とする: N =
fu1 × fu2

||fu1 × fu2 ||
D′をD内の小領域とし, 0に近い実数 tに対して, ft : D

′ → R3を
ft(u1, u2) = f(u1, u2) + tN(f(u1, u2)) ((u1, u2) ∈ D′)

によって定める. S ′ = f(D′), S ′
t = ft(D

′)とおくと, S ′
tは ft : D

′ → S ′
tをパラメータ付け

とする曲面である. S ′
tの第 1基本量を (gt)ij (i, j = 1, 2)で表す: (gt)ij = 〈(ft)ui

, (ft)uj
〉

A(St) =

∫
D′

√
(gt)11(gt)22 − (gt)12 du1du2

補題 2.20.

d

dt
A(St)|t=0 = −2

∫
D′
H(f(u1, u2))

√
g11g22 − g2

12 du1du2 = −2

∫
S′
H dA.

補題 2.20 により, 以下のことがいえる:

D′においてH > 0 ⇒ A(S ′
t)は tについて単調減少

D′においてH < 0 ⇒ A(S ′
t)は tについて単調増加

D′においてH = 0 ⇒ A(S ′
t)はほぼ一定

補題 2.20 の証明.

(ft)ui
= fui

+ t(N ◦ f)ui

(gt)ij = 〈(ft)ui
, (ft)uj

〉

= 〈fui
+ t(N ◦ f)ui

, fuj
+ t(N ◦ f)uj

〉

= 〈fui
, fuj
〉+ t〈fui

, (N ◦ f)uj
〉+ t〈(N ◦ f)ui

, fuj
〉+ t2〈(N ◦ f)ui

, (N ◦ f)uj
〉

...
∂

∂t
(gt)ij|t=0 = 〈fui

, (N ◦ f)uj
〉+ 〈(N ◦ f)ui

, fuj
〉

= −I(fui
,Σ(fuj

))− I(Σ(fui
), fuj

)

= −II(fuj
, fui

)− II(fui
, fuj

)

= −2hij

16



∂

∂t
((gt)11(gt)22 − (gt)12

2)|t=0 = −2h11g22 + g11(−2h22)− 2g12(−2h12)

= −2(h11g22 + g11h22 − 2g12h12)

...
∂

∂t

√
(gt)11(gt)22 − (gt)12

2|t=0 =
1

2
(g11g22 − g12

2)−1/2(−2)(h11g22 + g11h22 − 2g12h12)

= −g22h11 + g11h22 − 2g12h12√
g11g22 − g12

2
= −2H

√
g11g22 − g12

2

...
d

dt

∫
D′

√
(gt)11(gt)22 − (gt)12

2 du1du2|t=0 =

∫
D′

∂

∂t

√
(gt)11(gt)22 − (gt)12

2|t=0 du1du2

= −2

∫
D′
H
√
g11g22 − g12

2 du1du2

�

石鹸膜 Sは, その境界を張る曲面の中で面積が極小であり, とくに, Sの境界を変えない微
小変形 Stに対して,

d

dt
A(St)|t=0 = 0が成り立つ. そして, このことから石鹸膜の平均曲率

は恒等的に零であることが分かる. 平均曲率が零の曲面は極小曲面とよばれる.

2.5. ガウスの驚きの定理.

まず, 曲面 S上の曲線の長さから, 第 1基本量が復元できることをみる.

γ : [a, b]→ SをS上の曲線とし, その像C = γ([a, b])を含む開集合Uが写像 f : D → Uに
よって局所パラメータ付けられているとする.

このとき, D内の曲線 γ0 : [a, b]→ Dで γ = f ◦ γ0 となるものが存在する (cf. 補題 2.4).

γ0(t) = (u1(t), u2(t))とすると γ(t) = f(u1(t), u2(t))

L(γ) =

∫ b

a

||γ′(t)|| dt

γ′(t) = fu1(u1(t), u2(t))u1
′(t) + fu2(u1(t), u2(t))u2

′(t)

||γ′||2 = 〈fu1u1
′ + fu2u2

′, fu1u1
′ + fu2u2

′〉 = g11u1
′2 + 2g12u1

′u2
′ + g22u2

′2

よって, 次の補題が示された.

補題 2.21.

L(γ) =

∫ b

a

(
g11(u1(t), u2(t))u1

′(t)
2
+ 2g12(u1(t), u2(t))u1

′(t)u2
′(t)

+g22(u1(t), u2(t))u2
′(t)

2
)1/2

dt

補題の公式から分かること: S上の曲線の長さから, 第 1基本量を復元することができる.

説明. (u0, v0) ∈ Dを固定し, 任意の実数 a, bに対してD内の曲線
γ0 : [0, T ]→ D; t 7→ (u0 + at, v0 + bt)を考え, γ = f ◦ γ0とおく. 補題の公式により

L(γ) =

∫ T

0

(g11(u0 + at, v0 + bt)a2 + · · · )1/2 dt

17



d

dT
L(γ)|T=0 = g11(u0, v0)a

2 + 2g12(u0, v0)ab+ g22(u0, v0)b
2)1/2

例えば a = 1, b = 0とすれば, 右辺 = g11(u0, v0)
1/2.

S上の 2次元人は, 測量によって, S上の曲線の長さをいくらでも正確に求めることができ
る. したがって, 彼らは第 1基本量を原理的に求めることができる.

定理 2.22 (ガウスの驚きの定理). 曲面 Sのガウス曲率K は第 1基本量のみによって決
まる.

定理の驚くべき点
(i) Kがその定義においてより重要にみえる第２基本量に依存していない.

(ii) Kが曲面 S上の 2次元人にも認識され得る. (第 1基本量を原理的に求めることがで
きるから.)

言い換えれば, Kは, Sを器の空間R3から切り離しても (つまり, 補空間R3 \ Sを忘れて
も)意味を持つ. ⇒ リーマン幾何学, 一般相対性理論
このような性質・量は内在的であるといい, そうでないとき外在的であるという. 平均曲
率は外在的である.

定理 2.22 の証明.

定義 2.23. S上の接ベクトル場Xと v ∈ TpSに対して

∇vX = Π(DvX) = DvX− 〈DvX,N(p)〉N(p) ∈ TpS

と定義する. ここで, Π: TpR3 → TpSは直交射影である. ∇vXのことを Xの v方向への
接共変微分とよぶ.

補題 2.24. Yを S上のベクトル場, Xを S上の接ベクトル場, ϕを S上の C∞級関数,

v ∈ TpSとする. このとき以下の等式が成り立つ:

(i) Dv(ϕY) = (v · ϕ)Y(p) + f(p)DvY.

(ii) ∇v(ϕX) = (v · ϕ)X(p) + f(p)∇vX.

証明. 定義に基づいて計算すればよい. �

以下, Sの局所パラメータ付け f : D → U をとり, U において考える. また, S上のベクト
ル場Yと f との合成Y ◦ f を記法の簡潔のためにYで表す. (あるいは, U = Dと同一視
することにより, Y|U の定義域をDとみなすといってもよい.)

補題 2.25. ∇fui
fuj

= afu1 + bfu2と書くと, a, bは第 1基本量E,F,Gとそれらの偏導関
数だけで表せる.

証明. 例として, i = j = 1の場合を考える. ∇fu1
fu1 = afu1 + bfu2と書き, 両辺と fu1 , fu2

との内積を取ると,

aE + bF = 〈fu1u1 , fu1〉 =
1

2
〈fu1 , fu1〉u1 =

1

2
Eu1 ,

18



aF + bG = 〈fu1u1 , fu2〉 = 〈fu1 , fu2〉u1 − 〈fu1 , fu2u1〉

= 〈fu1 , fu2〉u1 −
1

2
〈fu1 , fu1〉u2 = Fu1 −

1

2
Eu2 .

これらを a, bについて解けばよい. �

命題 2.26 (ガウスの方程式).

(1) ∇fu1
(∇fu2

X)−∇fu2
(∇fu1

X) = I(X,Σ(fu2))Σ(fu1)− I(X,Σ(fu1))Σ(fu2).

証明.

∇fui
X = Xui

− 〈Xui
,N〉N = Xui

+ 〈X,Nui
〉N

であるから,

∇fu1
(∇fu2

X) = (∇fu2
X)u1 + 〈∇fu2

X,Nu1〉N

= [Xu2 − 〈Xu2 ,N〉N]u1 + 〈[Xu2 − 〈Xu2 ,N〉N],Nu1〉N

= Xu2u1 − 〈Xu2u1 ,N〉N− 〈Xu2 ,Nu1〉N− 〈Xu2 ,N〉Nu1 + 〈Xu2 ,Nu1〉N

= Xu2u1 − 〈Xu2u1 ,N〉N + 〈X,Nu2〉Nu1 .

したがって,

∇fu1
(∇fu2

X)−∇fu2
(∇fu1

X) = I(X,Σ(fu2))Σ(fu1)− I(X,Σ(fu1))Σ(fu2).

�

X = fu1とし, (1)の両辺と fu2との内積をとると

I(∇fu1
(∇fu2

fu1)−∇fu2
(∇fu1

fu1), fu2)

= I(fu1 ,Σ(fu2))I(Σ(fu1), fu2)− I(fu1 ,Σ(fu1))I(Σ(fu2), fu2)(2)

= II(fu1 , fu2)I(fu1 , fu2)− II(fu1 , fu1)II(fu2 , fu2)

= h2
12 − h11h22.

あとは最左辺が内在的であることを示せばよい.

命題 2.27. (2)の最左辺は, 第 1基本量E,F,Gとそれらの 2階までの偏導関数だけで表
せる.

証明. ∇fu2
fu1 = afu1 + bfu2 と書くと, 補題 2.25により, a, bは第 1基本量E,F,Gとそ

れらの偏導関数だけで表せる.

∇fu1
(∇fu2

fu1) = ∇fu1
(afu1 + bfu2)

= (a ◦ f)u1fu1 + a∇fu1
fu1 + (b ◦ f)u1fu2 + b∇fu1

fu2 .

再び補題 2.25を使うことにより結論が従う. �
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3. ガウス・ボンネの定理

3.1. 準備 (曲線の測地曲率, グリーンの公式).

Sを R3内の曲面とし, f : D → U を Sの局所パラメータ付けとする. γ : [a, b] → Sを S

上の曲線で像がUに含まれるものとし, γのパラメータ sは弧長パラメータであるとする.

このとき, D内の曲線 γ0 : [a, b]→ Dで γ = f ◦ γ0 となるものが存在する (cf. 補題 2.4).

注. 一般には, sは γ0の弧長パラメータではない.

定義 3.1. t(s) = γ′(s), n(s) = N(γ(s)), ng(s) = n(s)× t(s)とおく. ({t(s),ng(s),n(s)}
は Tγ(s)R3の正規直交基底である.) このとき, t′(s)は ng(s)と n(s)の一次結合として表さ
れるが, ng(s)の係数を κg(s)とおいて γの γ(s)における測地曲率 (geodesic curvature)と
よぶ: κg = 〈t′(s),ng(s)〉 = 〈γ′′(s),ng(s)〉.

注. {t(s),ng(s)}は Tγ(s)Sの正規直交基底であり, ng(s)は Tγ(s)Sにおいて t(s)を「反時
計回り」に 90◦回転したものに他ならない.

定義 3.2. 曲線 γの全測地曲率 (total geodesic curvature)は,∫
γ

κg ds =

∫ b

a

κg(s) ds

として定義される.

命題 3.3 (グリーンの定理). γ0 : [a, b]→ R2をR2上の単純閉曲線とし, 領域R0を囲む
とする. また, P , Qを (R0 ∪ γ0を含む領域上の) C∞級関数とする. このとき,∫

γ0

(Pu′ +Qv′) dt

(
=

∫ b

a

(P (u(t), v(t))u′(t) +Q(u(t), v(t))v′(t)) dt

)
=

∫
R0

(Qu − Pv) dudv

(グリーンの公式)が成り立つ.

3.2. ガウス・ボンネの定理 (局所版).

定理 3.4. γを U に含まれる単純閉曲線とし, 領域Rを囲むとする. このとき,∫
R

K dA = 2π −
∫

γ

κg ds

が成り立つ.

証明. U 上の長さ 1の接ベクトル場 e1をとる (例えば e1 = fu/
√
E). e2 = N× e1とおく

と, U の各点 pに対して, {e1(p), e2(p)} は TpSの正規直交基底である. e1の長さが 1なの
で, ∇fue1は e1に直交する接ベクトルであり,1 したがって

∇fue1 = Pe2, ∇fve1 = Qe2

1補題 2.12 (3)により,

0 = v · 〈e1, e1〉 = 2〈Dve1, e1〉 = 2〈∇ve1, e1〉.
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をみたす関数 P,Qが存在する. このとき, グリーンの公式の左辺は∫
γ0

(Pu′ +Qv′) ds =

∫
γ0

(u′〈∇fue1, e2〉+ v′〈∇fve1, e2〉) ds

=

∫
γ0

〈u′∇fue1 + v′∇fve1, e2〉 ds

=

∫
γ0

〈e′
1, e2〉 ds

=

∫
γ0

(κg − θ′) ds

=

∫
γ0

κg ds− 2π

となる. ここで, e′
1 = Dγ′e1, γ

′ = fuu
′ + fvv

′に注意. また, 最後から 2番目の等号で次の
補題を使った.2

補題.

κg = 〈e′
1, e2〉+ θ′

(補題の証明) t = γ′とし, t = cos θe1 + sin θe2と書く. すると

t′ = − sin θθ′e1 + cos θe′
1 + cos θθ′e2 + sin θe′

2, 〈t′, e2〉 = cos θ〈e′
1, e2〉+ cos θθ′

となる. 一方, 測地曲率の定義により

〈t′, e2〉 = 〈κgng, e2〉 = κg〈n× t, e2〉 = κg〈cos θe2 − sin θe1, e2〉 = κg cos θ

であるから, 直前の式と合わせて補題の等式を得る.3 �

グリーンの公式の右辺を計算するために,

∇fv(∇fue1) = ∇fv(Pe2) = Pve2 + P∇fve2 = Pve2 + P (−Qe1)

に注意する.4 u, vの役割を入れ替えて得られる式を書き, 辺々引くと

∇fv(∇fue1)−∇fu(∇fve1) = (Pv −Qu)e2

を得る. 一方, ガウスの方程式 (命題 2.26)により

∇fu(∇fve1)−∇fv(∇fue1) = I(e1,Σ(fv))Σ(fu)− I(e1,Σ(fu))Σ(fv)

である. 右辺はベクトル 3重積の公式

(a× b)× c = 〈a, c〉b− 〈b, c〉a

2
∫

γ0

θ′ ds = 2πは γ0 が単純閉曲線であることによる. 詳細は講義中に説明する.

3cos θ = 0のときは若干注意が必要である. ẽ1 = cosαe1 + sinαe2 として証明中の議論を繰り返すと,
cos(θ − α)(〈ẽ′1, ẽ2〉+ θ′ − κg) = 0 を得る. あとは 〈ẽ′1, ẽ2〉 = 〈e′1, e2〉に注意すればよい.

4∇fve1 = Qe2 から∇fve2 = −Qe1 が従う. 何故なら, 脚注 3と同様に

0 = fv · 〈e1, e2〉 = 〈∇fve1, e2〉+ 〈e1,∇fve2〉

だから.
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により−(Σ(fu) × Σ(fv)) × e1に等しく, Σ(fu) × Σ(fv) = λNと書けるから, 結局右辺は
−λN× e1 = −λe2に等しい. λを計算する.

N = fu × fv/||fu × fv|| = fu × fv/
√
g11g22 − g12

2

であるから,

λ
√
g11g22 − g12

2 = 〈Σ(fu)× Σ(fv), fu × fv〉

であり, 右辺は「スカラー 4重積の公式」

〈a× b, c× d〉 = 〈a, c〉〈b,d〉 − 〈a,d〉〈b, c〉5

により
I(Σ(fu), fu)I(Σ(fv), fv)− I(Σ(fu), fv)I(Σ(fv), fu) = h11h22 − h12

2

に等しい. したがって,

λ = (h11h22 − h12
2)/
√
g11g22 − g12

2 = K
√
g11g22 − g12

2

となる. 以上により, 結局

Qu − Pv = −K
√
g11g22 − g12

2

となり, グリーンの公式の右辺は∫
R0

(Qu − Pv) dudv = −
∫

R0

K
√
g11g22 − g12

2 dudv = −
∫

R0

K dA

となる. �

曲線 γが「曲三角形」(γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3)の場合, θは三つの頂点の各々において, 外角 δi

だけジャンプする. したがって, 上の証明における
∫

γ0

θ′ ds = 2πのところは, 次で置き換

えられる: ∫
γ0

θ′ ds =
3∑

i=1

∫
γ0i

θ′ ds = 2π −
3∑

i=1

δi =
3∑

i=1

αi − π.

ここで, αi = π − δiは内角である. よって, 次の定理を得る.

定理 3.5. U に含まれる曲三角形 γの内角を αiとすると,∫
R

K dA =
3∑

i=1

αi − π −
∫

γ

κg ds

が成り立つ.

5

左辺 = det(a,b, c× d) = det(c× d,a,b) = 〈(c× d)× a,b〉 =
〈
〈c,a〉d− 〈d,a〉c,b

〉
=右辺

あるいは

右辺 = 〈(a× b)× c,d〉 = det(a× b, c,d) = det(c,d,a× b) = 〈c× d,a× b〉 =左辺
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例. (1) 平面三角形の場合, 0 =
3∑

i=1

αi − πとなる. すなわち, 内角の和は πである.

(2) 単位球面上の球面三角形 (大円で囲まれる)の場合, K = 1, κg = 0であるから,

A(ABC) = ∠A+ ∠B + ∠C − π

となる.

κg = 0の説明: γ(s) = (cos s, sin s, 0) (赤道線)の場合, t = γ′ = (− sin s, cos s, 0), t′ =

(− cos s,− sin s, 0) = −n.

前述への補足. 1. グリーンの定理に関する訂正. R0の境界のパラメータ付け γ0は, R0

の内部が進行方向の左手になるようにとってあるものとする.

例. γ0(t) = (cos t, sin t) (0 ≤ t ≤ 2π), P (u, v) = v, Q(u, v) = −u とすると,∫
γ0

P du+Qdv =

∫ 2π

0

(sin t · (cos t)′ − cos t · (sin t)′) dt = −2π,

(半時計回りにすると 2πになる.)∫
R0

(Qu − Pv) dudv =

∫
R0

(−2) dudv = −2π.

2.

∫
γ

θ′ ds = 2πに関する補足.

3.3. ガウス・ボンネの定理 (大域版).

定理 3.6. 曲面 Sがコンパクトならば, Sは「三角形分割」をもつ.

定義 3.7. コンパクトな曲面 Sの三角形分割が与えられたとし, v, e, f を頂点, 辺, 面の
個数とする. このとき, 整数値 χ(S) = v − e+ f のことを Sのオイラー標数とよぶ.

注. χ(S)は Sの三角形分割の仕方に依らないことが知られている.

例. (1) χ(S2) = 2. (四面体で計算.)

(2) χ(T 2) = 0. (18個の三角形に分けて計算.)

(3) Σn (n ≥ 2)を n人乗りの浮き輪とすると, χ(Σn) = 2− 2n. (ハンドルを一つ接着する
ごとにオイラー標数は 2だけ減少する. 何故なら, 面が二つ減少し, 辺と頂点が三つずつ
減少するから.)

定理 3.8. コンパクトで向き付け可能な曲面 Sに対して,∫
S

K dA = 2πχ(S)

が成り立つ.
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証明. Sの三角形分割に現れる面 (中身のつまった曲三角形)を T (1), · · · , T (f)とすると,∫
S

K dA
def
=

f∑
j=1

∫
T (j)

K dA

であり, 右辺の各項に定理 3.4を適用すると∫
T (j)

K dA =
3∑

i=1

(α(j))i − π −
∫

γ(j)

κg ds

となる.

Sの三角形分割に現れる辺は, いずれもちょうど二つの面によって共有される. そこで, 二
つの面 T (j), T (k)の共有する辺を c(jk)とし, 辺のパラメータ付けを γ

(j)
i , γ

(k)
i′ とする. γ

(j)
i

と γ
(k)
i′ は互いの向きを逆にする再パラメータ付けであるから,

∫
γ
(j)
i

κg ds +

∫
γ
(k)

i′

κg ds = 0

が成り立ち, すべての面にわたって和をとることにより
f∑

j=1

∫
γ(j)

κg ds = 0 を得る.

v, e, f で三角形分割に現れる頂点, 辺, 面の個数を表す. 以上の議論により,∫
S

K dA =

f∑
j=1

3∑
i=1

(α(j))i − πf = 2πv − πf

を得る. ここで, 各頂点における内角の和が 2πであることを用いた.

三角形分割の各面は三つの辺をもつが, 一方, 各辺はちょうど二つの面に属するので, 3f =

2e, −f = 2f − 2eが成り立つ. したがって上式は∫
S

K dA = 2πv + π(2f − 2e) = 2π(v − e+ f) = 2πχ(S)

となる. �

系 3.9. コンパクトで向き付け可能な曲面 Sのガウス曲率がいたるところ非負であれば,

Sは球面に同相である. したがって, トーラス, n (≥ 2)人乗りの浮き輪に同相な曲面は,

必ずガウス曲率が負になる点をもつ.
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