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9.1 群

本節は ， 教科書 4.2.1節の 前半 (pp.168–170) に 対応す る ．

定義 9.1 A を 集合と し， f を A×A か ら A へ の 関 数， す なわ ち A上の 2変数関 数と す る ．

こ の と き ， f を 集合A上の 2項演 算 (binary operation) と 呼ぶ ． �

定義 9.2 f を 集合A上の 2項演 算と し， A′ を Aの 部分集合と す る ． も し， 全て の a1, a2 ∈ A′

に 対し f(a1, a2) ∈ A′ が 成立す る なら ば ， A′ は f に 対して 閉じ て い る (closed) と 言う ． �

NOTE: 任意 の n, m ∈ Z に 対して ， n + m, n−m, n ∗m ∈ Z が 成立す る ． そ れ ゆ え に ，

整数集合 Z は 加法 (+)， 減法 (−)， 乗法 (∗) に 対して 閉じ て い る ． 一 方， 2, 3 ∈ N で あ る

が ， 2 − 3 6∈ N で あ る ． そ れ ゆ え に 減法は 自然数集合N に 対して 閉じ て い ない ．

定義 9.3 群 (group) と は 三つ 組み 〈G, ·, e〉 の 事で あ る ． こ こ で ， G は 集合で あ り ， · は G

上の 2項演 算で あ り ， e ∈ G で あ り ， さ ら に ， 以 下の 条件を 満た す と す る ．

(G1) ∀x, y, z. (x · y) · z = x · (y · z)

(G2) ∀x. x · e = e · x = x

(G3) ∀x.∃y. x · y = y · x = e

こ こ で ， e を · の 単位 元 (unit element) と 呼び ， (G3) に お け る x, y に 対し， y を x の 逆 元

(inverse element) と 呼ぶ ． 特に ， G が 有限集合の と き 群 〈G, ·, e〉 を 有限群 (finite group) と

呼ぶ ． なお ， 2項関 係 · は しば しば 省略さ れ る ． ま た ， 群 〈G, ·, e〉 を 単に G で 記 す こ と も

多い ． �

定義 9.4 以 下の 条件を 満た す 群 〈G, ·, e〉 を 可換 群 (commutative group) ま た は ア ー ベ ル

群 (Abelian group) と 呼ぶ ．

(G4) ∀x, y. x · y = y · x �

命題 9.5 群 〈G, ·, e〉 に お い て e は 只一 つ の 単位 元で あ る ， す なわ ち ， ∀x. xe′ = e′x = x な

ら ば e = e′．

証明 e と 異 る 単位 元 e′ が 存在す る と 仮定す る ． e は 単位 元なの で ee′ = e′． e′ も 単位 元な

の で ee′ = e． よ っ て ， e = e′ と なり 矛盾． �

命題 9.6 〈G, ·, e〉 を 群と し， x ∈ G と す る ． x の 逆 元は 只一 つ 存在す る ．
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証明 (G3) よ り 少なく と も 1 つ の 逆 元は 存在す る ． あ る x が 2 つ の 逆 元 y, z を 持つ と 仮定

す る と ，

y = ye = y(xz) = (yx)z = ez = z

と なり 矛盾． よ っ て ， 任意 の x ∈ G は 只一 つ の 逆 元を 持つ ． �

定義 9.7 命題 9.6 よ り 逆 元が 一 意 に 存在す る こ と を ふま え ， x の 逆 元を x−1 で 記 す ． なお ，

ア ー ベ ル 群を 取り 扱 う と き に は ， しば しば 群の 演 算を 表す 記 号と して + を 用い る が ， こ

の と き は x の 逆 元を −x と 記 す 事が 多い ． �

命題 9.8 〈G, ·, e〉 を 群と す る ． こ の と き ， 以 下が 成立．

(1) e−1 = e (2) (x · y)−1 = y−1 · x−1 (3) (x−1)−1 = x

証明 演 習課題に 残す ． �

9.2 群の 準同型写像

本節は ， 教科書 4.2.1節の 後半 (pp.170–171) に 対応す る ．

定義 9.9 〈G, ·, e〉 と 〈G′, ∗, e′〉 を 群と す る ． G か ら G′ へ の 写像 φ が 準同型写像 (homomor-

phism) で あ る と は 以 下の 関 係が 成立す る こ と で あ る ．

φ(x · y) = φ(x) ∗ φ(y) for all x, y ∈ G

特に ， 全単射な準同型写像を 同型写像 (isomorphism) と 呼ぶ ．

逆 に ， 群 〈G, ·, e〉か ら 群 〈G′, ∗, e′〉へ 準同型写像が 存在す る と き ， 群 〈G, ·, e〉と 群 〈G′, ∗, e′〉は
準同型 (homomorphism) で あ る と い う ． ま た ， 同型写像が 存在す る と き 同型 (isomorphism)

で あ る と い い ， 〈G, ·, e〉 ∼= 〈G′, ∗, e′〉 で 記 す ． �

命題 9.10 φ を 群 〈G, ·, e〉 か ら 群 〈G′, ∗, e′〉 へ の 準同型写像と す る ． こ の と き ， 以 下が 成立．

(1) φ(e) = e′ (2) φ(x)−1 = φ(x−1)

証明

(1) φ(e) = e′ ∗ φ(e) (G2) よ り

= (φ(e)−1 ∗ φ(e)) ∗ φ(e) (G3) よ り

= φ(e)−1 ∗ (φ(e) ∗ φ(e)) (G1) よ り

= φ(e)−1 ∗ φ(e · e) φが 準同型写像で あ る こ と よ り

= φ(e)−1 ∗ φ(e) (G2) よ り

= e′ (G3) よ り

57



(2) φ(x)−1 = φ(x)−1 ∗ e′ (G2) よ り

= φ(x)−1 ∗ φ(e) (1) よ り

= φ(x)−1 ∗ φ(x · x−1) (G3) よ り

= φ(x)−1 ∗ (φ(x) ∗ φ(x−1)) φが 準同型写像で あ る こ と よ り

= (φ(x)−1 ∗ φ(x)) ∗ φ(x−1) (G1) よ り

= e′ ∗ φ(x−1) (G3) よ り

= φ(x−1) (G2) よ り �

9.3 部分群

本節は ， 教科書 4.2.2節の 前半 (pp.171–173) に 対応す る ．

定義 9.11 〈G, ·, e〉 を 群と す る ． あ る G の 部分集合H に た い し， 〈H, ·, e〉 が 群と なる と き
〈H, ·, e〉 を 〈G, ·, e〉 の 部分群 (subgroup) で あ る と い う ． �

命題 9.12 〈G, ·, e〉 を 群と し， H を G の 空で ない 部分集合と す る ． こ の と き ， 〈H, ·, e〉 が
〈G, ·, e〉 の 部分群で あ る こ と と 以 下の 2条件が 成立す る こ と と は 必要十分で あ る ．

(S1) H が · で 閉じ て い る ， す なわ ち 任意 の H の 元 x, y に 対し x · y ∈ H と なる ．

(S2) x ∈ Hなら ば x−1 ∈ H．

証明 〈H, ·, e〉 が 〈G, ·, e〉 の 部分群で あ る と き は ， 〈H, ·, e〉 は 群なの で 明ら か に (S1),(S2) は

成立す る ．

(S1),(S2) が 成立す る と して ， 〈H, ·, e〉 が 群で あ る こ と を 示す ． 性質 (S1) よ り ， · は H上の

２ 項関 係で あ る ． (G1),(G2) は 明ら か に 成立し， 性質 (S2) よ り (G3) が 成立す る こ と も 明

ら か ． よ っ て ， e ∈ H を 示せ ば 証明は 完 成す る ．

H は 空で ない の で ， あ る x ∈ H が 存在． 性質 (S2) よ り ， x−1 ∈ H． 性質 (S1) よ り ， e =

x · x−1 ∈ H． よ っ て ， e ∈ H． �

命題 9.13 〈G, ·, e〉 を 群と し， H を G の 空で ない 有限部分集合と す る ． こ の と き ， 〈H, ·, e〉
が 〈G, ·, e〉 の 部分群で あ る こ と と 以 下の 条件が 成立す る こ と と は 必要十分で あ る ．

(S1) H が · で 閉じ て い る ， す なわ ち 任意 の H の 元 x, y に 対し x · y ∈ H と なる ．

証明 命題 9.12 を 考え て ， 性質 (S2) を 成立す る こ と を 示せ ば 十分． 以 下で は x ∈ H と し

x−1 ∈ H を 示す ．

x, x2, x3, · · · を 考え る ． 性質 (S1) よ り x, x2, x3, · · · は 全て H の 元． ま た ， H は 有限集合な

の で ， x, x2, x3, · · · の 中に は 同じ 元が 含 ま れ る ， す なわ ち ， あ る 整数m, nが 存在して m < n

か つ xm = xn． こ の 両辺に x−1 を m回掛け る こ と に よ り e = xn−m を 得る ． n − m = 1 の

と き は x = eなの で ， x−1 = e が H に 存在． n − m > 1 の と き は x−1 = xn−m−1 が H に 存

在す る ． よ っ て ， 性質 (S2) が 成立す る ． �
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定義 9.14 φを 群 〈G, ·, e〉か ら 群 〈G′, ∗, e′〉へ の 準同型写像と す る ． Im(φ) = {φ(a) | a ∈ G}
を φ の 像 (image) と 呼び ， Ker(φ) = {a ∈ G | φ(a) = e′} を φ の 核 (kernel) と 呼ぶ ． �

命題 9.15 φを 群 〈G, ·, e〉か ら 群 〈G′, ∗, e′〉へ の 準同型写像と す る ． こ の と き ， 〈Ker(φ), ·, e〉
は 〈G, ·, e〉 の 部分群で あ り ， 〈Im(φ), ∗, e′〉 は 〈G′, ∗, e′〉 の 部分群で あ る ．

証明 命題 9.12 を 用い て 証明す る ．

• 〈G, ·, e〉 に 対し 〈Ker(φ), ·, e〉 が 性質 (S1),(S2) を 満た す こ と を 示す ．

(S1) x, y ∈ Ker(φ) と す る ． Ker の 定義 よ り φ(x) = φ(y) = e′． φ は 準同型写像な

の で ， φ(x · y) = φ(x) ∗ φ(y) = e′ ∗ e′ = e′． よ っ て ， x · y ∈ Ker(φ)．

(S2) x ∈ Ker(φ) と す る ． Ker の 定義 よ り φ(x) = e′． 命題 9.10(2) よ り ， φ(x−1) =

φ(x)−1 = e′−1 = e′． よ っ て ， x−1 ∈ Ker(φ)．

• 〈G′, ∗, e′〉 に 対し 〈Im(φ), ∗, e′〉 が 性質 (S1),(S2) を 満た す こ と を 示す ．

(S1) x′, y′ ∈ Im(φ) と す る ． Im の 定義 よ り ， あ る x, y ∈ G が 存在して φ(x) = x′ か

つ φ(y) = y′． φ は 準同型写像なの で ， φ(x · y) = φ(x) ∗ φ(y) = x′ ∗ y′． よ っ て ，

x′ ∗ y′ ∈ Im(φ)．

(S2) x′ ∈ Im(φ) と す る ． Im の 定義 よ り ， あ る x ∈ G が 存在して φ(x) = x′． 命題

9.10(2) よ り ， φ(x−1) = φ(x)−1 = x′−1． よ っ て ， x′−1 ∈ Im(φ)． �

9.4 位 数と ラ グラ ン ジェの 定理

本節は ， 教科書 4.2.2節の 後半 (pp.173–176) に 対応す る ．

定義 9.16 〈G, ·, e〉 を 有限群と す る ． G の 元の 個数 |G| を こ の 群の 位 数 (order) と 呼ぶ ． �

補題 9.17 〈G, ·, e〉 を 群と し， 〈H, ·, e〉 を そ の 部分群と す る ． こ の と き ， 以 下で 定義 さ れ る
G上の 関 係は 同値関 係に なる ．

x ∼H y
def⇐⇒ x · y−1 ∈ H

証明

(反射性) x · x−1 = e ∈ H よ り x ∼H x．

(対称性) x ∼H y と す る ． ∼H の 定義 よ り x · y−1 ∈ H． こ こ で ， 命題 9.8 と 性質 (G3) よ り

y · x−1 = (y−1)−1 · x−1 = (x · y−1)−1 ∈ H

よ っ て ， y ∼H x．

(推移 性) x ∼H y か つ y ∼H z と す る ． ∼H の 定義 よ り x · y−1 ∈ H か つ y · z−1 ∈ H． 性

質 (G1) よ り (x · y−1) · (y · z−1) ∈ H． ま た ， (x · y−1) · (y · z−1) = x · z−1． よ っ て ，

x · z−1 ∈ H， す なわ ち ， x ∼H z． �
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定義 9.18 〈G, ·, e〉 を 群と し， 〈H, ·, e〉 を そ の 部分群と す る ． 同値関 係∼H に よ る 同値類を

〈G, ·, e〉 の 〈H, ·, e〉 に よ る 剰余類 (coset) と 言う ． ま た ， 商集合G/∼H を G/H で 記 す ． �

定理 9.19 (ラ グラ ン ジェ(Lagrange) の 定理) 〈G, ·, e〉 を 有限群と し， 〈H, ·, e〉 を そ の 部分
群と す る ． こ の と き ， 〈H, ·, e〉 の 位 数は 〈G, ·, e〉 の 位 数の 約数で あ る ，

証明 ∼H に よ る 任意 の 剰余類 C に 対し |C| = |H| と なる 事を 示す ． こ の 事実が 示さ れ る
と ， 剰余類の 全体は G の 直和分解を 与え る の で |H| が |G| の 約数と なる 事が 導か れ る ．
最初に ， a ∈ Cなら ば H · a = C と なる 事を 示す (た だ し， H · a def

== {h · a | h ∈ H})．

x ∈ C ⇐⇒ x ∼H a

⇐⇒ x · a−1 ∈ H

⇐⇒ ∃h ∈ H. x · a−1 = h

⇐⇒ ∃h ∈ H. x = h · a
⇐⇒ x ∈ H · a

ま た ， 任意 の a ∈ C と h1, h2 ∈ H に 対し， h1 = h2 ⇐⇒ h1 · a = h2 · a で あ る の で

|H| = |H · a| が 成立． 以 上よ り |C| = |H · a| = |H| が 得ら れ る ． �

定義 9.20 〈G, ·, e〉 を 有限群と し， a ∈ G と す る ． an = e と なる 最小の 正整数 n を a の 位

数 (order) と 呼ぶ ． �

定理 9.21 〈G, ·, e〉 を 有限群と し， a ∈ G と す る ． こ の と き ， a の 位 数は 定義 可能で あ り ，

さ ら に 〈G, ·, e〉 の 位 数の 約数と なる ．

証明 A = {a0, a1, a2, . . .} と す る (た だ し， a0 = e と 考え る )． 任意 の am, an ∈ A に 対し

aman = am+n ∈ A で あ る の で ， 命題 9.13 よ り 〈A, ·, e〉 は 部分群． よ っ て ， 定理 9.19 よ り

|A| は |G| の 約数．
ま た ， G は 有限なの で A も 有限． よ っ て ， あ る 整数m, n が 存在して m < n か つ am = an．

両辺に a−1 を m回掛け る こ と に よ り e = an−m を 得る ． す なわ ち ， a の 位 数は 定義 可能．

こ こ で ， a の 位 数を k と す る ． こ の と き 明ら か に A = {a0, a1, . . . , ak−1}． あ る 整数m, n が

存在して 0 ≤ m < n < k か つ am = an と 仮定す る と ， an−m = e か つ 0 < n − m < k と な

る の で ， k の 最小性に 矛盾． よ っ て ， |A| = k． よ っ て ， k は |G| の 約数． �

9.5 い ろ い ろ な群

本節は ， 教科書 3.3節の 中程 (pp.136–137) を 含 む ．

い ろ い ろ な群と は 言っ て い る が ， 本節で は Zn と Z×
p で 記 さ れ る ２ つ の 重要な群の みを 紹

介す る に 留め る ．

定義 9.22 集合Zn を {0, 1, . . . , n− 1} で ， 集合Z×
n を {1, . . . , n− 1} で 定義 す る ． 集合Zn

上の 2項演 算⊕n と ⊗n を 以 下で 定義 す る ．

x ⊕n y
def
== (x + y) mod n

x ⊗n y
def
== xy mod n �
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命題 9.23 任意 の 正整数 n に 対し， 〈Zn,⊕n, 0〉 は 群に なる ．

証明 性質 (G1) と (G2) が 成立す る こ と は 明ら か ． よ っ て ， 性質 (G3)， す なわ ち 逆 元の 存

在を 示せ ば 十分． x ∈ Zn と す る ． こ の と き ， n − x ∈ Zn か つ x ⊕n (n − x) = (x + (n −
x)) mod n = n mod n = 0． よ っ て ， n − x は x の 逆 元． �

命題 9.24 任意 の 正整数 p に 対し以 下が 成立．

p が 素数 ⇐⇒ 〈Z×
p ,⊗p, 1〉 が 群

証明

• p を 合成数と す る ． こ の と き ， あ る 整数m, n が 存在して 1 < m, n < p か つ p = mn．

一 方， m, n ∈ Z×
p か つ m⊗p n = mn mod p = 0 6∈ Z×

p で あ る の で ， ⊗p は Z×
p に 閉じ

て ない ． す なわ ち ， 〈Z×
p ,⊗p, 1〉 は 群で ない ．

• p を 素数と す る ．

最初に ， ⊗p が Z×
p に 閉じ て い る こ と を 示す ． m, n ∈ Z×

p と す る ． p は 素数なの で

(m, p) = (n, p) = 1． よ っ て ， (mn, p) = 1． よ っ て ， m ⊗p n = mn mod p 6= 0． す

なわ ち ， m ⊗p n ∈ Z×
p ．

性質 (G1),(G2) が 成立す る こ と は 明ら か ． よ っ て ， 性質 (G3)， す なわ ち 逆 元の 存在を

示せ ば 十分． x ∈ Z×
p と す る ． 補題 8.1 で 定義 した 関 数 fx : Z×

p → Z×
p を 考え る ． fx は

全射で あ っ た の で ， あ る i ∈ Z×
p が 存在して fx(i) = 1． よ っ て ， x⊗p i = xi mod p =

fx(i) = 1． よ っ て ， x−1 = i． �

定理 9.25 (フ ェル マ ー の 小定理) p を 2 以 上の 整数と し， a を a 6≡ 0 (mod p) と なる 任意

の 整数と す る ．

p が 素数 =⇒ ap−1 ≡ 1 (mod p)

証明 p が 素数で あ る の で 命題 9.24 よ り 〈Z×
p ,⊗p, 1〉 は 群． 定理 9.21 よ り a mod p の 群

〈Z×
p ,⊗p, 1〉 に お け る 位 数 k は |Z×

p | = p − 1 の 約数． よ っ て ， ak ≡ 1 (mod p)なの で ，

ap−1 ≡ 1 (mod p)． �

演 習課題

問 9.1 命題 9.8 を 示せ ． す なわ ち ， 〈G, ·, e〉 を 群と した と き ， 以 下が 成立す る こ と を 示せ ．

(1) e−1 = e (2) (x · y)−1 = y−1 · x−1 (3) (x−1)−1 = x

問 9.2 φ を 群 〈G, ·, e〉 か ら 群 〈G′, ∗, e′〉 へ の 準同型写像と す る ． こ の と き ， 次の 関 係が 成
立す る こ と を 証明せ よ ．

φが 単射 ⇐⇒ Ker(φ) = {e}

問 9.3 群 〈G, ·, e〉が ， あ る a ∈ Gに よ っ て G = {a0, a1, . . .}と 表さ れ る と き ， 巡回群 (cyclic

group) と 呼ば れ る ． 位 数が 素数に なる 群は 全て 巡回群で あ る こ と を 証明せ よ ．
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