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１１．．  単単振振子子   
  
式式((22..2255))ににおおいいてて  θθ  ををがが小小ささいい場場合合をを考考ええるる..   今今後後頻頻繁繁ににででててくくるる単単振振子子ででああるる．．  
  
  
解解をを求求めめるるににつついいてて、、ss iinn  ωωtt ななららびびにに ccooss   ωωtt がが方方程程式式をを満満足足すするるここととかからら、、説説きき起起ここししてていいるる．．よよりり一一
般般的的にに解解ききたたいい人人ににはは、、以以下下をを参参考考ににせせよよ．．ここれれがが必必ずずししもも一一般般的的なな解解法法かかどどううかかはは分分かかららなないいがが．．   
  

①①      ままずず、、  

            ((11))  

をを準準備備ととししてて知知っってておおくくこことと．．導導出出ししててみみよようう．．  

  
              ((22))  

ととおおくく．． でであありり、、分分母母のの はは ででああるる．．ここ

ここでで｜｜｜｜はは絶絶対対値値ををととるるここととをを意意味味しし、、θθがが第第１１,,22 象象限限のの場場合合はは＋＋符符号号をを、、第第 33,,44 象象限限のの場場合合ははーー符符号号
ををととるる．．((11))のの左左辺辺はは、、従従っってて、、  

              ((33))  

θθはは  

              ((44))  

でであありり、、((11))式式がが求求ままるる．．  

  

            ②②      でではは、、  

          
((55))  



をを解解くく．．  

両両辺辺にに 22 ををかかけけるるとと  

                              

ここれれはは  

                  ((66))  

でであありり、、積積分分すするるとと、、  

              ((77))  

ととななるる．．ここここでで、、 ににつついいてて考考ええるる．．  

  

((77))式式かからら はは  

                

ははととももにに正正ままたたはは００（（つつままりり、、負負ででなないい数数））ででああるる．．従従っってて、、  

              ((88))  

とと置置きき換換ええるる．．ここここでで、、 はは定定数数ででああるる．．そそししてて、、((77))式式のの左左辺辺はは常常にに正正ままたたはは００ででああるるたためめ、、  

                              
よよっってて、、  

              ((99))  

  

各各項項のの大大小小関関係係をを調調べべたた．．そそれれににももととづづいいてて((88)),,((99))式式かからら  

((1100))  

よよっってて、、  

                ((1111))  

とと表表現現でできき、、((1111))式式のの 内内はは((99))式式かからら常常にに正正ままたたはは００ででああるる．．  

  

((1111))式式をを変変形形ししよようう．．  

              ((1122))  

ととおおくくとと  

  



ととななりり、、((1122))式式のの積積分分はは  

                ((1133))  

とと書書きき直直せせるる．．((1133))式式のの左左辺辺はは、、((11))式式ででああるる．．従従っってて、、  

                    
((1144))  

((1133))式式のの右右辺辺はは  

                    ((1155))  

((1144))＝＝((1155))ででああるるののでで、、  

                  ((1166))  

ここここでで、、左左辺辺、、右右辺辺のの±±符符号号のの組組みみ合合せせはは 44 つつああるる．．  

  

●●＋＋＋＋のの組組みみ合合せせののとときき  

  

  

ccooss をを分分けけるるとと  

                  ((1177))  

ここここでで ととおおいいたた．．  

●●＋＋－－のの組組みみ合合せせののとときき  

                                      

                  ((1188))  

    ここここでで ととおおいいたた．．  

●●－－＋＋のの組組みみ合合せせののとときき  

                                    

                  ((1199))  

●●--  --のの組組みみ合合せせののとときき  

                                    

                  ((2200))  

  

解解はは  

    又又はは      

のの形形ををととるる．．  

両両者者とともも同同じじ関関数数ででああっってて、、ααももββもも定定数数でであありり、、初初期期条条件件でで決決ままるるももののででああるる．．  
  

                                          

ででああるるののでで、、求求めめたたいいθθはは  

              ((2211))  

ここここでで    

                                            



ととおおいいたた．．  

式式((22･･3322))がが導導けけたたわわけけだだ．．  

  

  

等時性（isochronism） 
 
一般に振動系における振動周期 Tが振幅に無関係な性質を等時性と云う． 
サイクロイド振り子は振幅が有限の場合でも、また、おもりがその速さに比例する抵抗を
受ける場合でも、厳密に等時性を保つ特別な振り子である．（物理学辞典より） 
 

サイクロイド振り子（cycloidal pendulum） 

次の機会に譲る.       

 

 

３ 運動方程式の積分 

重要な力学概念、運動量、角運動量、エネルギーならびに保存則を学ぶ. 教科書の説明で充分である． 

 

 

１． 運動量と力積 （運動量の保存） 

運動量 (p) ＝ 物体の「運動の勢い」とイメージしよう. 
 

dt

dp
 = F  (運動方程式：ニュートンのオリジナルな方程式の形) 

 
 
運動量 

力学を相対論まで拡張する場合、速度より運動量の方がより基本的な物理量である. (物理学辞典より) 
 

野球と・・・ 

★ 「日常の物理事典」近角聡信著に面白い記事がある. 野球などでの打球の速度について. ボールの質量をm、
バットなどの打器の質量をMとし、-v の速度で投げられたボールをV のバット速度で打った結果ボールはv’の速
度で飛んでゆく. これらのことが一直線上で起こるとする. 運動量保存則から 

-mv + MV = mv’ + MV’                             (1) 
V’は打った後のバットの速度（未知数）である. V’を求めるにはバットとボールのはねかえり係数eを知る必要があ
る. はねかえり係数は 

e = 
 v’-V’
v+V
                                     (2) 

であるが、具体的に数値を如何に求めるか（測定するか）？  
バットと同質素材の板の床を用意しh1の高さからボールを落とし、跳ね上がる高さh2を測定する. 落下運動を学ん
だ諸君には求まるはず. 答えは 

e=
1

2

h

h
 

である. h1=1 m, h2=0.5 mの場合、e=0.7 となる. 式(1)と(2)を解いてv’を得ることができる. 答えは自分で解いてみ

よ！ 



★ v’は v に比例する項とV に比例する項のふたつの項の和で表せる.  
★ V=0 の場合を考えるのが面白い. つまり、バンドする場合である. 著者はバット質量をM=2 kg、e=0.5 と設定す
る. ボールの質量はm=0.15 kgとのこと. M>>mである. v’=ev、いまの場合 v’=0.4v となる. バットを振らず当てるだ
けで投げられたボールの40%の速度で跳ね返る. これはあまりいいバンドでない. V<0、つまりバットを引くバンドをし
ないとボールの速度を殺せない.  
★ 一方、バットを振る場合. V に比例する項はほぼ (1+e)V となる. 今の場合 1.4V となる. バットを振る速さの
1.4 倍である. これが上の0.4v に加わる.  
★ 両項ともはねかえり係数が大きいほどよくボールが飛ぶことを教える. 金属バットははねかえり係数がおおきい
ためよく飛ぶのだ. これ以上は「日常の物理事典」を読まれたい. 

 

力積 

ある時間内に働いていた力の積分：
   

 
運動量の保存 

力が働かない場合（Ｆ＝０）、 

             
dp
dt
 = 0 

よって、 
p = constant： 運動量の保存 
 

 

  

２． 角運動量と力のモーメント （角運動量の保存） 
角運動量 (l  = r×p ) ＝ 物体の「回転の勢い」とイメージしよう. 

 

dt
d  l  = N 

 
力のモーメント（ N = r×F ） ← r と F の外積 

 
 

３． エネルギーと仕事 （運動エネルギーの保存） 
仕事 ← r と F の内積 

 
 

（（運運動動））エエネネルルギギーー 

物物体体やや系系がが持持っってていいるる仕仕事事ををすするる能能力力..  語語源源ははギギリリシシアア語語のの仕仕事事（（εερργγοονν））..    
1177 世世紀紀末末ににGG..WW..  vvoonn  LLeeii bbnnii zz がが mmvv22   でで物物体体のの活活力力をを表表現現しし、、力力学学的的エエネネルルギギーー保保存存則則をを把把握握ししよよううととししたた..  そそのの
後後、、GG..  CCoorrii ooll ii ss がが今今日日のの 11//22mmvv22をを運運動動エエネネルルギギーーととししたた..    
 
多くのエネルギー形態あり. 熱エネルギー、電磁気エネルギー、重力エネルギー、化学的エネルギー等など.  
 
素粒子の世界では物質は高速（光速度と比べ無視できない速さ）で運動するため、素粒子のエネルギーは運動エ
ネルギーのみを個別に扱うことができなく、質量エネルギーとまとめてmc2(1-β2)-1/2 で与えられる. (物理学辞典より
抜粋) 

 

 
 


