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４４．．２２  減減衰衰振振動動  
単単振振動動をを若若干干複複雑雑ににすするる。。    

速速度度にに比比例例すするる抵抵抗抗項項をを追追加加。。  すすででにに２２．．５５節節でで学学んんだだ粘粘性性抵抵抗抗ででああるる。。    

運運動動方方程程式式：：  mm
dd22xx
  ddtt22  ==  --kkxx  ––  22mmµµ

ddxx
  ddtt..  

両両辺辺ををｍｍでで割割るるとと、、  

dd22xx
  ddtt22  ==  --ωω00

22xx  ––  22µµ
ddxx
  ddtt..  

単単振振動動（（ωω00
22==  

kk
  mm  でであありり、、ババネネのの固固有有振振動動数数））にに粘粘性性抵抵抗抗力力（（右右辺辺第第二二項項））がが加加わわっったた。。µµ  はは比比例例係係数数ででああるる。。  

  

方方程程式式のの解解きき方方はは教教科科書書にに丁丁寧寧にに書書いいててああるる。。よよくく読読むむこことと。。固固有有振振動動数数  ωω0 0 とと抵抵抗抗係係数数  µµ  のの関関係係でで振振動動のの様様子子

がが異異ななるるここととがが理理解解ででききるるははずず。。  

((aa))  ωω00
22<<µµ22  のの場場合合のの減減衰衰振振動動はは pp..5599 のの図図 44..22 ををみみよよ。。  

  
((bb))      ωω00

22>>µµ22  のの場場合合のの過過減減衰衰（（振振動動ががなないい））のの様様子子をを下下図図  （（簡簡単単ののたためめ BB11==BB22==11  ((mm)),,  mm==ωω00 ととししたた））  にに載載せせるる。。    

減減衰衰のの様様子子はは式式((44..1199))かからら、、早早くく減減衰衰すするる項項（（指指数数関関数数のの肩肩のの数数値値がが大大ききいいもものの））ととゆゆっっくくりり減減衰衰すするる

項項ががああるるここととにに気気付付けけ。。    
  

((cc))  ωω00
22==µµ22  のの場場合合のの臨臨界界減減衰衰((振振動動ががなないい))のの様様子子をを下下図図にに載載せせるる。。  

教教科科書書ににはは自自動動扉扉ががゆゆっっくくりりとと閉閉ままるるののははここれれだだとと書書いいててああるる。。    
式式((44..2200))をを自自分分でで図図示示しし、、ここのの意意味味をを知知れれ。。    

  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

http://www.hepl.phys.nagoya-u.ac.jp/~ohshima/ohshima2.html


  

問問題題  ４４．．２２．．１１    はは面面白白いい。。  

  

「「力力学学的的エエネネルルギギーーのの変変化化をを求求めめよよ」」  とと云云ううこことと。。  

  

●●  教教科科書書 ppaaggee4488 にに記記ししててああるるよよううにに、、力力学学的的エエネネルルギギーーととはは  
（（運運動動エエネネルルギギーー））＋＋（（ポポテテンンシシャャルル・・エエネネルルギギーー））  

ででああるる。。いいままのの場場合合、、抵抵抗抗力力がが存存在在すするるたためめエエネネルルギギーーのの散散逸逸がが起起ここりり、、力力学学的的エエネネルルギギーーのの保保存存はは成成りり立立たたなな

いいここととをを知知るるこことと。。  
  
●●  ささてて、、エエネネルルギギーーのの様様子子をを考考ええててみみよようう。。  

エエネネルルギギーーととはは仕仕事事ををすするる潜潜在在的的なな能能力力ででああるる。。PPaaggee3399 ににああるるよよううにに、、運運動動方方程程式式、、つつままりり、、力力ＦＦにに速速度度 xx
．．
  ((==

ddrr
ddtt))      

をを掛掛けけてて tt  でで積積分分すするるとと仕仕事事がが求求ままるる。。  

                                                                              ((11))            

ままずず、、xx
．．

をを掛掛けけ、、変変形形すするるとと  

                                                                                ((22))            

                    ..                                                ((33))            

上上式式左左辺辺のの第第一一項項はは運運動動エエネネルルギギーー、、第第二二項項ががポポテテンンシシャャルルエエネネルルギギーーででああるる。。つつままりり、、力力学学的的エエネネルルギギーーのの時時

間間にによよるる変変化化率率をを示示ししてていいるる。。右右辺辺ががゼゼロロででああれればばエエネネルルギギーー保保存存がが成成りり立立つつがが、、いいままのの場場合合はは負負のの値値をを持持つつ。。

エエネネルルギギーーのの変変化化率率がが常常ににママイイナナススとといいううここととはは、、抵抵抗抗力力ののたためめエエネネルルギギーーをを失失いい続続けけるるここととをを云云うう。。  

充充分分長長いい時時間間がが経経ててばば、、xx  もも xx
．．
  ももゼゼロロににななりり、、((33))式式のの両両辺辺はは当当然然ゼゼロロ。。  

  
●●  ((33))式式をを  tt==00 かからら tt==TT ままでで時時間間積積分分ししててみみよようう。。左左辺辺はは  

..                      ((44))            

ここここでで、、時時間間 tt にに位位置置ななららびびにに速速度度がが xx,,  xx
．．
  ででああるるととききのの力力学学的的エエネネルルギギーーをを EE((xx,,xx

．．
;;  tt))==  

11
22  mmxx
．．

22  ++  
11
22  kkxx22  とと書書いいたた。。  

第第二二項項はは初初期期ののエエネネルルギギーーでであありり、、第第一一項項はは tt==TT ででののエエネネルルギギーー値値ででああるる。。ししたたががっってて、、負負のの値値ををももつつ。。外外部部にに仕仕

事事ををししたたとといいうう訳訳だだ。。  
右右辺辺のの積積分分はは、、  

                                                                          ((55))            

条条件件にによよりり異異ななるる  xx  （（式式((44..1177)),,  ((44..1188)),,  ((44..1199))））  をを代代入入すすれればばよよいいののだだがが、、積積分分はは大大変変複複雑雑ととななるる。。  
  

一一応応、、参参考考ままででにに（（44..1177））のの場場合合をを記記ししてておおここうう。。  
xx  をを微微分分ししてて整整理理すするるとと、、  

                                              ((66))            
ここここでで、、 。。  ここれれをを((55))にに代代入入すするるとと、、多多少少長長いい計計算算のの後後にに  



                    ((77))            

ととななるる。。 ででああるる。。  
  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  

線線形形、、  斉斉次次、、  重重ねね合合わわせせ  

  

教教科科書書 6600ppaaggee にに斉斉次次方方程程式式とと云云うう言言葉葉ががででるる。。ままたた、、すすででににどどここかかにに線線形形とといいうう言言葉葉ももああっっ

たたとと思思うう。。ここれれららはは物物理理でで非非常常にに重重要要なな重重ねね合合わわせせのの数数学学的的表表現現ででああるる。。少少しし学学んんででおおここうう。。  
  

式式（（44..2211））ののよよううにに  xx,,  ddxx
ddtt   ,,  dd22xx

ddtt22   ,,  ……..  にに関関ししてて１１次次以以上上のの項項をを含含ままなないい微微分分方方程程式式をを xx とと時時間間  

微微分分ににつついいてて  線線形形  ででああるるとといいうう。。ままたた、、次次数数はは揃揃っってていいるるたためめ、、  斉斉次次  ででああるるとといいうう。。「「斉斉」」とと

はは、、揃揃ううこことと、、等等ししいいここととをを意意味味すするる。。  同同次次（（hhoommooggeenneeoouuss））  とともも云云うう。。  一一方方、、高高次次ののべべききがが含含

ままれれるるとときき  非非線線形形  とといいうう。。  多多くくのの物物理理現現象象はは線線型型方方程程式式でで近近似似ででききるる..    
  
運運動動方方程程式式のの線線形形（（斉斉次次））方方程程式式でではは、、任任意意のの２２つつのの解解のの和和ははそそれれ自自身身がが一一つつのの解解ででああるる、、こことと

ははすすででにに ppaaggee3322 でで分分かかっったた。。非非線線形形ででははどどううかか？？  
  

例例ととししてて、、簡簡単単なな単単振振動動のの運運動動方方程程式式ををととるる。。  

..                                              ((11))  

確確かかにに、、線線形形、、斉斉次次ででああるる。。  解解ののひひととつつをを aa、、ももうう一一つつをを bb ととししよようう。。そそううすすれればば、、  

                                  ((22))  

がが解解ででああるる。。ここれれららをを足足しし合合わわせせるるとと、、  

                                        ((33))  

ととななりり、、ａａ＋＋ｂｂ  もも解解ででああるるここととはは明明ららかかででああるる。。  
      ししかかしし、、非非線線形形のの場場合合ととししてて、、  

,,                                                ((44))  

をを考考ええるるとと、、ａａ，，ｂｂ  はは解解ととししてて  ；；   をを満満足足すするるがが、、足足ししたたももののはは    

                                      ((55))  

ででああるる。。ａａ＋＋ｂｂ  がが解解ででああるるたためめににはは、、((55))式式のの右右辺辺はは  

                                                    ((66))  
ででななけけれればばななららなないい。。非非線線形形でではは二二つつのの解解のの和和はは解解ででなないいここととががわわかかるる。。ここここでではは簡簡

単単ののたためめ、、任任意意定定数数はは省省いいたた。。ｘｘ＝＝κκ11ａａ＋＋κκ22ｂｂ  （（任任意意定定数数κκ11、、κκ22））がが一一般般形形ででああるる。。  
  

ここののよよううにに任任意意のの解解のの和和はは、、物物理理的的ににはは重重ねね合合わわせせとと云云いい、、多多くくのの物物理理現現象象のの原原理理ととななるる。。  


