
1.4 収束分数列
無理数 ωの連分数展開を [a0, a1, . . . , an, . . .]とする．ωの n次収束分数 αn =

[a0, a1, . . . , an]の既約分数表示を pn
qn
とするとき，定理 1.8から数列 {pn}, {qn}

は {
p−1 = 1

q−1 = 0

{
p0 = a0

q0 = 1

{
pn = anpn−1 + pn−2

qn = anqn−1 + qn−2

(n ≥ 1)

という漸化式で定まるのであった．

定理 1.12. 上の記号のもとに，n ≥ 0に対して次が成り立つ：

(1) αn+1 − αn =
(−1)n

qn+1qn
,

(2)
1

(qn+1 + qn)qn
< |ω − αn| <

1

qn+1qn
.

(3) |ω − αn+1| < |ω − αn|

証明. (1) n ≥ 0に対して

αn+1 − αn =
pn+1

qn+1

− pn
qn

=
pn+1qn − pnqn+1

qn+1qn
=

(−1)n

qn+1qn
.

(2) ω = [a0, . . . , an, ωn+1]に対して補題 1.9を適用することで

ω − αn =
pnωn+1 + pn−1

qnωn+1 + qn−1

− pn
qn

=
−(pnqn−1 − pn−1qn)

(qnωn+1 + qn−1)qn
=

(−1)n

(qnωn+1 + qn−1)qn

が成り立つ．ここで an+1 < ωn+1 < an+1 + 1と qn+1 = an+1qn + qn−1より

qn+1 < qnωn+1 + qn−1 < qn+1 + qn

が成り立つので
1

(qn+1 + qn)qn
<

∣∣∣∣ω − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qn+1qn

を得る．
(3) (2)より

|ω − αn+1| <
1

qn+2qn+1

,
1

(qn+1 + qn)qn
< |ω − αn|
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が成り立つので
1

qn+2qn+1

<
1

(qn+1 + qn)qn

すなわち qn+2qn+1 > (qn+1 + qn)qn がいえるとよい．この不等式は qn+2 =

an+2qn+1 + qn ≥ qn+1 + qn と qn+1 > qn の辺々を掛け合わせることで得ら
れる．

定理 1.13. 無理数ω = [a0, a1, . . . , an, . . .]に対してαn = [a0, a1, . . . , an]とおく
とき limn→∞ αn = ωが成り立つ．

証明. ここで

qn − qn−1 = (an − 1)qn−1 + qn−2 ≥ qn−2 > 0

より qnは狭義単調増大列である．従って上の定理 (2)から

αn =
pn
qn

→ ω (n→ ∞)

が分かる．

さらに

α1 < α3 < α5 < · · · < ω < · · · < α6 < α4 < α2

が成り立つ．
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