
量子力学 I 講義ノート
— 2017年度後期 —

棚橋 誠治

2018/2/9版

目 次
1 はじめに 1

1.1 シュテルン・ゲルラッハ (SG)実験 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 連続した SG実験 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 SG実験と光の偏極（偏光）との類似 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4 電磁気学での偏光の理解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.5 状態の重ね合わせと SG実験 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.6 ２重スリット実験 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.7 粒子と波動関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 波動関数とシュレディンガー方程式 13

2.1 確率解釈 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 分散関係と群速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3 シュレディンガー方程式と分散関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 運動量空間での波動関数と不確定性関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.5 確率の保存と確率流 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.6 期待値 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 時間に依存しないシュレディンガー方程式 27

3.1 シュレディンガー方程式の変数分離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2 状態の時間発展 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3 箱に閉じ込められた粒子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4 エネルギー固有関数とエネルギーの測定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.5 エネルギー固有値が連続的な場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4 1次元量子力学 33

4.1 散乱問題: 段差ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.2 散乱問題: 井戸型ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.3 散乱問題: ポテンシャル障壁 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.4 パリティ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.5 束縛状態: 井戸型ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

i



4.6 束縛状態: デルタ関数ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.7 調和振動子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5 ヒルベルト空間と観測可能量 54

5.1 波動関数とヒルベルト空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.2 正規直交系とエルミート演算子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.3 完全系と観測可能量（オブザーバブル） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.4 演算子の交換関係と同時観測可能量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.5 ハイゼンベルグの不確定性関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5.6 状態の無限小変換と演算子の交換関係、解析力学との対応 . . . . . . . . . . . . . 66

5.7 状態の時間発展とシュレディンガー方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.8 シュレディンガー表示とハイゼンベルグ表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6 演算子法 72

6.1 調和振動子のエネルギー準位 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.2 調和振動子の波動関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.3 調和振動子のハイゼンベルグ表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

7 角運動量の量子化: 球面調和関数 76

7.1 ２次元の角運動量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

7.2 ３次元角運動量の交換関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

7.3 球面調和関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

7.4 球面調和関数の完全性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

8 角運動量の量子化: ３次元回転群の表現 87

8.1 昇降演算子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

8.2 Nlm の符号（球面調和関数の位相の約束） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

8.3 状態の回転変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

8.4 角運動量の行列表示と３次元回転群 SO(3)の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

9 ３次元量子力学の中心力問題 97

9.1 水素類似原子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

9.2 エネルギー準位 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

A 複素ベクトル空間と内積 105

B エルミート行列の性質 106

B.1 行列の成分表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

B.2 転置・複素共軛・エルミート共軛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

B.3 エルミート行列とユニタリー行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

B.4 エルミート行列の指数関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

B.5 量子力学との類似 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

C 散乱行列 (S-行列)と転送行列 (M-行列) 111

D ブロッホの定理 114

ii



E 直交多項式 117

E.1 エルミート多項式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

E.2 ルジャンドル多項式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

E.3 ゲーゲンバウアー多項式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

E.4 ラゲール多項式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

F コヒーレント状態 125

F.1 調和振動子の復習 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

F.2 量子ゆらぎ∆xと∆p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

F.3 コヒーレント状態 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

F.4 コヒーレント状態の性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

F.5 ベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

F.6 そのほかの最小不確定性状態 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

G 球座標・円筒座標系でのラプラシアン 134

G.1 デカルト座標系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

G.2 円筒座標系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

G.3 球座標系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

H 球座標における角運動量の微分演算子 137

H.1 ２次元極座標 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

H.2 ３次元極座標（球座標） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

H.3 (L⃗op)2 の具体形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

I 超球面調和関数と SO(4)対称性 140

I.1 超球面調和関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

I.2 4次元空間角運動量の量子化（演算子法） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

J 球ベッセル関数と３次元井戸型ポテンシャル 145

J.1 ３次元自由粒子波動関数の球座標表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

J.2 球ベッセル関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

J.3 球の内部に閉じ込められた粒子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

J.4 ３次元球対称井戸型ポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

iii



この講義を聴いていて、疑問に感じることがあれば、講義時間内に積極的に質問すること。良い
質問は、質問者だけでなく、多くの聴衆にとって有益である。（講義時間中になされた良い質問に
は、成績に特別加点を与える可能性もある。）
講義を聴いただけ、出題された演習問題を解いただけでは、量子力学を十分に理解するレベルに
は到達できない。自分にあった（できれば複数の）教科書を読みこなすなど、自主的に勉強するこ
とが望ましい。図書室には多くの量子力学の教科書が備えられているので、それらに目を通したう
えで、自分にあった教科書を購入すること。その際、薄い教科書は必要な説明が省略されているこ
とが多いので、初学者にはあまりお勧めできない。現在、

い ぎ

猪木・川合 「量子力学 I, II」が量子力
学の教科書の定番になっているようである。また、英語が原書の教科書を選択する場合、日本語訳
は翻訳が硬く読みにくいこともある。大学院では英語での読み書きが必要になるので、今のうちに
意識して英語の原書教科書を（も）読むことを勧める。電子書籍など、英語の原書の方が翻訳本に
比べて格段に安価に入手できる場合もある。

参考書 (今回の講義準備に用いる参考書)

• ガシオロウィッツ 「量子力学 I」丸善出版、林・北門 共訳
第 2版の翻訳。例題がたくさん紹介されている。昨年度は品切れになって入手しにくかった。

•
い ぎ

猪木・川合 「量子力学 I, II」講談社サイエンティフィック
日本での標準的な教科書。おすすめ。

• 桜井純 「現代の量子力学」吉岡書店、桜井明夫訳
今回の講義ではシュテルン・ゲルラッハ実験を説明の出発点とするが、このスタイルはこの
教科書にならったもの。高度な内容が含まれるので、初学者には少し難解かもしれない。今
回の講義を履修することによって、この教科書を自習できるようになることを期待している。

• S. Gasiorowicz, “Quantum Physics”, 3rd edition, John Wiley & Sons Pub.

前述のガシオロウィッツの翻訳版の原書。第３版になって豊富な例題の多くがウェブページ
に移動し、教科書自体はコンパクトになった。

• J.J. Sakurai “Modern Quantum Mechanics”, Addison-Wesley Pub.

前述の桜井の翻訳版教科書の原書。こちらも原書は第２版になっている。

• R. Shankar “Principles of Quantum Mechanics”, Springer

G30コースでの量子力学の教科書。詳しく説明されているので、英語を苦にしなければ比
較的自習しやすい。ただし、その分、読むべき分量は多い。著者の講義の様子がビデオレク
チャーとして公開されている。

参考書 (そのほか)

• 猪木・川合 「基礎 量子力学」講談社サイエンティフィック
コンサイス版の「猪木・川合」。

• 日笠健一 「量子力学」 朝倉書店
量子力学で使う最低限の式や考え方が要領よくまとめられている。説明をわかりやすくする
ためといって記述が不正確になっていることもない。ひととおり量子力学を勉強したあとで
この教科書を読むと自分の理解が鮮明になる。
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• 倉本・江澤「量子力学」朝倉書店
他のコンパクトな教科書ではあまり触れられることのない事項、たとえば、厳密に解くこと
ができる場合に存在する対称性や、ベルの不等式などの話題にも触れている。特徴のある教
科書。

• シッフ 「量子力学 上,下」井上訳、吉岡書店
演習問題が豊富。問題を解けるようになる教科書。発展的な話題も解説されている。

• メシア 「量子力学 1, 2, 3」小出・田村 訳、東京図書
量子力学のさまざまな内容が広く網羅されている教科書。

• L.I. Schiff “Quantum Mechanics”, McGraw-Hill Inc.

前述のシッフの翻訳版教科書の原書。

• D.J. Griffiths “Introduction to Quantum Mechanics”, Cambridge University Press

簡潔な記述で、量子力学の要点が整理されている。重要な事項が枠で囲まれて強調されてい
るなど、読みやすさも重視されている。基本的で量子力学を理解するのに役立つ演習問題も
数多く収集されている。おすすめ。

講義資料

• この講義ノートを名古屋大学オープンコースウェア (OCW)に置く予定。講義ノートに記載
されている数式等は板書を省略することがあるので、各自ダウンロードし、講義時にも持っ
てくること。なお、講義での説明の順番は、この講義ノートに書かれた順番にほぼ一致させ
るつもりである。次回の講義で進むと思われる箇所について、あらかじめ講義ノートにひと
とおり目を通しておくことを勧める。

演習問題／定期試験問題

• 2017年度の演習問題／定期試験問題を

http://www.eken.phys.nagoya-u.ac.jp/~tanabash/lecture/qm1-17/

に置く。演習問題を解く上で役立つ知識をこの講義ノートの付録 A～Jにまとめておくので
必要に応じて自習すること。

成績

• 定期試験による。

連絡先

• 電子メール: tanabash@eken.phys.nagoya-u.ac.jp

• 内線: 2859

• 部屋: ES719

v
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1 はじめに
1.1 シュテルン・ゲルラッハ (SG)実験
シュテルン・ゲルラッハ (Stern-Gerlach)の実験 (1922)

銀原子を非一様な磁場に一定速度で入射するとどうなるか？

N

S

Ag
?

銀原子は、スピンと呼ばれる微小な磁気双極子モーメントの自由度を持ち、磁場を感じて軌道が
曲げられる。古典力学では、

N

S

N

S

N

S

S

N

となることが予想される。
入射する銀原子の磁気双極子モーメントの方向がランダムなときはどうなるか？古典力学での予
想では、（各自、下図に書き込むこと）

N

S

screen

#events

z

実際の SG実験の結果は、（各自、下図に書き込むこと）
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N

S

screen

#events

z

この結果が意味すること：銀原子の磁気双極子モーメントの z 成分はとびとびの値を持っている
（量子化されている）。
このように磁気双極子モーメントが量子化される現象は古典力学では記述できないので、まった
く新しい記述方法（量子力学、Quantum Mechanics）が必要になる。量子力学では、物理量がと
びとびの値になる現象がしばしば起きる。
注意：z方向だけでなく、x方向や, y方向に磁場をかけて同様の実験を行っても同じように量子
化されていることがわかる。つまり、z方向が特別なのではない。

1.2 連続した SG実験
複数の SG実験を続けて行うとどうなるか？

• SGzz装置
z成分の磁気双極子モーメントを測る SG実験 (SGz装置とよぶことにする) で z方向 ↑向き
である銀原子 (Sz ↑)をあらかじめ選別してから、もう一度 SGz 装置に銀原子ビームを通し
た場合。

SG

z

Sz

b
lo
c
k

結果: Sz ↑のビームは出てくるが、Sz ↓のビームは出てこない。(あたりまえ)

• SGzx装置
z成分の磁気双極子モーメントを測る SG実験 (SGz装置とよぶことにする) で z方向 ↑向き
である銀原子 (Sz ↑)をあらかじめ選別したのち、Sz ↑であることが確定した銀原子ビームを
こんどは x成分の磁気双極子モーメントを測る SGx装置にかけた場合。

SG

z

Sz

b
lo
c
k
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結果: Sx ↑の銀原子と Sx ↓の銀原子の両方に分けられ、Sx ↑と Sx ↓で同量のビームがでて
くる。(ちょっと不思議?)

• SGzxz装置
銀原子ビームを次図のように SGz, SGx, SGzに順番にかける。

SG

z

Sz

b
lo
c
k

結果: Sz ↑と Sz ↓で同量のビームがでてくる。最初の SGz装置で、Sz ↓の銀原子はなくし
ているはずなのに、最後の段階でまた現れる。(かなり不思議??)

• SGzzx装置、SGxzz装置、SGzxzx装置について各自考えてみよう。

量子力学では、このような不思議な振る舞いが正しく記述されねばならない。

1.3 SG実験と光の偏極（偏光）との類似
偏光板を用いて、特定の方向に偏極（偏光）した光を選ぶことができる。

もちろん、斜め方向に偏極した光（“↗↙”偏極した光）を作ることもできる。

“↕” 偏極した光（“↔” 偏極した光）を SG実験での Sz ↑銀原子（Sz ↓銀原子）に対応させて考
えてみる。同様に、”↗↙”偏極した光（“↖↘” 偏極した光）を SG実験での Sx ↑銀原子（Sx ↓銀原
子）を対応させて考える。偏光板を用いて、次のような SG実験との類似実験を行おう。

• SGzz類似実験
”↕”偏極した光を作ってから、“↕”偏光板や”↔”偏光板に通す。
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結果: “↕”偏極した光はでてくるが、“↔”偏極した光はでてこない。(あたりまえ)。

• SGzx類似実験
”↕”偏極した光を作ってから、“↗↙”偏光板や”↖↘”偏光板に通す。

結果: “↗↙”偏極した光と “↖↘”偏極した光が同じ量だけでてくる。（不思議?）

• SGzxz類似実験
”↕”偏極した光を “↗↙”偏光板に通したあとで、“↕”偏光板や”↔”偏光板に通す。

結果: “↕”偏極した光と “↔”偏極した光が同じ量だけでてくる。（とても不思議??）

• SGzzx類似実験、SGxzz類似実験、SGzxzx類似実験について各自考えてみよう。

1.4 電磁気学での偏光の理解
前節では、SG実験の結果が、光の偏光の実験結果と類似していることがわかった。では、光の
偏光の実験結果は、電磁気学ではどのように理解できるだろうか？次にこのことを考えよう。
光（電磁波）の作る電場の方向として偏光を説明できる。真空中で、y方向に進む角振動数 ωの
平面波の電磁波の作る電場は

E⃗ = αz e⃗z sin (ω(t− y/c) + δz) + αxe⃗x sin (ω(t− y/c) + δx) (1.1)
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と書き表すことができる。ここで、e⃗z, e⃗xは、それぞれ z方向,x方向の単位ベクトル。cは真空中
の光の速さである。電場の向きは、光の進行方向と垂直であることに注意。αz, αx (δz, δx) は z方
向, x方向の振幅（位相）を表す。
前節の偏光板実験の “↕”を z方向にとり、“↔”を x方向に取って考える。

• “↕”偏光板の役割：
E⃗ ⇒ e⃗z(e⃗z · E⃗).

• “↔”偏光板の役割：
E⃗ ⇒ e⃗x(e⃗x · E⃗).

• “↗↙”偏光板の役割：
E⃗ ⇒ 1

2
(e⃗z + e⃗x)((e⃗z + e⃗x) · E⃗).

ここで、単位ベクトル (e⃗z + e⃗x)/
√
2 は↗↙の方向であることに注意。

• “↖↘”偏光板の役割：
E⃗ ⇒ 1

2
(e⃗z − e⃗x)((e⃗z − e⃗x) · E⃗).

ここで、単位ベクトル (e⃗z − e⃗x)/
√
2 は↖↘の方向であることに注意。

ここで、α⃗ · β⃗ は、ベクトル α⃗とベクトル β⃗ の内積を表す。
記号が煩雑になるのを避けるため、ディラックが導入したブラケット記法（Bra-Ket notation）
を使って説明しよう。この場合、

• ケット（Ket）： この節では、ベクトルを表す。例えば、

|E⃗⟩ = E⃗,

| ↕⟩ = e⃗z,

| ↔⟩ = e⃗x,

|↗↙⟩ =
1√
2
(| ↕⟩+ | ↔⟩) ,

|↖↘⟩ =
1√
2
(| ↕⟩ − | ↔⟩) ,

のように使う。

• ブラ（Bra）：ケットに作用して内積を作る操作を表す。この節では、たとえば、任意のケッ
ト |α⟩ = α⃗に対し

⟨E⃗| : ⟨E⃗|α⃗⟩ = E⃗ · α⃗,

⟨↕ | : ⟨↕ |α⃗⟩ = e⃗z · α⃗,

⟨↔ | : ⟨↔ |α⃗⟩ = e⃗x · α⃗,

⟨↗↙| : ⟨↗↙|α⃗⟩ = 1√
2
(e⃗z + e⃗x) · α⃗,

⟨↖↘| : ⟨↖↘|α⃗⟩ = 1√
2
(e⃗z − e⃗x) · α⃗,

となる作用を示す。
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ブラケット記法を用いると、偏光板の役割は

• “↕”偏光板の役割：| ↕⟩ ⟨↕ |
|E⃗⟩ ⇒ | ↕⟩⟨↕ |E⃗⟩

• “↔”偏光板の役割：| ↔⟩ ⟨↔ |
|E⃗⟩ ⇒ | ↔⟩⟨↔ |E⃗⟩

• “↗↙”偏光板の役割：|↗↙⟩ ⟨↗↙|
|E⃗⟩ ⇒ |↗↙⟩⟨↗↙|E⃗⟩

• “↖↘”偏光板の役割：|↖↘⟩ ⟨↖↘|
|E⃗⟩ ⇒ |↖↘⟩⟨↖↘|E⃗⟩

と簡潔に書き下すことができる。
ブラケット記法を用いて、SG類似実験を理解してみよう。

• SGzz類似実験

| ↕⟩⟨↕ | ↕⟩ ⟨↕ | = | ↕⟩ ⟨↕ |

となって “↕”偏光板が一枚ある場合に等しい。⟨↕ | ↕⟩ = 1に注意。

| ↔⟩⟨↔ | ↕⟩ ⟨↕ | = 0

したがって、光はでてこない。⟨↔ | ↕⟩ = 0に注意。

• SGzx類似実験

|↗↙⟩⟨↗↙| ↕⟩ ⟨↕ | = 1√
2
|↗↙⟩ ⟨↕ |

⟨↗↙| ↕⟩ = 1/
√
2に注意。
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|↖↘⟩⟨↖↘| ↕⟩ ⟨↕ | = 1√
2
|↖↘⟩ ⟨↕ |

⟨↖↘| ↕⟩ = 1/
√
2に注意。

• SGzxz類似実験

| ↕⟩⟨↕ |↗↙⟩⟨↗↙| ↕⟩ ⟨↕ | = 1

2
| ↕⟩ ⟨↕ |

⟨↕ |↗↙⟩ = ⟨↗↙| ↕⟩ = 1/
√
2 に注意。

| ↔⟩⟨↔ |↗↙⟩⟨↗↙| ↕⟩ ⟨↕ | = 1

2
| ↔⟩ ⟨↕ |

⟨↔ |↗↙⟩ = ⟨↗↙| ↕⟩ = 1/
√
2 に注意。

• SGzzx類似実験、SGxzz類似実験、SGzxzx類似実験について各自考えてみよう。

偏光板の働きを理解するための鍵は、ベクトルの重ね合わせと内積。

1.5 状態の重ね合わせと SG実験
光の偏極のときと同様の方法を使って、SG装置の振る舞いを理解するには、銀原子の Sz ↑状態
と Sz ↓状態の重ね合わせ 1 を考える必要がある。そこで、偏光のときと同様に、ディラックのブ
ラケット記法を使って、銀原子の状態を表すことにする。

• 銀原子の Sz ↑状態 : |Sz ↑⟩

• 銀原子の Sz ↓状態 : |Sz ↓⟩

1このように状態の「重ね合わせ」を考えることが、古典力学とは異なる量子力学の本質的特徴である。
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内積は
⟨Sz ↑ |Sz ↑⟩ = ⟨Sz ↓ |Sz ↓⟩ = 1, ⟨Sz ↑ |Sz ↓⟩ = ⟨Sz ↓ |Sz ↑⟩ = 0.

SG実験と偏光との対応

Sz ↑銀原子 ⇔ “↕”偏光, Sz ↓銀原子 ⇔ “↔”偏光

Sx ↑銀原子 ⇔ “↗↙”偏光, Sx ↓銀原子 ⇔ “↖↘”偏光

に注意すると、銀原子の Sx ↑状態と Sx ↓状態は

|Sx ↑⟩ = 1√
2
(|Sz ↑⟩+ |Sz ↓⟩) ,

|Sx ↓⟩ = 1√
2
(|Sz ↑⟩ − |Sz ↓⟩) ,

であることが期待される。
この解釈では、銀原子の磁気双極子モーメントの任意の状態は、|Sz ↑⟩と |Sz ↓⟩との重ね合わせ
の状態

|S⟩ = |Sz ↑⟩sz↑ + |Sz ↓⟩sz↓ (1.2)

で書き表される。ここで、sz↑と sz↓は |sz↑|2 + |sz↓|2 = 1 となる複素数。（複素数とせねばならな
い事情については、演習問題 1-2を参照。）同じ状態 |S⟩は、|Sx ↑⟩と |Sx ↓⟩との重ね合わせの状
態としても

|S⟩ = |Sx ↑⟩sx↑ + |Sx ↓⟩sx↓, (1.3)

と書き表すことができるはずで、重ね合わせの係数 sx↑, sx↓ は(
sx↑

sx↓

)
= T

(
sz↑

sz↓

)
, T =

1√
2

(
1 1

1 −1

)

と計算できる（各自、確かめてみよ）。
この解釈で、SG実験の結果を正しく説明できることを、具体的に見てみよう。

• Sz ↑だけを通過させる SGz装置の役割: |Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ |

SG

z

Sz

b
lo
c
k

• Sz ↓だけを通過させる SGz装置の役割: |Sz ↓⟩ ⟨Sz ↓ |

SG

z

Sz

b
lo
c
k

• Sx ↑だけを通過させる SGx装置の役割: |Sx ↑⟩ ⟨Sx ↑ |
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SG

x

Sx

b
lo
c
k

• Sx ↓だけを通過させる SGx装置の役割: |Sx ↓⟩ ⟨Sx ↓ |

SG

x

Sx

b
lo
c
k

であることに着目する。これより

• SGzz装置

SG

z

Sz

b
lo
c
k

|Sz ↑⟩⟨Sz ↑ |Sz ↑⟩⟨Sz ↑ | = |Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ |,

|Sz ↓⟩⟨Sz ↓ |Sz ↑⟩⟨Sz ↑ | = 0.

• SGzx装置

SG

z

Sz

b
lo
c
k

|Sx ↑⟩⟨Sx ↑ |Sz ↑⟩⟨Sz ↑ | = 1√
2
|Sx ↑⟩ ⟨Sz ↑ |,

|Sx ↓⟩⟨Sx ↓ |Sz ↑⟩⟨Sz ↑ | = 1√
2
|Sx ↓⟩ ⟨Sz ↑ |.

• SGzxz装置
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SG

z

Sz

b
lo
c
k

|Sz ↑⟩⟨Sz ↑ |Sx ↑⟩⟨Sx ↑ |Sz ↑⟩⟨Sz ↑ | = 1

2
|Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ |,

|Sz ↓⟩⟨Sz ↓ |Sx ↑⟩⟨Sx ↑ |Sz ↑⟩⟨Sz ↑ | = 1

2
|Sz ↓⟩ ⟨Sz ↑ |.

• SGzzx装置、SGxzz装置、SGzxzx装置について各自考えてみよう。

となり、SG実験の結果を正しく説明できる。

1.6 ２重スリット実験
前節までで、SG実験の結果を説明しようとすると、状態の「重ね合わせ」を考えねばならない
ことを説明した。状態の「重ね合わせ」の概念の必要性を示すもうひとつの実験結果（２重スリッ
ト実験）を紹介しよう。
1989年に外村彰らは、次図のように点状の電子線源から、ひとつづつ電子を発射させ、２重スリット
を通過させたあとで、スクリーンのどこの場所に当たったかを調べる実験を行った。この実験について
は、印象的な写真とビデオがhttp://www.hitachi.com/rd/portal/highlight/quantum/#anc04

（日立製作所のウェブページ）に置いてある。

電子源

２重スリット スクリーン

電子はひとつづつスクリーンに到達し、実験開始直後にスクリーンにあたった電子の場所は、写真
aや写真 b（ハイパーテキスト）の白点のようになる。ここで、写真 bは写真 aよりも後の時刻に
取ったデータであり、より多くの電子が到達している。これらの写真を見ると、ひとつひとつの電
子がスクリーン上の各点に到達しており、電子がたしかに粒子として振舞っていることがわかる。、
スクリーンで位置を測定した時点で、その位置が点として確定している。
しかしながら、より長い時間の記録（スクリーン上の電子の到達場所）を写真にすると写真 cや
写真 d（ハイパーテキスト）のようになり、明らかな干渉縞が現れ、なんらかの意味で電子が波動
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として振る舞うことが明らかになった。この間、電子はひとつづつ発射されており、この装置のな
かで同時に存在する電子の数はひとつだけであったことに注意すること。

1.7 粒子と波動関数
前節の実験の結果から、電子が位置の確定した点として、つまり粒子としての性質を持つととも
に、干渉縞という波動としての性質を併せ持つことが可視化された。では、この結果が、状態の
「重ね合わせ」でどのように理解できるかを考えてみよう。
電子の位置 2 が座標 xに確定した状態を

|x⟩

と書くことにする。式 (1.2)や式 (1.3) で見たように、一般の状態は、線形独立な状態の「重ね合
わせ」である。座標 xは連続的な変数なので、式 (1.2)や式 (1.3)での和の代わりに積分で「重ね

2 この節以降、しばらくの間、波動関数を考えるときに、空間は x 方向 1 次元だけを考えることにする。y 方向、z 方
向まで含めて３次元に拡張することは容易である。
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合わせ」を書き下すと、一般の状態 3 |ψ⟩ を

|ψ⟩ =
∫
dx |x⟩ψ(x),

で表すことができる。ここで、ψ(x)は波動関数と呼ばれる「重ね合わせ」の係数である。量子力学
では、位置が確定した粒子としての性質は状態 |x⟩が受け持ち、波動として性質は波動関数 ψ(x)

が受け持っている。
演習問題 1-2で見るように、重ね合わせの係数 (波動関数) ψ(x)は一般的には複素数である。位
置が確定した状態の内積を

⟨x′|x⟩ = δ(x− x′)

として、状態 |ψ⟩同士の内積を考えてみよう。ここで δ(x− x′)はディラックのデルタ関数である。
ディラックのデルタ関数は、任意の関数 f(x)に対し∫ ∞

−∞
dx δ(x− x′)f(x) = f(x′)

となる性質を持つ。
内積 ⟨ψ|ψ⟩が正定値の実数となるように、ブラ ⟨ψ| は波動関数 ψの複素

きょうやく

共軛 4 を取って

⟨ψ| =
∫
dx′ψ∗(x′)⟨x′|

とする。つまり、内積が

⟨ψ1|ψ2⟩ =
∫
dx

∫
dx′ ψ∗

1(x
′)ψ2(x)⟨x′|x⟩ =

∫
dxψ∗

1(x)ψ2(x)

となるようにしておく。従って、⟨ψ1|ψ2⟩の複素共軛は

(⟨ψ1|ψ2⟩)∗ = ⟨ψ2|ψ1⟩

であることを注意しておく。上記の内積の定義から

⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0

を示すことは容易である。
区間 x0 < x < x1 に粒子を見出す測定装置の役割は∫ x1

x0

dx′|x′⟩⟨x′|

で与えられる。つまり、∫ x1

x0

dx′|x′⟩⟨x′|ψ⟩ =
∫ x1

x0

dx′
∫
dx|x′⟩⟨x′|x⟩ψ(x) =

∫ x1

x0

dx |x⟩ψ(x)

である。
3 |ψ⟩ という記号は、電子の位置が ψ に確定した状態という意味では使っていないことに注意。この講義ノートで状態

を |⋆⟩ の形のケット記号で表すとき、⋆ の部分が x、 あるいは x′ 等であるときは、粒子の位置が x あるいは x′ 等に確
定した状態を表すものとし、⋆ の部分が ψ、あるいは ψ′, u, u′, · · · であるときは、波動関数が ψ(x)、あるいは ψ′(x),
u(x), u′(x), · · · である状態を表すものとしている。混乱しないように注意すること。

4 「共役」という表記は「共軛」の代用（「軛」が常用漢字ではないため）。「軛」の音読みは「ヤク」（呉音）または「ア
ク」（漢音）。訓読みは「くびき」。したがって、「共軛」を「きょうえき」と発音してはならない。「軛（くびき）」は、牛車
で複数の牛を横につなぐ棒のことを意味するらしい。転じて、数学でふたつの量がセットになっているときに使われる漢
字である。「共役」という語で代用すると、このニュアンスが伝わりにくく、しばしば誤読を誘発する。そこで、この講義
ノートでは「共軛」と書くことにする。
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2 波動関数とシュレディンガー方程式
2.1 確率解釈
真空中の光の伝播の場合は、電場の大きさの自乗 E⃗2が伝播する光の強度に比例する。ブラケッ
ト記法では、この量は

⟨E⃗|E⃗⟩ = E⃗2

と書ける。 “↕”偏光板 (| ↕⟩⟨↕ |)を通った後の電場は

| ↕⟩⟨↕ |E⃗⟩

と書けることに注意すると、そのときの光の強度は

⟨E⃗| ↕⟩⟨↕ | ↕⟩⟨↕ |E⃗⟩ = ⟨E⃗| ↕⟩⟨↕ |E⃗⟩

のように ⟨⋆|⋆⟩の形で書けることがわかる。
SG実験での対応を考えよう。銀原子はひとつづつ SG装置を通過するので、ビーム強度は考え
ることができない。⟨⋆|⋆⟩ によって与えられるのは、SG実験の場合は、銀原子の通過確率である
と考えられる。たとえば、状態

|S⟩ = |Sz ↑⟩sz↑ + |Sz ↓⟩sz↓

の銀原子が Sz ↑だけを通過させる SGz装置

|Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ |

SG

z

Sz

b
lo
c
k

を通過する確率は、この状態に |Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ | を作用させた状態が |Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ |S⟩ = |Sz ↑⟩sz↑ で
あることから、

⟨S|Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ |Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ |S⟩ = ⟨S|Sz ↑⟩ ⟨Sz ↑ |S⟩ = |sz↑|2

で与えられる。同様に Sz ↓だけを通過させる SGz装置

|Sz ↓⟩ ⟨Sz ↓ |

SG

z

Sz

b
lo
c
k

を通過する確率は

⟨S|Sz ↓⟩ ⟨Sz ↓ |Sz ↓⟩ ⟨Sz ↓ |S⟩ = ⟨S|Sz ↓⟩ ⟨Sz ↓ |S⟩ = |sz↓|2

で与えられる。ただし、もともとの SGz装置
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SG

z

Sz

は、銀原子を Sz ↑か Sz ↓のどちらかの状態に必ず決定するので、確率の和は

|sz↑|2 + |sz↓|2 = 1

を満たさねばならない 5。
同様の考察を波動関数 ψ(x) で表される状態 6

|ψ⟩ =
∫ +∞

−∞
dx|x⟩ψ(x)

について行なってみよう。区間 x0 < x < x1 のどこかに粒子を見出す測定装置の役割が∫ x1

x0

dx′|x′⟩ ⟨x′|

だったことを思い出すと、この測定装置を通過後の状態は∫ x1

x0

dx′|x′⟩ ⟨x′|ψ⟩ =

∫ +∞

−∞
dx

∫ x1

x0

dx′|x′⟩ ⟨x′|x⟩ψ(x)

=

∫ +∞

−∞
dx

∫ x1

x0

dx′|x′⟩δ(x− x′)ψ(x)

=

∫ x1

x0

dx |x⟩ψ(x)

である。つまり、区間 x0 < x < x1 のどこかに粒子を見出す確率は∫ x1

x0

dx′
∫ x1

x0

dx⟨x′|x⟩ψ∗(x′)ψ(x) =

∫ x1

x0

dx′
∫ x1

x0

dxδ(x− x′)ψ∗(x′)ψ(x)

=

∫ x1

x0

dxψ∗(x)ψ(x)

で与えられる。
このことから、

P (x) = |ψ(x)|2 = ψ∗(x)ψ(x)

が確率密度を表すことがわかる。つまり、

P (x)dx

は、xから x+ dxまでの微小区間に粒子を見出す確率である。
とくに x0 = −∞, x1 = +∞の場合は、この区間のどこかにはかならず粒子が存在するはずなの
で、確率は 1 でなければならない。つまり、波動関数は、条件

1 =

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x)|2

5 実は、このことを説明せずに 1 章で既にこの事実を使っていた。
6 ここでは、特定の時刻 t について考えることとし、時間変数 t をあらわに書かない。
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を満たさねばならない。この条件は、波動関数の規格化条件と呼ばれる。
規格化されていない波動関数 ψ(x)が与えられた場合、もし、積分∫ +∞

−∞
dx |ψ(x)|2

が有限の値を持てば、定数倍 (N 倍)

ψnorm(x) = Nψ(x),

N =
1√∫ +∞

−∞
dx |ψ(x)|2

することで規格化された波動関数 ψnorm を構成するのは容易である。
状態

|ψ⟩ =
∫
dx|x⟩ψ(x)

が、ふたつの状態
|ψ1⟩ =

∫
dx|x⟩ψ1(x), |ψ2⟩ =

∫
dx|x⟩ψ2(x)

の重ね合わせで
|ψ⟩ = c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩, ψ(x) = c1ψ1(x) + c2ψ2(x)

のように書けるとき、確率密度は

|ψ(x)|2 ̸= |c1|2|ψ1(x)|2 + |c2|2|ψ2(x)|2

であることに注意しよう。正しい確率密度は

|ψ(x)|2 = |c1|2|ψ1(x)|2 + |c2|2|ψ2(x)|2 + 2Re (c1c
∗
2ψ1(x)ψ

∗
2(x))

を計算せねばならない。この式の最後の項を干渉項と呼び、２重スリット実験で干渉縞があらわれ
る起源となっている。

2.2 分散関係と群速度
1次元の複素数の波動で x方向正の向きに進む平面波

ψk(x, t) = Aei(kx−ωt) +Be−i(kx−ωt) (2.1)

を考える。ここで kは波数であり、波長 λを用いて k = 2π/λ と書ける。また、ω > 0は角振動数
であり、振動数 ν を用いて ω = 2πν で与えられる。
平面波 (2.1)が、なんらかの波動方程式（tと xの偏微分方程式）の解であるとすると、角振動
数 ω は、波数 k の関数

ω = ω(k) (2.2)

になる。この関係 (2.2)を分散関係 (dispersion relation) と呼ぶ。例えば、真空中の光（電磁波）の
で ん ぱ

伝播の場合は、cを光速として
ω = |k|c
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となり分散関係は線形になっている。
平面波のように無限に拡がった波動ではなく、有限の領域に局在する波動で、遠方からはあたか
も点粒子のように見える波（波束）を構成してみよう。そのために次のような平面波の重ね合わせ
を考える。

ψ(x, t) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
A(k)ei(kx−ωt). (2.3)

ここで波数 kの関数 A(k)は
A(k) = e−α(k−k0)

2/2

で与えられる。αは正の実数とする。下図のように、|A|2 は波数空間で k0を中心とし幅 2/
√
α 程

度に拡がっていることに注意。

1

k

1/e

 k

2/sqrt(alpha)

0

時刻 t = 0での ψを具体的に求めてみる。（各自、チェックしてみよ。）

ψ(x, 0) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
A(k)eikx

=

∫ +∞

−∞

dk

2π
exp

[
−α
2
(k − k0)

2 + ikx
]

=

∫ +∞

−∞

dk

2π
exp

[
−α
2

(
k − k0 − i

x

α

)2
− x2

2α
+ ik0x

]
=

1√
2πα

exp

(
− x2

2α

)
eik0x. (2.4)

上の式の最終行の式変形で、ガウス積分の公式∫ +∞

−∞
dXe−X2

=
√
π

を用いた。ψ(x, 0)の実数部をプロットすると
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となって x = 0近辺に局在した波束になっていることがわかる。空間での波束の拡がりをもう少し
見やすくするために

|ψ(x, 0)|2

|ψ(0, 0)|2
= exp

(
−x

2

α

)
.

をプロットすると

1

0

1/e

x

2 sqrt(alpha)

が得られ、x = 0近辺に 2
√
αの拡がりを持っていることがわかる。

この波束において、波数空間 k での拡がり ∆k ∼ 2/
√
α と座標空間 (実空間)x での拡がり

∆x ∼ 2
√
α が反比例していること

∆k ·∆x ∼ 4

の帰結をあとで議論するので覚えておくこと。
次に、式 (2.3)で与えられる波束が時刻 t > 0でどのように振る舞うかを考えてみよう。そのた
めには、分散関係 ω(k)を具体的に与える必要があるが、ここでは、k = k0の近傍でテイラー展開

ω(k) = ω0 + (k − k0)vg +
1

2
(k − k0)

2β + · · · ,

ω0 = ω(k0), vg =
dω

dk

∣∣∣∣
k=k0

, β =
d2ω

dk2

∣∣∣∣
k=k0

,

の２次までで近似して計算してみよう。このとき、

kx− ωt ≃ (k0x− ω0t) + (k − k0)(x− vgt)−
1

2
(k − k0)

2βt
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であることを使うと

ψ(x, t) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
A(k)ei(kx−ωt)

≃ ei(k0x−ω0t)

∫
dk

2π
exp

[
−α
2
(k − k0)

2 + i(k − k0)(x− vgt)−
i

2
βt(k − k0)

2

]
= ei(k0x−ω0t)

∫
dk

2π
exp

[
−1

2
(α+ iβt)

(
k − k0 − i

x− vgt

α+ iβt

)2

− 1

2

(x− vgt)
2

α+ iβt

]

=
1√
2π

1√
α+ iβt

ei(k0x−ω0t) exp

(
−1

2

(x− vgt)
2

α+ iβt

)
(2.5)

が得られる。ここで、最後の行の式変形でガウス積分の公式を用いた。
空間での波束の拡がりの様子をより見やすくするために、

|ψ(x, t)|2

|ψ(0, 0)|2
=

√
α2

α2 + β2t2
exp

[
−α(x− vgt)

2

α2 + β2t2

]
(2.6)

と式変形する。式 (2.6)からわかることは以下の通りである。

• 時刻 tでの波束の中心 (絶対値が最大になる場所)は x = vgt であり、この波束は速度 vg で
移動している。

vg =
dω

dk

∣∣∣∣
k=k0

(2.7)

を波束の群速度 (group velocity)と呼ぶ。

• 時刻 tでの波束の拡がりは
√
α+ β2t2/α に比例している。つまり、波束は時間と共にその

幅が拡がっていく。例外は、真空中の電磁波の伝播のように分散関係が線形の場合、つまり

β =
d2ω

dk2

∣∣∣∣
k=k0

(2.8)

で与えらえる β がゼロのときであり、このとき、波束は群速度 vg でそのまま形を変えずに
移動していく。

このように分散関係 ω = ω(k) が波束の伝播の様子を決定することがわかる。

2.3 シュレディンガー方程式と分散関係
前々節では、波動関数の絶対値二乗

|ψ(x, t)|2

が確率密度を与えることを説明した。波動関数 ψ(x, t) の時間変化、つまり、その時間微分

∂

∂t
ψ(x, t)

を決定する方程式があれば、波動関数 ψ が記述する粒子の量子力学的な運動を計算することがで
きる。そのような方程式はシュレディンガー方程式 (Schrödinger equation)と呼ばれ、自由粒子の
場合は

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) (2.9)
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で与えられる。ここで、定数 ℏ は、プランク定数 7 と呼ばれる物理定数である。プランク定数の
物理次元は角運動量と同じ（長さ ×運動量）である。精密測定によってその値は

ℏ = 1.054 571 726(47)× 10−34 J s

であることが知られている。ここで (47)は最後の２桁に対する誤差を表す。平面波

ψ(x, t) = ei(kx−ωt) (2.10)

に対し、
ℏωψ(x, t) = iℏ

∂

∂t
ψ(x, t), ℏkψ(x, t) = −iℏ ∂

∂x
ψ(x, t), (2.11)

であることから、自由粒子のシュレディンガー方程式 (2.9)は分散関係

ℏω =
ℏ2

2m
k2 (2.12)

を与えることがわかる。
前節では、波数空間で k = k0 にピークをもつ波束を作ったとき、座標空間での波束の移動の速
度が、群速度

vg =
dω

dk

∣∣∣∣
k=k0

(2.13)

で与えられることを見た。自由粒子のシュレディンガー方程式の分散関係 (2.12)を用いて群速度
を計算すると

vg =
ℏk
m

(2.14)

が得られる。群速度 (2.14)は質量mの自由粒子の確率密度が最大となる場所の移動速度であるこ
とに注意。古典力学での質量mの自由粒子の速度

v =
p

m
(2.15)

と式 (2.14)を比較すると、古典力学での運動量 pと波動関数の波数 kの間に

p⇔ ℏk (2.16)

の対応関係があることが見て取れる。このことから、分散関係 (2.12)と、古典力学でのエネルギー・
運動量関係式

E =
p2

2m
(2.17)

との間の対応関係
E =

p2

2m
⇔ ℏω =

ℏ2

2m
k2 (2.18)

を読み取ることができ、エネルギー E と波動関数の角振動数 ωとの間の対応関係

E ⇔ ℏω (2.19)

が得られることになる。

7 h = 2πℏ をプランク定数と呼び、ℏ を換算プランク定数と呼ぶ場合もある。量子力学の問題を解く上で、h ではなく
ℏ を基本定数だと考える方が計算がやりやすい。
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今まで見てきたことを逆方向に使うと、対応関係

E ⇔ ℏω ⇔ iℏ
∂

∂t
, (2.20)

p⇔ ℏk ⇔ −iℏ ∂

∂x
, (2.21)

を仮定することで、自由粒子のシュレディンガー方程式 (2.9) が、古典力学でのエネルギー・運動
量関係式 (2.17) から導かれることになる。
ポテンシャル V (x)中の粒子の運動を表す波動関数の満たす方程式は、

E =
p2

2m
+ V (x)

に対して前述の対応関係を用いて、

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t) (2.22)

であると考えられる。式 (2.22)はポテンシャル中の 1粒子の量子力学を記述するシュレディンガー
方程式 8 になっている。

2.4 運動量空間での波動関数と不確定性関係
これまでは位置が確定した状態 |x⟩の重ね合わせ

|ψ⟩ =
∫
dx |x⟩ψ(x) (2.23)

として状態 |ψ⟩を考えてきた 9。波動関数として平面波

ψ(x) =
1√
2πℏ

eipx/ℏ

を選ぶと、これは波数が k = p/ℏに確定した波である。運動量と波数の関係から、この波動関数で
表される状態

|p⟩ = 1√
2πℏ

∫ +∞

−∞
dx |x⟩ eipx/ℏ (2.24)

は、運動量が pに確定した状態 10 である。位置が確定した状態から運動量が確定した状態をつく
る操作は、おおむねフーリエ変換に対応していることがわかる。運動量が確定した状態の内積は

⟨p′|p⟩ =
1

2πℏ

∫ +∞

−∞
dx′
∫ +∞

−∞
dx ⟨x′|x⟩ ei(px−p′x′)/ℏ

=
1

2πℏ

∫ +∞

−∞
dx′
∫ +∞

−∞
dx δ(x− x′) ei(px−p′x′)/ℏ

=
1

2πℏ

∫ +∞

−∞
dx ei(p−p′)x/ℏ

= δ(p− p′)

8 より正統的な「量子化」の手続きでのシュレディンガー方程式の導入は、5.7 節で触れることになる。
9 この節でも特定の時刻 t のみについて考えることとし、時間変数 t をあらわに書かない。

10 12 ページの脚注 3 での注意に加えて、今後、状態を表す記号 |⋆⟩ の ⋆ の部分が p、または p′ 等であるときには、運
動量が p、または p′ 等に確定した状態を表すことにする。
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が得られる。式 (2.24)とは逆に、運動量が確定した状態 |p⟩を用いて、位置が確定した状態 |x⟩を
書き表すことも容易である（逆フーリエ変換に対応する）。

|x⟩ = 1√
2πℏ

∫ +∞

−∞
dp |p⟩ e−ipx/ℏ. (2.25)

実際に、式 (2.25)が成り立つことを、式 (2.25)の右辺に (2.24)を代入して、各自、確かめてみよ。
状態 (2.23)の積分変数を x′ に書き直し

|ψ⟩ =
∫
dx′ |x′⟩ψ(x′)

ブラ ⟨x|を作用させると

⟨x|ψ⟩ =

∫
dx′⟨x|x′⟩ψ(x′)

=

∫
dx′δ(x′ − x)ψ(x′)

= ψ(x)

が得られる。つまり、波動関数 ψ(x)は ⟨x|ψ⟩に他ならない。波動関数の複素共軛は

⟨ψ| =
∫
dx′ ψ∗(x′) ⟨x′|

と |x⟩との内積を取って
⟨ψ|x⟩ = ψ∗(x)

となる。同様に、状態 (2.23)にブラ ⟨p|を作用させると

⟨p|ψ⟩ =
1√
2πℏ

∫
dx

∫
dx′ e−ipx/ℏ⟨x|x′⟩ψ(x′)

=
1√
2πℏ

∫
dx e−ipx/ℏψ(x)

= ψ̃(p)

が得られる。ここで、ψ̃(p)は

ψ̃(p) =
1√
2πℏ

∫
dx e−ipx/ℏψ(x) (2.26)

で定義される関数で、これは本質的に波動関数のフーリエ変換に他ならない。式 (2.26)は運動量
空間での波動関数と呼ばれ、もとの状態 |ψ⟩は、運動量空間での波動関数 ψ̃を用いて

|ψ⟩ =
∫
dp |p⟩ ψ̃(p) (2.27)

のように表示することもできる。
⟨ψ|p⟩ = ψ̃∗(p)

を示すことも容易である。
表式 (2.23)と (2.27)が、xと pの入れ替えについて対称的であることに注意すること。また、

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩, ψ̃(p) = ⟨p|ψ⟩ (2.28)
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も対称的である。座標空間での波動関数 ψ(x)を使う代わりに、運動量空間の波動関数 ψ̃(p)を使っ
ても、同じように状態を指定することができる。
最後に、座標空間での波動関数の拡がりと運動量空間での波動関数の拡がりの間の関係について
コメントしておこう。
座標空間での波動関数が

ψ(x) = C exp

(
− (x− x0)

2

2α

)
eip0x/ℏ

であり座標空間での波動関数の拡がりが

∆x ∼ 2
√
α

のとき、運動量空間の波動関数は、

ψ̃(p) =
1√
2πℏ

∫
dxe−ipx/ℏψ(x)

= C ′ exp
(
− α

2ℏ2
(p− p0)

2
)
e−i(p−p0)x0/ℏ, C ′ =

√
α

ℏ
C

であり、その拡がりは
∆p ∼ 2ℏ√

α

と計算できる。つまり、座標空間での波動関数の拡がりと運動量空間での波動関数の拡がりは反比
例している。

∆x∆p ∼ 4ℏ.

これは 2.2節で見た波数空間での波束の拡がりと座標空間での波束の拡がりとの間の関係と本質的
に同じものであり、ハイゼンベルグの不確定性関係からの帰結である。ハイゼンベルグの不確定性
関係に関するより精密な議論は、5.5節で行う。

2.5 確率の保存と確率流
これまでに、2.1節で波動関数が規格化されねばならないことを見た。2.3節ではシュレディン
ガー方程式が導入され、波動関数がどのように時間発展するかを考えた。時刻 t = 0で規格化され
ていた波動関数

1 =

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x, t = 0)|2

が、シュレディンガー方程式 (2.22) による時間発展の結果、t ̸= 0では規格化条件

1 =

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x, t)|2

を満たさなくなる虞れはないのだろうか？以下ではこのことを調べていこう。そのため

iℏ
d

dt

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x, t)|2 = iℏ

d

dt

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x, t)ψ(x, t)

=

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x, t)

[
iℏ
∂

∂t
ψ(x, t)

]
−
∫ +∞

−∞
dx

[
−iℏ ∂

∂t
ψ∗(x, t)

]
ψ(x, t)

(2.29)
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を考える。シュレディンガー方程式とその複素共軛

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t),

−iℏ ∂
∂t
ψ∗(x, t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V ∗(x)

]
ψ∗(x, t),

を用いると、式 (2.29)は

iℏ
d

dt

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x, t)|2 =

∫ +∞

−∞
dx

[
ℏ2

2m

[(
∂2

∂x2
ψ∗
)
ψ − ψ∗

(
∂2

∂x2
ψ

)]
+ (V − V ∗)ψ∗ψ

]
と変形できる。ここで質量mは実数であるとした。さらに(

∂2

∂x2
ψ∗
)
ψ − ψ∗

(
∂2

∂x2
ψ

)
=

∂

∂x

[(
∂

∂x
ψ∗
)
ψ − ψ∗

(
∂

∂x
ψ

)]
であることに注意してこの式を計算していくと

iℏ
d

dt

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x, t)|2 =

ℏ2

2m

∫ +∞

−∞
dx

∂

∂x

[(
∂

∂x
ψ∗
)
ψ − ψ∗

(
∂

∂x
ψ

)]
+

∫ +∞

−∞
dx (V − V ∗)ψ∗ψ

=
ℏ2

2m

[(
∂

∂x
ψ∗
)
ψ − ψ∗

(
∂

∂x
ψ

)]∣∣∣∣
x=+∞

− ℏ2

2m

[(
∂

∂x
ψ∗
)
ψ − ψ∗

(
∂

∂x
ψ

)]∣∣∣∣
x=−∞

+

∫ +∞

−∞
dx (V − V ∗)ψ∗ψ. (2.30)

波束で考えたように、波動関数が有限の領域に局在していると考えると式 (2.30)の表面項 (x = ±∞
の項)はゼロになる。したがって、

iℏ
d

dt

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x, t)|2 =

∫ +∞

−∞
dx (V − V ∗)ψ∗ψ

が得られ、ポテンシャル V (と質量m)が実数であれば

iℏ
d

dt

∫ +∞

−∞
dx |ψ(x, t)|2 = 0,

言い換えると、確率が保存されていることがわかる。つまり、t = 0で波動関数が規格化されてい
れば、t ̸= 0での規格化は、シュレディンガー方程式を満たす限り自動的なのである。
以降では、質量 m とポテンシャル V はいつも実数であると仮定する。
全体の確率は保存するが、確率密度

P (x, t) = ψ∗(x, t)ψ(x, t)

は時間と共に変化することに注意しよう。実際、シュレディンガー方程式を用いて

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
j(x, t), j(x, t) =

ℏ
2im

(
ψ∗
(
∂

∂x
ψ

)
−
(
∂

∂x
ψ∗
)
ψ

)
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と計算できる。空間３次元の場合は、

∂

∂t
P (x⃗, t) = −∇⃗ · j⃗(x⃗, t), j⃗(x⃗, t) =

ℏ
2im

(
ψ∗(∇⃗ψ)− (∇⃗ψ∗)ψ

)
(2.31)

と書ける。⃗j(x⃗, t)（あるいは j(x, t)）は、確率の流れを表すベクトル量であり、確率流（probability

current）と呼ばれる。
電荷密度 ρ(x⃗, t)と電流密度 j⃗(x⃗, t)を用いて電磁気での電荷保存則が

∂

∂t
ρ(x⃗, t) + ∇⃗ · j⃗(x⃗, t) = 0

のように書けたことを思い出そう。確率保存の式 (2.31) は上記の電荷保存則の式と類似する式に
なっている。

2.6 期待値
確率密度が

P (x) = ψ∗(x)ψ(x)

であることから、粒子の位置 x を測定する場合の期待値 x̄が

x̄ =

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)xψ(x) (2.32)

で計算できることがわかる 11。ブラケット記法を用いると式 (2.32)をコンパクトに表記できる。こ
のことを確認するには

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩, ψ∗(x) = ⟨ψ|x⟩,

を式 (2.32)の右辺に代入し、

x̄ =

∫ +∞

−∞
dx⟨ψ|x⟩x⟨x|ψ⟩

= ⟨ψ|
(∫ +∞

−∞
dx |x⟩x⟨x|

)
|ψ⟩

= ⟨ψ|x̂|ψ⟩

と式変形すればよい。つまり、状態 |ψ⟩における粒子の位置の期待値は、ブラケット記法では

x̄ = ⟨ψ|x̂|ψ⟩ (2.33)

のようにコンパクトに表記できるのである。ここで、x̂は

x̂ =

∫ +∞

−∞
dx |x⟩x⟨x| (2.34)

と定義され、位置演算子と呼ばれる。
同様に、状態 |ψ⟩の粒子の運動量を測定するときの期待値 p̄は、運動量空間における波動関数が
わかれば、

p̄ =

∫ +∞

−∞
dp ψ̃∗(p)pψ̃(p)

11 この節でも特定の時刻 t のみに着目するので、変数 t をあらわに表示しない。
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を用いて計算できる。位置の期待値のときと同様の方法で、ブラケット記法を用いた書き直しをす
ると、

p̄ = ⟨ψ|p̂|ψ⟩ (2.35)

とコンパクトに表記できる。ここで p̂は運動量演算子と呼ばれ、

p̂ =

∫ +∞

−∞
dp |p⟩p⟨p| (2.36)

で定義される。
ここで、演算子という耳慣れない単語が現れたので、この単語の意図するところを簡潔に説明し
ておこう。一般的には、演算子（数学の言葉では作用素）は、集合の元に作用し、別の元を得る写
像のことを表すが、量子力学ではケット（ないしブラ）に作用して別のケット（ないしブラ）を作
る演算のことを表す。
例えば、位置演算子 x̂ が、ケット

|ψ⟩ =
∫ +∞

−∞
dx |x⟩ψ(x)

に作用すると

x̂|ψ⟩ =

(∫ +∞

−∞
dx′ |x′⟩x′⟨x′|

)(∫ +∞

−∞
dx |x⟩ψ(x)

)
=

∫ +∞

−∞
dx′
∫ +∞

−∞
dx |x′⟩x′⟨x′|x⟩ψx

=

∫ +∞

−∞
dx |x⟩xψ(x)

が得られる。運動量演算子 p̂ が、ケット |ψ⟩ に作用すると

p̂|ψ⟩ =

(∫ +∞

−∞
dp |p⟩p⟨p|

)
|ψ⟩

=

∫ +∞

−∞
dp |p⟩pψ̃(p)

=
1

2πℏ

∫ +∞

−∞
dp p

∫ +∞

−∞
dx′|x′⟩eipx

′/ℏ
∫ +∞

−∞
dx e−ipx/ℏψ(x)

=
1

2πℏ

∫ +∞

−∞
dp

∫ +∞

−∞
dx′|x′⟩eipx

′/ℏ
∫ +∞

−∞
dx

[
iℏ
∂

∂x
e−ipx/ℏ

]
ψ(x)

=
1

2πℏ

∫ +∞

−∞
dp

∫ +∞

−∞
dx′ |x′⟩eipx

′/ℏ
∫ +∞

−∞
dx e−ipx/ℏ

[
−iℏ ∂

∂x
ψ(x)

]
=

1

2πℏ

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dx′|x′⟩

∫ +∞

−∞
dp e−ip(x−x′)/ℏ

[
−iℏ ∂

∂x
ψ(x)

]
=

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dx′|x′⟩δ(x′ − x)

[
−iℏ ∂

∂x
ψ(x)

]
=

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
−iℏ ∂

∂x
ψ(x)

]
が得られる。ここで、1行目から 2行目への式変形には、運動量表示の波動関数 ψ̃(p) を用いて表
示したケット |ψ⟩ の式 (2.27)を用い、2行目から 3行目への変形には、状態 |p⟩ を状態 |x⟩で表す
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式 (2.24) と運動量表示の波動関数 ψ̃(p)を座標表示の波動関数 ψ(x)で表す式 (2.26)を用いた。4

行目から 5行目の変形では部分積分を使って x微分の位置をとりかえ、5行目から 6行目では積分
順序のとりかえ、それ以降はデルタ関数に関する公式を用いた。
同様に、位置演算子 x̂がブラ

⟨ψ| =
∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)⟨x|

に作用すると
⟨ψ|x̂ =

∫ +∞

−∞
dx [xψ(x)]

∗ ⟨x|

を与え、運動量演算子 p̂が ⟨ψ|に作用すると

⟨ψ|p̂ =
∫ +∞

−∞
dx

[
−iℏ ∂

∂x
ψ(x)

]∗
⟨x|

となることを示すことは容易である（各自で計算せよ。）
これまでに計算したことより、波動関数 ψ(x)で表される状態に位置演算子 x̂が状態に作用する
と、波動関数は

　x̂ : ψ(x) → xψ(x)

と写像され、運動量演算子 p̂が作用すると、波動関数は

　p̂ : ψ(x) → −iℏ ∂

∂x
ψ(x)

と写像されることがわかった。おおくの教科書では

pop = −iℏ ∂

∂x

のような微分演算子として popが導入され、運動量演算子 p̂ と同一の記号で表示している。この同
一視は大抵の場合は便利であるが、しばしば概念的な混乱を生じて正確な理解が困難になることが
あるので、このノートでは、一貫して p̂ と pop を区別して取り扱うことにする。同様に、位置演
算子 x̂と位置座標 x も区別して取り扱う。
これから量子力学の問題を解いていく上で、しばしば

⟨ψ1|p̂|ψ2⟩

のような量を計算する必要が生じる。この場合、⟨ψ1|p̂を先に計算してから |ψ2⟩と内積を取って
(⟨ψ1|p̂) |ψ2⟩を求めればよいのであろうか？それとも、⟨ψ1|と p̂|ψ2⟩との内積 ⟨ψ1| (p̂|ψ2⟩) を計算
せねばならないのであろうか？実は、p̂の定義 (2.36) がブラとケットについて同等に扱っていたこ
とから期待されるように、このふたつの計算は、最終的には同一の結果を与えるので、どちらか計
算がやり易い方法で計算すれば十分である。以下では、このことを波動関数の言葉を使って具体的
に確かめてみよう。先に求めた p̂のブラへの作用の仕方から

(⟨ψ1|p̂) |ψ2⟩ =
∫ +∞

−∞
dx

[
−iℏ ∂

∂x
ψ1(x)

]∗
ψ2(x)

である。一方、ケットへの p̂の作用の仕方からは

⟨ψ1| (p̂|ψ2⟩) =
∫ +∞

−∞
dxψ∗

1(x)

[
−iℏ ∂

∂x
ψ2(x)

]
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が得られる。その差を計算すると、

(⟨ψ1|p̂) |ψ2⟩ − ⟨ψ1| (p̂|ψ2⟩) =

∫ +∞

−∞
dx

∂

∂x
(ψ∗

1(x)ψ2(x))

= 0

となり、確かに両者が同一の結果を与えることがわかる。
同様に

(⟨ψ1|x̂) |ψ2⟩ = ⟨ψ1| (x̂|ψ2⟩)

を確かめることも容易い（各自でチェックすること）。
量子力学での演算子について、もうひとつ注意せねばならない点は、演算子の積が交換しない場
合があることである。例えば、演算子の積 x̂p̂ を状態 |ψ⟩に作用させると

x̂p̂|ψ⟩ =
∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
−iℏx ∂

∂x
ψ(x)

]
であるのに対し、p̂x̂が作用すると

p̂x̂|ψ⟩ =
∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
−iℏ ∂

∂x
(xψ(x))

]
となる。したがって、

[x̂p̂− p̂x̂] |ψ⟩ = iℏ
∫ +∞

−∞
dx |x⟩ψ(x)

= iℏ|ψ⟩

となり、
[x̂, p̂] = iℏ (2.37)

であることがわかる。ここで、[x̂, p̂]は

[x̂, p̂] = x̂p̂− p̂x̂

で定義される量で、x̂と p̂の交換関係と呼ばれる。後に見るように、式 (2.37)は、量子力学の体系
を整備する上で出発点となる式であり、不確定性関係を精密に理解したり、古典力学との対応をみ
ていくのに重要な関係式である。

3 時間に依存しないシュレディンガー方程式
前章までで、シュレディンガー方程式が導入され、確率密度や粒子の位置・運動量の期待値を計
算するための準備が整った。この章では、具体的にシュレディンガー方程式を解くための道具を考
えていこう。

3.1 シュレディンガー方程式の変数分離
ポテンシャル V (x)の下での粒子の運動を記述するシュレディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t) (3.1)
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を考える。式 (3.1)の解として、時間変数 t だけの関数 T (t) と座標変数 x だけの関数 u(x) の積
で書くことができる場合（変数分離ができる場合）

ψ(x, t) = T (t)u(x) (3.2)

が特に重要である（その理由は次節で説明する）。式 (3.2)をシュレディンガー方程式 (3.1)に代入
し、両辺を T (t)u(x)で割ると

iℏ
1

T

dT

dt
=

1

u

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
u (3.3)

が得られる。式 (3.3)の左辺は tのみの関数で x依存性がないこと、右辺は xのみの関数で t依存
性がないことに注意。したがって、左辺も右辺も、xにも tにも依存しない定数にならねばならな
いことがわかる。この定数を E とすると、式 (3.3)は

E T (t) = iℏ
d

dt
T (t), (3.4)

と
E u(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
u(x) (3.5)

に分解できることがわかる。
式 (3.4)を解くのは容易で、

T (t) = Ce−iEt/ℏ

が得られる。ここで C は定数である。したがって、シュレディンガー方程式 (3.1) の変数分離解
を求めるには、常微分方程式 (3.5) の解を求めればよいことがわかる。式 (3.5)は「時間に依存し
ないシュレディンガー方程式」と呼ばれる。

3.2 状態の時間発展
シュレディンガー方程式にしたがって時間とともに変化する状態ケット

|ψ(t)⟩ =
∫ +∞

−∞
dx |x⟩ψ(x, t)

を考えよう。ここで ψ(x, t) はシュレディンガー方程式 (3.1)の解だとする。このとき、

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ =

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
iℏ
∂

∂t
ψ(x, t)

]
=

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t). (3.6)

また、2.2節で導いた、演算子のケットへの作用から

p̂2|ψ(t)⟩ =
∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
−ℏ2

∂2

∂x2
ψ(x, t)

]
,

V (x̂)|ψ(t)⟩ =
∫ +∞

−∞
dx |x⟩V (x)ψ(x, t),
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が得られる。これらの式を用いて式 (3.6)を書き直すと、状態ケット |ψ(t)⟩ の満たすシュレディン
ガー方程式が

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩ (3.7)

とコンパクトに書けることがわかる。ここで Ĥ は、ハミルトニアン演算子 12と呼ばれる演算子で、

Ĥ =
1

2m
p̂2 + V (x̂) (3.8)

である。これは、古典力学でのハミルトニアンにおける座標 xと運動量 pを、それぞれ対応する演
算子 x̂と p̂に置き換えたものである。
時間に依存しないシュレディンガー方程式

EuE(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
uE(x) (3.9)

の解 uE(x) から状態ケットを作る。

|uE⟩ =
∫ +∞

−∞
dx |x⟩uE(x). (3.10)

状態 |uE⟩ が
E|uE⟩ = Ĥ|uE⟩ (3.11)

を満たすことは明らかであろう。ケットがベクトルに類似した概念であったことを思い出すと、式
(3.11)は、線形代数における固有値 E の固有値方程式に他ならないことがわかる。そのため、E
をハミルトニアン Ĥ の固有値 (eigenvalue) ないしはエネルギー固有値と呼ぶ。ケット |uE⟩、関数
uE(x)は、それぞれ、ハミルトニアンの固有状態 (eigenstate)、固有関数 (eigenfunction) と呼ばれ
る 13。
エネルギー固有値の解 E は一般に複数存在し、離散的な場合（整数 nで E = Enとしてラベル
できる場合）と、連続的な場合の双方が存在する。整数 nでラベルできる離散的な場合は、ハミル
トニアンの固有関数を un、固有状態を |un⟩と表記することにすると

⟨un′ |un⟩ = δn′n (3.12)

として規格化しておくと便利であり、連続的な場合は

⟨uE′ |uE⟩ = δ(E − E′) (3.13)

として規格化する 14。
前節で考えた変数分離ができる場合は、きわめて特殊な場合であったが、多くの場合、t = 0の
状態 |ψ(t = 0)⟩は、エネルギー固有状態の重ね合わせとして

|ψ(t = 0)⟩ =
∑
n

|un⟩Cn +

∫
dE |uE⟩C(E) (3.14)

のように書き表す 15 ことができる。ここで、重ね合わせの係数は

Cn = ⟨un|ψ(t = 0)⟩, C(E) = ⟨uE |ψ(t = 0)⟩ (3.15)
12 量子力学の問題では演算子であることが明白なので、単にハミルトニアンと呼ぶことも多い。
13 同様に |x⟩ は座標演算子 x̂ の固有状態であり、その固有値は x である。このことを式に示すと x|x⟩ = x̂|x⟩ と書け
る。また、p|p⟩ = p̂|p⟩ から、|p⟩ は運動量演算子 p̂ の固有値 p の固有状態である。

14 5.2 節の式 (5.25) 以下で説明するように、エネルギー固有値の異なるふたつの固有状態の間の内積はゼロになる。こ
こではその結果を先取りして使っている。

15 具体例については 3.4 節を参照。
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として求めることができる。式 (3.15)が成り立つことは式 (3.12)と式 (3.13)を用いて簡単に導く
ことができる。
前節の結果より、シュレディンガー方程式の解が

ψ(x, t) = T (t)u(x)

のように変数分離できる場合は、状態の時間発展は

|ψ(t)⟩ = |uE⟩e−iEt/ℏ (3.16)

で与えられる。したがって、t = 0の状態 (3.14) の時間発展は、式 (3.16)の重ね合わせとして、

|ψ(t)⟩ =
∑
n

|un⟩Cne
−iEnt/ℏ +

∫
dE|uE⟩C(E)e−iEt/ℏ (3.17)

として与えられる。
状態の時間発展の式 (3.17)を、波動関数を用いて表現すると

ψ(x, t) =
∑
n

Cnun(x)e
−iEnt/ℏ +

∫
dE C(E)uE(x)e

−iEt/ℏ (3.18)

である。

3.3 箱に閉じ込められた粒子
これまでの節で準備が整ったので、いよいよ最も簡単な量子力学の問題（１次元の箱に閉じ込め
られた粒子のシュレディンガー方程式）を解いていこう。
粒子を 0 < x < aの箱に閉じ込めるため、ポテンシャル

V (x) =


+∞ for x < 0

0 for 0 < x < a

+∞ for a < x

を導入する（aは正の数）。時間に依存しないシュレディンガー方程式

E u(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
u(x)

の解 u(x)は、箱の外 (x < 0, x > a)では

u(x) = 0

となり、箱の中では微分方程式[
d2

dx2
+ k2

]
u = 0, k2 ≡ 2mE

ℏ2
(3.19)

を満たし、さらに境界条件 16

u(0) = u(a) = 0

16 この境界条件の意味は、直感的には分かりやすいであろう。より精密な議論を行うためには、4.5 節で行う議論と同
様に、有限な高さのポテンシャル障壁 V0 の箱の議論を行ってから、V0 → +∞ とする必要がある。（演習問題 4-2 参照）
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を満足する。
境界条件 u(x = 0) = 0を満たす微分方程式 (3.19)の解は、Aを定数として

u(x) = A sin kx

と求められる。この解が境界条件 u(x = a) = 0 を満たすには、

ka = nπ, n = 1, 2, 3, · · ·

でなければならない。つまり、この場合のエネルギー固有値は離散的であり、整数 n = 1, 2, 3, · · ·
でラベルすることができて、

En =
ℏ2π2

2ma2
n2, (3.20)

で与えられる。定数 Aは規格化によって求められ、ハミルトニアンの固有関数は結局、

un(x) =


0 for x < 0√

2

a
sin
(nπ
a
x
)

for 0 < x < a

0 for a < x

(3.21)

となることがわかる。
これらの時間に依存しないシュレディンガー方程式の解について、いくつか注目すべき点を列挙
していこう。

• 異なる nのエネルギー固有状態は直交している。つまり、

⟨un′ |un⟩ = δn′n

または ∫ a

0

dxu∗n′(x)un(x) = δn′n.

• 状態 |un⟩における運動量演算子の期待値は

⟨un|p̂|un⟩ =
∫ a

0

dxu∗n(x)[−iℏ
d

dx
]un(x) = 0

となりゼロ。しかし、運動量演算子の二乗の期待値は

⟨un|p̂2|un⟩ =
∫ a

0

dxu∗n(x)[−ℏ2
d2

dx2
]un(x) =

ℏ2π2

a2
n2 = 2mEn

となりゼロにはならない。これは不確定性関係の帰結である。

• 基底状態（最低エネルギー状態）のエネルギー固有値がゼロではない。

E1 =
ℏ2π2

2ma2
̸= 0

これは、同じ箱に閉じ込められた古典力学に従う粒子の最低エネルギー状態（静止した粒子）
のエネルギーがゼロであることと対照的である。これは運動量演算子の二乗の期待値がゼロ
ではないこと、つまり、不確定性関係の結果である。

• 固有状態の波動関数の節の数が n− 1に対応しており、節の数が多いほどエネルギー固有値
が大きくなる。
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• エネルギー固有状態の波動関数を、変換 x → x′ = a − x での偶奇性で分類できる。nが奇
数のときは、エネルギー固有状態の波動関数を

un = (−1)(n−1)/2

√
2

a
cos
(nπ
a

(
x− a

2

))
と書き直すことができ、この波動関数は、変換 x→ x′ = a− x のもとで偶である。一方、n
が偶数のときは、

un = (−1)n/2
√

2

a
sin
(nπ
a

(
x− a

2

))
であり、変換 x→ x′ = a− x のもとで奇である。

3.4 エネルギー固有関数とエネルギーの測定
前節で考えた 0 < x < aの箱に閉じ込められた粒子の t = 0 での波動関数 ψ(x, t = 0) が、境界
条件 ψ(x, t = 0)|x=0 = ψ(x, t = 0)|x=a = 0 を満たす区分的になめらかな関数で与えられたとしよ
う。この場合、フーリエ級数で習ったように、区間 0 < x < aで与えられる関数 ψ(x, t = 0) は、

ψ(x, t = 0) =
∞∑

n=1

cn sin
(nπ
a
x
)

(3.22)

のようにフーリエ級数展開することが可能である。フーリエ級数展開 (3.22)に現れる三角関数が
ハミルトニアンの固有関数 (3.21)に他ならないことに注意しよう。したがって、この場合は 3.2節
で考えた一般論のひとつの具体例となっており、t = 0での波動関数が、ハミルトニアンの固有関
数 un(x)を用いて

ψ(x, t = 0) =
∞∑

n=1

Cnun(x) (3.23)

と展開できることがわかる。フーリエ係数 Cn は、フーリエ級数展開の通常の手続きにしたがって

Cn =

∫ a

0

dxu∗n(x)ψ(x, t = 0) (3.24)

で求めることができるが、式 (3.24)は式 (3.15)の具体例に他ならない。したがって、任意の初期
条件 ψ(x, t = 0) について、式 (3.17) あるいは式 (3.18) を用いてシュレディンガー方程式を解く
ことが可能であり、

|ψ(t)⟩ =
∞∑

n=1

|un⟩e−iEnt/ℏCn, (3.25)

ψ(x, t) =
∞∑

n=1

Cne
−iEnt/ℏun(x) (3.26)

を得る。
2.1節では位置を測定する測定装置を考察し、波動関数に確率解釈を与えたことを思い出そう。

2.1節の議論と同様に、エネルギーが En の状態のみをピックアップする装置

|un⟩ ⟨un|

を考えよう。状態 (3.25)をこの装置にかけると

|un⟩⟨un|ψ(t)⟩ = |un⟩ e−iEnt/ℏCn
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であり、この装置でピックアップされてエネルギーが En である確率が

|Cn|2

で与えられることがわかる。エネルギーを測定するときの期待値は、したがって、
∞∑

n=1

En|Cn|2

で与えられる。この式を
⟨ψ(t)|Ĥ|ψ(t)⟩

と書き換えることができることを示すことも容易である。

3.5 エネルギー固有値が連続的な場合
前節ではエネルギー固有値が離散的である場合を考察したので、次は、エネルギー固有値が連続
的な場合を考えよう。
エネルギー固有値が連続的になる典型例は、ポテンシャル V (x) = 0 の場合、つまり、自由粒子
の場合である。このときのハミルトニアンは

Ĥ =
1

2m
p̂2 (3.27)

であり、運動量演算子の固有状態

|p⟩ = 1√
2πℏ

∫ +∞

−∞
dx |x⟩ eipx/ℏ

がエネルギー固有状態となる。そのエネルギー固有値は

E =
1

2m
p2 (3.28)

となり、たしかに連続的である。
この場合、同一のエネルギー固有値をもつ状態が複数存在することに注意。実際、

|p⟩, | − p⟩

は、同一のエネルギー固有値 (3.28)を与えるふたつの状態になっている。このように同一のエネ
ルギー固有値の状態が複数存在する場合を「縮退がある」とよぶ。

4 1次元量子力学
この章では、典型的な１次元量子力学の問題をいくつか実際に解くことで量子力学への理解を深
めていこう。
4.1節、4.2節、4.3節ではエネルギー固有値が連続的な場合の散乱問題を取り扱う。その後、パ
リティについて説明し、4.5節、4.6節、4.7節においてエネルギー固有値が離散的な束縛状態を取
り扱うことにする。
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4.1 散乱問題: 段差ポテンシャル
まず最初に、ポテンシャル

V (x) =

{
0, for x < 0,

V0, for 0 < x,
(4.1)

に左側（x < 0側）から右向きにエネルギーEの粒子が入射する問題を考えてみよう。入射した粒
子がポテンシャルによって反射したり透過したりする様子を調べることを、１次元量子力学での散
乱問題と呼ぶ。
定常状態を考えることとして、時間に依存しないシュレディンガー方程式

E u(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
u(x) (4.2)

を解いてみよう。最初に、下図に示すような E > V0 の場合について考えよう。

E
V

0

V

x

0

微分方程式 (4.2)を解くと、x < 0の領域での解は一般に

u(x) = Aeikx +Be−ikx, k =

√
2mE

ℏ
(4.3)

であることがわかる。確率流を

j =
ℏ

2im

(
u∗
(
d

dx
u

)
−
(
d

dx
u∗
)
u

)
=

ℏk
m

(
|A|2 − |B|2

)
(4.4)

と求めてみればわかるように、式 (4.3)のなかで、定数 A に比例する項は右向きの波（入射波）を
表し、定数 B に比例する項は左向きの波（反射波）を表していることに注意。
同様に、x > 0の領域での解は、

u(x) = Ceiqx +De−iqx, q =

√
2m(E − V0)

ℏ
. (4.5)

その確率流は
j =

ℏq
m

(
|C|2 − |D|2

)
(4.6)

である。式 (4.5)のなかで、C に比例する項は右向きの波（透過波）を、Dに比例する項は左向き
の波を表す。
式 (4.2)は２階微分方程式なので、問題設定の状況に適合した解を求めるには、状況を理解して、
適切な境界条件を与える必要がある。いま考えている状況設定では、領域 x < 0 では右向きの入
射波とともに、ポテンシャルによって入射波の一部が跳ね返って左向きの波になった反射波が存在
する。一方、領域 x > 0では、右向きの透過波のみが存在して、左向きの波は存在しない。従っ
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て、境界条件として D = 0 を選ぶのが適切である。このとき、x < 0での確率流の表式 (4.4)と
x > 0での表式 (4.6)から、粒子の透過率と反射率が、

透過率 : Tl→r =
q

k

|C|2

|A|2
, (4.7)

反射率 : Rl→l =
|B|2

|A|2
, (4.8)

と求めることができることに注目しておく。
次に、x = 0での解の接続について考えてみよう。時間に依存しないシュレディンガー方程式

(4.2)を、x = 0を含む区間 −ϵ < x < +ϵ （ϵ > 0とする）で積分すると∫ +ϵ

−ϵ

dxEu(x) = − ℏ2

2m

d

dx
u

∣∣∣∣
x=+ϵ

+
ℏ2

2m

d

dx
u

∣∣∣∣
x=−ϵ

+

∫ +ϵ

−ϵ

dxV (x)u(x) (4.9)

となる。式 (4.9)で ϵ ↓ 0 極限をとると

lim
x↓0

d

dx
u = lim

x↑0

d

dx
u (4.10)

であることがわかる。つまり、関数 u(x) の傾きは x = 0で連続でなければならない。同様に、関
数 u(x) 自体も x = 0 で連続、つまり、

lim
x↓0

u = lim
x↑0

u (4.11)

であることを示すことも容易である。接続条件 (4.10)と (4.11)を、解 (4.3), (4.5)に当てはめると

Aik −Bik = Ciq, (4.12)

および
A+B = C (4.13)

を得、連立方程式 (4.12), (4.13)を解くことによって、係数
B

A
=
k − q

k + q
,

C

A
=

2k

k + q
(4.14)

を求めることができる。この結果から、透過率と反射率が

透過率 : Tl→r =
q

k

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 =

4
√
E(E − V0)(√

E +
√
E − V0

)2 , (4.15)

反射率 : Rl→l =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 =

(√
E −

√
E − V0√

E +
√
E − V0

)2

(4.16)

であることがすぐに計算できる。
次に E < V0 の場合を考えよう。

E V

0

V

x

0
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この場合の領域 x > 0 での微分方程式 (4.2)の解は、

u(x) = C̃e−κx + D̃e+κx, κ =
2m(V0 − E)

ℏ
, (4.17)

である。ただし、D̃に比例する項は、x→ ∞で確率密度が無限大になってしまい、問題の状況設定
と矛盾してしまう。そこで、境界条件として、D̃ = 0を採用することにする。これ以降は、E > V0

の場合と同様に考えると、解の形としては結局

u(x) =

{
Ãeikx + B̃e−ikx, for x < 0,

C̃e−κx, for 0 < x,
(4.18)

を採用すればよい。E > V0の場合と異なって、x > 0での確率流はゼロになっていることに注意。
x = 0での解の接続条件 (4.10)と (4.11)を解 (4.18)に適用すると、

Ãik − B̃ik = −C̃κ, (4.19)

Ã+ B̃ = C̃, (4.20)

となり、
B̃

Ã
= −κ+ ik

κ− ik
,

C̃

Ã
= − 2ik

κ− ik
(4.21)

を得る。x > 0での確率流がゼロになることと、(4.21)から計算される |B̃/Ã|2 が恒等的に 1にな
ることより、この場合の透過率と反射率は

透過率 : Tl→r = 0, (4.22)

反射率 : Rl→l =

∣∣∣∣∣ B̃Ã
∣∣∣∣∣
2

= 1, (4.23)

である。
最後に、これまで計算した段差ポテンシャルでの量子力学的粒子の散乱について、注目しておい
て欲しい点を列挙しておく。

1. 古典力学とは異なり、V0 < E であっても反射が起きる。

2. |V0| ≪ E ではほとんど反射しない。

3. V0 ≥ E では全反射。

4. V0 → −∞ でも全反射。

5. 透過率と反射率の和は 1 になる。これは確率の保存の帰結である。したがって、もっと複雑
なポテンシャルによる散乱であっても定常状態を考える限り成立する。

4.2 散乱問題: 井戸型ポテンシャル
つぎに、もう少しだけ複雑なポテンシャルでの量子力学的粒子の散乱問題を解こう。この節では
井戸型ポテンシャル

V (x) =


0, for x < −a,
−V0, for −a < x < a,

0, for a < x,

(4.24)
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V
0

V

x

0

a-a

に左側からエネルギー E の粒子が入射する問題を考えてみよう。
前節と同様の議論により、

u(x) =


ALe

+ikx +BLe
−ikx, for x < −a,

Ce+iqx +De−iqx, for −a < x < a,

ARe
+ikx +BRe

−ikx, for a < x,

(4.25)

の形の波動関数が、それぞれの領域 x < −a, −a < x < a, a < xでの時間に依存しないシュレディ
ンガー方程式を満たし、必要な境界条件は

BR = 0 (4.26)

で与えられる。ここで、kと qは

k =

√
2mE

ℏ
, q =

√
2m(E + V0)

ℏ
(4.27)

で与えられる波数である。
波動関数とその微分が x = −aで連続であることを要請すると

M1

(
AL

BL

)
=M2

(
C

D

)
(4.28)

を得る。ここで行列M1, M2 は

M1 =

(
e−ika e+ika

ke−ika −ke+ika

)
, M2 =

(
e−iqa e+iqa

qe−iqa −qe+iqa

)
(4.29)

で定義される行列である。同様に x = +aでの条件から、C, D, AR, BR は条件

M3

(
C

D

)
=M4

(
AR

BR

)
, (4.30)

M3 =

(
e+iqa e−iqa

qe+iqa −qe−iqa

)
, M4 =

(
e+ika e−ika

ke+ika −ke−ika

)
(4.31)

を満たさねばならないことがわかる。
これで必要な式はすべて出揃ったので、あとは、式 (4.28) と式 (4.30)を連立方程式として解い
て、BL/AL と AR/AL を求めていけばよい。ただし、余分な変数 C, Dが存在するので、計算が
かなり煩雑になる。そこで、ここでは、行列の言葉を使ってもう少し見通し良く計算していくこと
にしよう。
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まず最初にやることは、式 (4.28)と式 (4.30)から余分な変数 C, Dを消去して

M−1
2 M1

(
AL

BL

)
=M−1

3 M4

(
AR

BR

)
, (4.32)

とすることである。この式に境界条件から与えられる BR = 0を代入し、AR と BLを求めていけ
ばよいが、その具体的な計算は、求めたい変数ARとBLが式 (4.32)の両辺に分かれて存在するた
め若干面倒である。転送行列M と散乱行列 Sの関係を用いる一般的な解法については付録 Cで紹
介することにして、ここでは、

M21 =M−1
2 M1 =

(
M11

21 M12
21

M21
21 M22

21

)
, M34 =M−1

3 M4 =

(
M11

34 M12
34

M21
34 M22

34

)
(4.33)

とおいて、BR = 0を代入した式 (4.32)を(
M11

21

M21
21

)
AL =

(
M11

34 M12
21

M21
34 M22

21

)(
AR

−BL

)
(4.34)

と書き換え、BL と AR を両方とも右辺にもってくる方法を使うことにしよう。
あとは愚直に計算していけばよい。式 (4.33)の定義にしたがって、具体的に行列M21やM34を
求めるのは、ノート半ページ程度の計算で十分である。答えは

M21 =
1

2q

(
(q + k)ei(q−k)a (q − k)ei(q+k)a

(q − k)e−i(q+k)a (q + k)e−i(q−k)a

)
, (4.35)

M34 =
1

2q

(
(q + k)e−i(q−k)a (q − k)e−i(q+k)a

(q − k)ei(q+k)a (q + k)ei(q−k)a

)
, (4.36)

となる。この結果を式 (4.34)に代入すると(
(q + k)ei(q−k)a

(q − k)e−i(q+k)a

)
AL =

(
(q + k)e−i(q−k)a (q − k)ei(q+k)a

(q − k)ei(q+k)a (q + k)e−i(q−k)a

)(
AR

−BL

)
(4.37)

が得られる。これから(
AR

−BL

)
=

e−2ika

(q + k)2e−2iqa − (q − k)2e2iqa

(
(q + k)2 − (q − k)2

−(q2 − k2)e2iqa + (q2 − k2)e−2iqa

)
AL,

(4.38)

さらに
AR

AL
= e−2ika 2kq

2kq cos 2qa− i(q2 + k2) sin 2qa
, (4.39)

BL

AL
= ie−2ika (q2 − k2) sin 2qa

2kq cos 2qa− i(q2 + k2) sin 2qa
(4.40)

が得られる。
x < −aの領域と a < xの領域では同じ波数なので、確率流を計算すると、このポテンシャルの
透過率は単純に

Tl→r =

∣∣∣∣AR

AL

∣∣∣∣2 (4.41)

で与えられることがわかる。式 (4.39)を見ると、|V0| ≪ E のとき (q ≃ kのとき) 透過率がほぼ 1

になることがわかる。また、2qa = nπのとき、完全に透過率が 1になることもわかる。これは透
過共鳴と呼ばれる現象である。
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4.3 散乱問題: ポテンシャル障壁
この節ではポテンシャル障壁

V (x) =


0, for x < −a,
V0, for −a < x < a,

0, for a < x,

(4.42)

V

0

V

x

0

a-a

に左側からエネルギー E < V0の粒子が入射する問題を考えてみよう。古典力学では、ポテンシャ
ル障壁よりもエネルギーの低い粒子が入射すると完全に反射されるが、量子力学ではどのようなこ
とが起きるだろうか？
具体的な計算方法は、前節の問題とほとんど同様である。領域ごとにシュレディンガー方程式を
解くことで

u(x) =


ALe

+ikx +BLe
−ikx, for x < −a,

Ce−κx +De+κx, for −a < x < a,

ARe
+ikx +BRe

−ikx, for a < x,

(4.43)

の形を得る。前節の問題との違いは、E < V0 のため、−a < x < aの領域で波動関数が振動解に
はならず、指数関数としてふるまうことである。kと κは

k =

√
2mE

ℏ
, κ =

√
2m(V0 − E)

ℏ
(4.44)

で与えられる。この問題の境界条件から

BR = 0 (4.45)

であることに注意しよう。
あとは x = +a と x = −a で解の接続をして AR と BL を求めればよい。前節の手法を使って
愚直に計算を実行すると、透過率が

Tl→r =

∣∣∣∣AR

AL

∣∣∣∣2 =
(2kκ)2

(k2 + κ2)2 sinh2(2κa) + (2kκ)2
(4.46)

と求められる。古典力学と異なり、量子力学では透過率がゼロにならないことに注意しよう。これ
は、トンネル効果として知られている現象である。
κa≫ 1のとき、sinhは

sinh(2κa) ≃ 1

2
e2κa

と近似でき、透過率は

Tl→r ≃
(

4κk

κ2 + k2

)2

e−4κa (4.47)

となって指数関数的抑制をうけることに注目しよう。このことから、障壁の幅が十分に厚いとトン
ネル効果が起こりにくくなることがわかる。
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4.4 パリティ
１次元ポテンシャルによる粒子の散乱（透過と反射）についての説明はだいたい終わったので、
次に、１次元ポテンシャルによって束縛された粒子について考えることにしよう。ここで考える束
縛状態は、定まったエネルギー固有値 E を持ち、無限遠方で波動関数がゼロになる状態である。
このとき、考えているポテンシャルがパリティ対称性を持てば、パリティ演算子の固有状態に着
目することによって、束縛状態の波動関数とエネルギー固有値を比較的簡単に求められる。この節
では、パリティ対称性とパリティ演算子についてあらかじめ簡単に説明しておくことにする。
パリティ演算子 P̂ は、状態

|ψ⟩ =
∫ +∞

−∞
dx |x⟩ψ(x)

に作用し

P̂ |ψ⟩ = |ψP ⟩ =
∫ +∞

−∞
dx | − x⟩ψ(x)

=

∫ +∞

−∞
dx |x⟩ψ(−x)

との変換を与える演算子である。以降の便利のため、関数 ψP (x)を

ψP (x) = ψ(−x)

と定義しておく。
たとえば、式 (3.27)で与えられる自由粒子ハミルトニアン Ĥ とパリティ演算子は交換する、つ
まり、

P̂ Ĥ = ĤP̂ (4.48)

∵

P̂ Ĥ|ψ⟩ = P̂

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2

]
ψ(x)

=

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
− ℏ2

2m

∂2

∂(−x)2

]
ψ(−x)

=

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2

]
ψP (x)

= Ĥ

∫ +∞

−∞
dx |x⟩ψP (x)

= ĤP̂ |ψ⟩

となる。このようにパリティ演算子とハミルトニアンが交換するとき、そのハミルトニアン（ポテ
ンシャル）はパリティ対称性を持つという。
ポテンシャル V (x)のもとで運動する粒子のハミルトニアン

Ĥ =
1

2m
p̂2 + V (x̂) (4.49)

の場合を考えると、ĤP を
ĤP =

1

2m
p̂2 + V (−x̂) (4.50)
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で定義して、

P̂ Ĥ|ψ⟩ = P̂

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x)

=

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
− ℏ2

2m

∂2

∂(−x)2
+ V (−x)

]
ψ(−x)

=

∫ +∞

−∞
dx |x⟩

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (−x)

]
ψP (x)

= ĤP

∫ +∞

−∞
dx |x⟩ψP (x)

= ĤP P̂ |ψ⟩

となることがわかる。つまり、ポテンシャル V (x)が偶関数の場合

V (x) = V (−x) (4.51)

に限り、ハミルトニアンはパリティ対称性を持つ。
パリティ対称性をもつハミルトニアン Ĥ の固有状態 |u⟩ (エネルギー固有値 E) に (4.48)の両辺
を作用させると

P̂ Ĥ|u⟩ = ĤP̂ |u⟩ (4.52)

が得られる。式 (4.52)の左辺は

P̂ Ĥ|u⟩ = EP̂ |u⟩

= E|uP ⟩,

右辺は、

ĤP̂ |u⟩ = Ĥ|uP ⟩

と変形できるので、結局、式 (4.52)は

E|uP ⟩ = Ĥ|uP ⟩ (4.53)

を与える。つまり、状態 |uP ⟩ = P̂ |u⟩ もエネルギー固有値 E の固有状態であることがわかる。も
し、|u⟩と |uP ⟩が線形独立であれば、エネルギー固有値に縮退があることがわかるのである。
このことに注意すると、自由粒子ハミルトニアンのもとでのふたつの状態 |p⟩と | − p⟩ のエネル
ギー固有値が縮退していたことは、

P̂ |p⟩ =
1√
2πℏ

P̂

∫ +∞

−∞
dx |x⟩ eipx/ℏ

=
1√
2πℏ

∫ +∞

−∞
dx |x⟩ e−ipx/ℏ

= | − p⟩

によって簡単に理解できるようになる。
一般に、対称性の考察は、量子力学の問題を具体的に解くにあたって、役立つことが多い。パリ
ティ対称性はそのもっとも簡単な例になっている。

41



次に、ハミルトニアン Ĥ がパリティ変換のもとで対称性を持つ場合には、エネルギー固有状態
がパリティ演算子の固有値で分類できることを見ていこう。
固有値 E のエネルギー固有状態 |u⟩を考えよう。このとき、式 (4.53)で示されたように、状態

|uP ⟩ = P̂ |u⟩も固有値 E の固有状態である。仮に |uP ⟩が |u⟩に線形従属なのであれば、適当な定
数 C を用いて

P̂ |u⟩ = C|u⟩ (4.54)

と書けるはずである。一方で、パリティ変換を２回繰り返すともとの状態に必らず戻ることから

P̂ 2 = 1 (4.55)

が成り立ち、式 (4.54)の両辺に P̂ を作用させることで

|u⟩ = C2|u⟩ (4.56)

を得る。つまり、定数 C は ±1 のいずれかの値しかとることができない。

P̂ |u⟩ = +|u⟩ (4.57)

の場合は、パリティ偶の状態と呼ばれ、

P̂ |u⟩ = −|u⟩ (4.58)

の場合は、パリティ奇の状態と呼ばれる。
状態 |uP ⟩と状態 |u⟩が線形独立な場合は、線形独立な基底を取り替えて、状態

|u+⟩ =
1√
2
(|u⟩+ |uP ⟩) , (4.59)

|u−⟩ =
1√
2
(|u⟩ − |uP ⟩) , (4.60)

を定義することにより、任意のエネルギー固有状態をパリティ偶の状態 |u+⟩とパリティ奇の状態
|u−⟩ の重ね合わせとして書き表すことができる。（実際に、|u+⟩ (|u−⟩) がパリティ偶（奇）であ
ることを、各自、確認せよ。）パリティの固有値（偶あるいは奇）は、状態の時間発展に伴って変
化することのない保存量 17 であることにも注意しておく。

4.5 束縛状態: 井戸型ポテンシャル
この節で考えるポテンシャルは 4.2節で考えた井戸型ポテンシャル

V (x) =


0, for x < −a,
−V0, for −a < x < a,

0, for a < x,

(4.61)

V
0

V

x

0

a-a

17 この講義では量子力学における対称性と保存則の関係を重視して解説するが、パリティ対称性とパリティ保存則は、
その最初の例になっている。
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である。この節でも、これまでの節と同様に時間に依存しないシュレディンガー方程式

E u(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
u(x) (4.62)

の解を考えるが、4.2節で考えた E > 0 の散乱状態とは異なり、ここでは、井戸型ポテンシャルに
束縛された −V0 < E < 0 の状態を考える。
このとき、時間に依存しないシュレディンガー方程式の、x < −a の領域での解は、

e+κx

の形の解と
e−κx

の形の解の重ね合わせになる。ここで、κを

κ =

√
−2mE

ℏ
(4.63)

と定義しておく。ただし、線形独立なふたつの解のうち、e−κxの解は x→ −∞ で無限大になって
しまい束縛状態の x < −a領域での解として不適当である。したがって、x < −aの領域での解は

u(x) = Ae+κx, for x < −a,

を採用する。同様の考察をすると、a < xの領域での解として

u(x) = Be−κx, for a < x,

を得る。また、−a < x < aの領域での時間に依存しないシュレディンガー方程式の解は

u(x) = Ceikx +De−ikx, for − a < x < a,

k =

√
2m(E + V0)

ℏ
(4.64)

で与えられることがわかる。
これまでの考察をまとめると、時間に依存しないシュレディンガー方程式の解として、それぞれ
の区間で

u(x) =


Ae+κx, for x < −a,
Ceikx +De−ikx, for −a < x < a,

Be−κx, for a < x,

(4.65)

の形の解を採用すればよい。あとは、これまでの節の計算と同様に波動関数とその導関数が点x = −a
と点 x = aで連続であることを用いて、係数 A, B, C, D に関係をつけていく。
しかしながら、この計算を実際に遂行していくのは、未定パラメータの数が A, B, C, D と４
つもあるため、いささか面倒 18 である。ここでは、このポテンシャル（ハミルトニアン）がパリ
ティ対称性を持つことを用いて、比較的簡単な計算で結果を得る方法 19を紹介しよう。4.4節で調
べたように、パリティ対称性のあるハミルトニアンでのエネルギー固有状態は、パリティ偶か、パ
リティ奇かのどちらかに分類することができる。

18 とは言っても、4.2 節の計算と同程度の計算量である。
19 パリティに着目することで、4.2節の問題もより簡単な計算で結果を得ることができる。演習問題 4-1とこの講義ノー
ト付録の S-行列の章（付録 C）を参照。
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偶パリティの場合

この場合、uP (x) = u(−x) = u(x)、つまり、波動関数は偶関数である。したがって、式 (4.65)に
おいて、A = B, C = Dであり、波動関数が

u(x) =


Ae+κx, for x < −a,
2C cos(kx), for −a < x < a,

Ae−κx, for a < x,

(4.66)

の形、つまり、未定パラメータの数が A, C のふたつだけになり、問題が著しく簡単になる。式
(4.66)で与えられる形の波動関数に対し、点 x = aで波動関数が連続で滑らか（波動関数 uとその
導関数が連続）であることを要請すると

2C cos(ka) = Ae−κa, 2Ck sin(ka) = Aκe−κa,

つまり (
2 cos(ka) −e−κa

2k sin(ka) −κe−κa

)(
C

A

)
=

(
0

0

)
(4.67)

を得る。式 (4.67)の自明な解は C = A = 0であるが、それでは波動関数がゼロになってしまう。
自明でない解が存在するためには、

κ = k tan(ka) (4.68)

を満たすようにエネルギー E を選ぶ必要がある。式 (4.68) を満たす E が存在するかどうか、存
在するとして、いくつ存在するかについて次に考察しよう。式 (4.63)と式 (4.64)から

κ =

√
2m

ℏ2
V0 − k2

が得られ、これを式 (4.68)に代入すると√
2m

ℏ2
V0

1

k2
− 1 = tan(ka)

となる。さらに
y = ka, λ =

2mV0
ℏ2

a2 (4.69)

で yと λを定義してこの式を書き換えると√
λ

y2
− 1 = tan y (4.70)

が得られる。λはポテンシャルの形を表すパラメータ (V0 と a)のみの関数なのに対し、y は kを
通じてEの関数なので、式 (4.68)にいくつのEの解が存在するかを調べるには、式 (4.70)にいく
つの yの解が存在するかがわかればよい。式 (4.70)の両辺を yについてプロットすると
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0
π 2πsqrt(λ) y

となり、N1 を整数として N1π >
√
λ ≥ (N1 − 1)π のとき、N1 個の偶パリティ解が存在すること

がわかる。それぞれの解に対応するエネルギー固有値は

E =
ℏ2

2ma2
y2 − V0

と求められる。

奇パリティの場合

同様に、奇パリティの場合は、A = −B, C = −Dである。このときの波動関数は

u(x) =


Ae+κx, for x < −a,
2iC sin(kx), for −a < x < a,

−Ae−κx, for a < x,

(4.71)

の形になる。点 x = aでの解が連続で滑らかであるための条件としては(
2i sin(ka) e−κa

2ik cos(ka) −κe−κa

)(
C

A

)
=

(
0

0

)
(4.72)

が得られる。式 (4.9)が非自明な解を持つための条件は

κ = − k

tan(ka)
(4.73)

である。式 (4.69)の記号を用いて (4.73)を書き換えると√
λ

y2
− 1 = − 1

tan y
(4.74)

となり、この式の両辺をプロットすると
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0
π 2πsqrt(λ) y

が得られる。結局 (N2 + 1/2)π >
√
λ ≥ (N2 − 1/2)πのとき、N2 個の奇パリティ解が存在するこ

とがわかるのである。
以上の結果をまとめると以下のようになる。

• 束縛状態（E < 0のときの解）は、式 (4.70)ないしは式 (4.74)を満たす場合のみに存在す
る。つまり、エネルギー固有値 E は離散的になる（量子化される）。

• ポテンシャルの深さ V0がとても浅く、π/2 >
√
λ ≥ 0 のときは、偶パリティ解がひとつだけ

存在する。

• ポテンシャルが深くなっていく (λが大きくなる）に従って、束縛状態解の数が増えていく。
とくに、正の整数 N に対して λが

N >
2
√
λ

π
≥ N − 1

の条件を満たすときには、パリティ偶奇をあわせて全部でN 個の束縛状態解が存在すること
がわかる。

• エネルギー固有値 E が小さいものから順にエネルギー固有状態を En (n = 1, 2, 3, · · · )とな
らべると、偶パリティ解 (n = 1)、奇パリティ解 (n = 2)、偶パリティ解 (n = 3)、· · · の順
に偶奇が交代であらわれる。n番目のエネルギー固有状態の固有値 En は

π2ℏ2

2ma2
n2

4
− V0 > En ≥ π2ℏ2

2ma2
(n− 1)2

4
− V0

を満たす。ここで、
π2ℏ2

2ma2
n2

4
− V0

は、V0が十分に深く、粒子がこのポテンシャルに完全に閉じ込められる極限（u(−a) = u(a) = 0

となる極限）での n番目のエネルギー固有値である。

これらの束縛状態についてイメージを得るため、ポテンシャルの深さが

V0 =
π2ℏ2

ma2
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で与えられる場合について数値計算してみよう。対応する λは

2
√
λ

π
= 2

√
2 ≃ 2.83

なので、２個の偶パリティ束縛状態と１個の奇パリティ束縛状態が存在することがわかる。これら
の束縛状態のエネルギー固有値を小さい順に En (n = 1, 2, 3)と並べることにする。式 (4.70)を解
いて得られる（偶パリティ束縛状態に対応する）解は

y ≃ 1.279, y ≃ 3.720,

の二つであり、n = 1と n = 3に対応する状態である。同様に、式 (4.74)を解いて得られる（奇パ
リティ束縛状態に対応する）解は

y ≃ 2.535

と求められ、n = 2に対応する状態になっている。この井戸型ポテンシャル V の概形とともに、３
つの束縛状態のエネルギー固有値 En (n = 1, 2, 3)を下図に示す。この図では、エネルギー固有値
En を実線で表すとともに、

π2ℏ2

2ma2
n2

4
− V0

で与えられるエネルギーの値を点線で表示してある。

0

n = 1, 2, 3の各束縛状態に対応する波動関数 un とその確率密度分布 |un|2 のグラフは次のように
なる。

これらの図において、縦の点線は井戸型ポテンシャルの範囲（x = ±aの場所）を表しており、確
率密度分布 |un|2 が、井戸型ポテンシャルの範囲 −a < x < +aから、nの増加とともにはみ出し
ていくことが見て取れる。実際に −a < x < +aの範囲に粒子を見出す確率の数値計算を行うと、
n = 1のときは約 98%であることに対し、n = 2のときには約 93%、n = 3のときには約 80%と減
少していくことがわかる。一般に、束縛エネルギーの絶対値が小さくなるに連れて、（つまり、束
縛が浅くなるに連れて、）確率密度分布の井戸の外へのはみ出しが大きくなっていく。
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4.6 束縛状態: デルタ関数ポテンシャル
デルタ関数ポテンシャルによる引力に束縛された粒子の問題は、１次元量子力学においてもっと
も取り扱いの容易な問題である。これは、前節で考えた井戸型ポテンシャルへの束縛状態の問題
で、a ∝ ϵ, V0 ∝ 1/ϵと置いて ϵ ↓ 0 極限を考えた場合に対応 20 する。
以下では、ポテンシャル

V (x) = − ℏ2λ
2ma

δ(x) (4.75)

を考える。このときの時間に依存しないシュレディンガー方程式

E u(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
u(x) (4.76)

を考えよう。前問と同様の考察により、束縛状態 (E < 0)の波動関数は、x < 0, 0 < xの各々の領
域で

u(x) =

{
Ae+κx, for x < 0,

Be−κx, for 0 < x,
(4.77)

となる。ここで κは

κ =

√
−2mE

ℏ
(4.78)

で与えられる。
次に x = 0での波動関数の接続を考えよう。x = 0でのポテンシャルに存在するデルタ関数は波
動関数の接続にどのように影響するだろうか。式 (4.9)と同様に、時間に依存しないシュレディン
ガー方程式を x = 0を含む微小な区間 −ϵ < x < +ϵ での積分∫ +ϵ

−ϵ

dxEu(x) = − ℏ2

2m

d

dx
u

∣∣∣∣
x=+ϵ

+
ℏ2

2m

d

dx
u

∣∣∣∣
x=−ϵ

+

∫ +ϵ

−ϵ

dxV (x)u(x) (4.79)

を考えてみる。今回は V (x)にデルタ関数が存在するため∫ +ϵ

−ϵ

dxV (x)u(x) = − ℏ2λ
2ma

u(0) (4.80)

となることに注意 21 しよう。そのため、式 (4.79)の ϵ ↓ 0極限をとると

lim
x↓0

d

dx
u− lim

x↑0

d

dx
u = −λ

a
u(0) (4.81)

となる。つまり、ポテンシャルにデルタ関数が存在すると、波動関数の微分は不連続になり、そこ
で波動関数が滑らかでないことがわかる。波動関数の導関数が有限の値であることにより、x = 0

での条件
lim
x↓0

u(x) = lim
x↑0

u(x) (4.82)

を得る。
接続の条件式 (4.82)を、シュレディンガー方程式の解 (4.77)に適用すると、A = Bであること
がわかり、さらに式 (4.81)を適用すると、非自明な解が存在するための条件が

κ =
λ

2a
(4.83)

20 演習問題 4-4 参照
21 u(x)が x = 0で不連続な場合まで考慮するときは、式 (4.80)の右辺の u(0)を limϵ↓0(u(+ϵ) + u(−ϵ))/2で置き換
えねばならない。しかしながらこの問題では、式 (4.82) で示されるように波動関数 u(x) 自体は x = 0 で連続であること
がわかるので、式 (4.80) の表記で十分である。
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であることがわかる。つまり、この場合の束縛状態の解がひとつだけ存在し、そのエネルギー固有
値は

E = − ℏ2

2m
κ2 = − ℏ2λ2

8ma2
(4.84)

と計算できる。A = B であることから、この束縛状態のパリティが偶であることもわかる。
この束縛状態の波動関数の概形を以下に図示しておく。デルタ関数ポテンシャルの存在する場所

（x = 0）で波動関数の導関数が不連続であること、つまり、波動関数が x = 0で尖っていることに
注意してほしい。波動関数はまた、|x|が増大するにつれて指数関数で減少する関数になっている。

4.7 調和振動子
この章の最後に、1次元のバネ振動のハミルトニアン

Ĥ =
1

2m
p̂2 + V (x̂), V (x) =

1

2
kx2 (4.85)

を考えよう。ここで k はバネ定数である。このハミルトニアンは古典力学において角振動数 ω =√
k/m の調和振動子を与える。そのため、バネ定数 k の代わりに角振動数 ω を用いて

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

mω2

2
x̂2 (4.86)

と書くのが一般的である。
調和振動子の問題は、比較的簡単に解析的に解くことができるので、量子力学のさまざまな性質
を理解するうえでの格好の素材である。複数の解法が知られており、それぞれが量子力学の性質の
一面を反映したものとなっている。もっとも進んだ量子力学である場の量子論を理解するうえで、
欠かせない素材となっていること、また、現実に存在する多くの振動現象が近似的には調和振動子
であると見なすことができることから実用性も高い。
この節では、直交多項式を用いて、調和振動子の時間に依存しないシュレディンガー方程式

E u(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

]
u(x) (4.87)

を解く方法を紹介しよう。
この微分方程式を解くにあたって、座標変数 x を物理次元を持たない無次元の変数

ξ =

√
mω

ℏ
x (4.88)
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を使って [
d2

dξ2
− ξ2 +

2E

ℏω

]
u = 0

と書き換えておくと便利である。さらに、エネルギー固有値 E の代わりに無次元の量

λ =
2E

ℏω
(4.89)

を導入して [
d2

dξ2
− ξ2 + λ

]
u = 0 (4.90)

と書き換えておく。このようにすれば、微分方程式 (4.90)を次元のない量のみで書き下すことが
できて、計算途中の見通しを得やすい。
ξ ≫

√
|λ| での微分方程式 (4.90)の解の振る舞いを考えよう。このとき、微分方程式のなかで、

ξ2 に比例する第 2項が λ に比例する第 3項よりも大きな寄与を与えることは明らかである。した
がって、微分方程式の第 1項は、第 2項をキャンセルするような大きさにならねばならない。その
ためには、ξ ≫

√
|λ| でのおおよその解の振る舞いが

u ∝ ξn exp

(
−1

2
ξ2
)

(4.91)

ないしは
u ∝ ξn exp

(
+
1

2
ξ2
)

(4.92)

でなければならない。このうち、式 (4.92)の可能性は、無限遠方の波動関数が無限大になってしま
い、束縛状態の波動関数の確率解釈と矛盾する。したがって、式 (4.91)を採用することにする。
これで ξ ≫

√
|λ|での波動関数のおおよその振る舞いがわかったので、次に ξ ≪ 1 での振る舞

いを考えることにする。この目的のため、

u = h(ξ) exp

(
−1

2
ξ2
)

(4.93)

と置いて、関数 h(ξ)の振る舞いを考えたい。そのため、式 (4.93)を式 (4.90)に代入して、h(ξ)に
ついての微分方程式 [

d2

dξ2
− 2ξ

d

dξ
+ λ− 1

]
h(ξ) = 0 (4.94)

を得る。微分方程式 (4.94)は ξ = 0 において正則なので、

h(ξ) =
∞∑

n=0

anξ
n (4.95)

とテイラー展開できる。式 (4.95)を微分方程式 (4.94)に代入して anについての漸化式を求めると

(n+ 1)(n+ 2)an+2 = (2n+ 1− λ)an (4.96)

が得られる。あとは、この漸化式を解いていけばよい。式 (4.94) が 2階の線形微分方程式である
ことから、線形独立な解がふたつ存在する。それらは、a0 ̸= 0, a1 = 0から出発して漸化式 (4.96)

を用いて an が決定される解

a2 =
1− λ

2
a0, a3 = 0, a4 =

5− λ

12

1− λ

2
a0, a5 = 0, · · ·
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と、a0 = 0, a1 ̸= 0から出発して得られる解

a2 = 0, a3 =
3− λ

6
a1, a4 = 0, a5 =

7− λ

20

3− λ

6
a1, · · ·

のふたつである。
λが正の奇数のとき、漸化式 (4.96)の右辺がゼロになるnが存在する。この場合、an+2 = an+4 =

· · · = 0となり、テイラー展開 (4.95)が無限級数にならず、解が有限次数の多項式になる場合があ
ることに注意。この場合以外は、十分に大きな n について

an+2 ≃ 1

n/2
an

と近似できる。無限級数になる場合、無限級数の和をとると

h(ξ) ∼ exp
(
+ξ2

)
となり、式 (4.93)の ξ ≫

√
|λ| での振る舞いが式 (4.92)の形になってしまうため、束縛状態の波

動関数として採用することができない。
したがって、我々が hの解として採用できる解は、結局、λ が正の奇数であって、h(ξ) が有限
次数の多項式である場合のみである。
λ に関するこの条件

λ = 2n+ 1, n = 0, 1, 2, · · · (4.97)

を、式 (4.89)を用いてエネルギー固有値 E の条件に書き直すと

E = ℏω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · · (4.98)

が得られる。
3.3節で調べた箱に閉じ込められた粒子や 4.5節で調べた井戸型ポテンシャルへの束縛状態のと
きと同様に、調和振動子の束縛状態のエネルギー固有値は、式 (4.98)のように量子化される（離
散的な値をとる）ことに注意しよう。特に、調和振動子の場合は、離散的なエネルギー固有値が等
間隔 22 になっていることが特徴的である。調和振動子のエネルギー固有値の間隔 (ℏω)をエネル
ギー量子と呼ぶ。
次に、各々の n の状態について、波動関数の具体的な形を調べていこう。

• n = 0のとき。この状態はエネルギー固有値が最低値

E =
1

2
ℏω

をとるため基底状態と呼ばれる。基底状態の波動関数は

u = a0 exp

(
−1

2
ξ2
)

によって与えられる。基底状態はパリティ偶の状態である。

22 この性質によって、場の量子論において n を粒子数であると同定することが可能となる。とくに、調和振動子を量子
光学に応用する際には、n は光子数であると同定される。
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• n = 1のとき。この状態のエネルギー固有値は

E =
3

2
ℏω

であり、基底状態の次に小さいので第１励起状態と呼ばれる。第１励起状態の波動関数は

u = a1ξ exp

(
−1

2
ξ2
)

によって与えられる。第１励起状態はパリティ奇の状態である。

• n = 2のとき。この状態はエネルギー固有値が

E =
5

2
ℏω

の第２励起状態である。その波動関数は、

u = a0
(
−2ξ2 + 1

)
exp

(
−1

2
ξ2
)

によって与えられる。第２励起状態のパリティは偶である。

• n = 3のとき。この状態はエネルギー固有値が

E =
7

2
ℏω

の第３励起状態で、その波動関数は、

u = a1

(
−2

3
ξ3 + ξ

)
exp

(
−1

2
ξ2
)

によって与えられる。

基底状態 (n = 0)から第 3励起状態 (n = 3)までの波動関数の概形を下図に示す。

ξ

n=0

n=1n=2

n=3
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λ が量子化条件 (4.97) を満たすとき、微分方程式 (4.94)は[
d2

dξ2
− 2ξ

d

dξ
+ 2n

]
h(ξ) = 0 (4.99)

と書き直すことができる。式 (4.99)はエルミートの微分方程式として知られている。その解の多項
式は、エルミート多項式 Hn(ξ)としてよく知られている。エルミート多項式 Hn を用いると、調
和振動子の n番目のエネルギー固有状態 |un⟩の波動関数を

un = AnHn(ξ) exp

(
−1

2
ξ2
)
, ξ =

√
mω

ℏ
x (4.100)

と書き下すことができる。ここで、Anは規格化の定数である。エルミート多項式は直交多項式と
呼ばれる一群の多項式の具体例となっている。エルミート多項式を含む直交多項式の性質について
は、付録 Eを参照のこと。付録 Eの式 (E.20)で示されているように、エルミート多項式は∫ +∞

−∞
dξHn′(ξ)Hn(ξ) exp

(
−ξ2

)
= 2nn!

√
πδnn′ (4.101)

を満たし、式 (4.101)の左辺で定義される内積のもとで n ̸= n′のとき直交 23 している。このこと
から、波動関数 un と un′ は n ̸= n′ であれば直交する。つまり

δnn′ =

∫ +∞

−∞
dxu∗n′(x)un(x) (4.102)

とできることがわかる。ここで規格化の定数 An は、n = n′のときに式 (4.102)が成立するように、

|An|2 =
1

2nn!

√
mω

πℏ

と与えられるものとする。
調和振動子のエネルギー固有状態 |un⟩とエネルギー固有値 En (n = 0, 1, 2, · · · )について、いく
つかの性質を列挙しておく。

• エネルギー固有値は、

En = ℏω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, 3, · · ·

のように量子化されている。

• 基底状態 |u0⟩においてもエネルギー固有値はゼロにならず、古典力学とは異なった結果を与
える。これは、運動量演算子や位置演算子の二乗の期待値がゼロではない

⟨u0|p̂2|u0⟩ ≠ 0, ⟨u0|x̂2|u0⟩ ≠ 0

ことの反映である。運動量演算子や位置演算子そのものの期待値は

⟨u0|p̂|u0⟩ = 0, ⟨u0|x̂|u0⟩ = 0

でゼロになることから、不確定性関係の帰結であると言ってもよい。

23 このことが直交多項式と呼ばれるゆえんである。
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• 固有状態の波動関数の節の数が nに対応しており、節の数が多いほどエネルギー固有値が大
きい。

• nが偶数のときは |un⟩はパリティ偶の状態であり、nが奇数のときは |un⟩はパリティ奇の状
態になっている。つまり、エネルギー固有値 En が小さいものから順に固有状態をならべる
と、偶パリティ解、奇パリティ解、偶パリティ解、· · · の順に偶奇が交代であらわれる。

基底状態 (n = 0)、第 3励起状態 (n = 3)、第 19励起状態 (n = 19)の各状態について、以下に、
ポテンシャル V とエネルギー固有値 Enのグラフ（上図）と、対応する確率密度分布 |un|2のグラ
フ（下図）を示す。これらのグラフから、確率密度分布が領域En > V を満たす xの領域に拡がっ
ていることを見て取ることができる。

5 ヒルベルト空間と観測可能量
微分積分学の知識を使って古典力学が理解できたように、あるいは、ベクトル解析の言葉を使っ
て電磁気学の基礎方程式（マクスウェル方程式）をコンパクトに書き表せたように、物理学の基礎
方程式を書き下したり、それを使って具体的問題を解く上で、適切な数学の言葉を使うと、より簡
明により深く理解することが可能になることが多い。
量子力学では、無限次元線形空間としてのヒルベルト空間、およびヒルベルト空間に作用するエ
ルミート演算子に関係するいくつかの数学的知識がそれにあたる。この章では、そのような基礎的
知識を、数学的な厳密さにあまりこだわらない範囲で紹介し、この言語を用いてこれまでに学んで
きた量子力学の構造を復習する。さらに、ハイゼンベルグの不確定性関係や、古典力学（解析力
学）との対応がこの言葉を用いて見通しよく理解できることを解説する。

5.1 波動関数とヒルベルト空間
量子力学での状態はさまざまな位置に粒子がいる状態の重ね合わせで表現される。

|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx|x⟩ψ(x). (5.1)

重ね合わせの係数 (複素関数) ψ(x) を波動関数と呼ぶ。このノートでは、ディラックのブラケット
記号法を採用し、状態をケット記号 (|ψ⟩)を用いて表記する。
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定義から明らかなように、ふたつの状態 |ψ1⟩, |ψ2⟩ が与えられると、その重ね合わせの状態

|ψ⟩ = |ψ1⟩c1 + |ψ2⟩c2, ψ(x) = c1ψ1(x) + c2ψ2(x) (5.2)

を作ることができる。ここで c1, c2 は適当な複素数である。このように、適当な複素数の係数 c1,

c2 を使って重ね合わせができる空間 (波動関数の集合)のことを複素ベクトル空間と呼ぶ。
状態の内積は、波動関数の積分を用いて

⟨ψ1|ψ2⟩ ≡
∫ ∞

−∞
dxψ∗

1(x)ψ2(x) (5.3)

で定義される。ここで ψ∗
1 は ψ1 の複素共軛である。ディラックの記号法では、⟨ψ|をブラと呼び

⟨ψ| =
∫ ∞

−∞
dx′ ψ∗(x) ⟨x| (5.4)

で定義する。後述する内積の線形性を用いると、ディラックの記号法での状態の内積は

⟨x′|x⟩ = δ(x− x′) (5.5)

としたときのブラとケットの積として理解できて便利である。定義 (5.3)より、内積の複素共軛の
複素共軛をとると、ブラとケットの入れ替えを行うことになる、つまり、

(⟨ψ1|ψ2⟩)∗ = ⟨ψ2|ψ1⟩ (5.6)

であることは明らか。また、式 (5.2)で与えられる重ね合わせの状態と、状態 |ψ3⟩の内積は

⟨ψ3|ψ⟩ = c1⟨ψ3|ψ1⟩+ c2⟨ψ3|ψ2⟩, ⟨ψ|ψ3⟩ = c∗1⟨ψ1|ψ3⟩+ c∗2⟨ψ2|ψ3⟩ (5.7)

で与えられ、内積は線形性を保つことがわかる。
同じ状態同士の内積の平方根をその状態のノルムと呼ぶ。内積の定義から明らかなようにノルム
は必ず正（またはゼロ）の値となる。

⟨ψ|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx |ψ(x)|2 ≥ 0. (5.8)

ノルムがゼロになるのは、波動関数 ψ(x)が恒等的にゼロである場合に限られる。
波動関数 ψ(x)と粒子の存在確率を関係づけるためには、∫ ∞

−∞
dxψ∗(x)ψ(x) (5.9)

は有限の値にならねばならない。このように波動関数の絶対値二乗積分を実行することができ、そ
の結果が無限大にならないための条件を、二乗可積分条件と呼ぶ。ふたつの波動関数 ψ1, ψ2 が二
乗可積分であれば、その任意の重ね合わせの波動関数 (式 (5.2)の波動関数) も二乗可積分である
ことから、二乗可積分な波動関数の集合も複素ベクトル空間である。一般に正定値のノルム（の二
乗）を持つ複素ベクトル空間を、ヒルベルト空間と呼ぶ。二乗可積分な複素関数を元とし、内積が
式 (5.3)で定義されている複素ベクトル空間は、ヒルベルト空間の代表的な例になっている。量子
力学での状態はヒルベルト空間の元に他ならず、量子力学は、数学上はヒルベルト空間 24 の言葉
を用いて定式化されている。

24 状態 |x⟩ の内積は ⟨x′|x⟩ = δ(x− x′) で与えられる。したがって、⟨x′|x⟩ は x = x′ で無限大である。このことは状
態 |x⟩ が二乗可積分ではなく、ヒルベルト空間の元に含まれないことを意味する。このことを気にする数学者は、|x⟩ のよ
うな元まで含めるよう拡張された複素線形空間である Rigged Hilbert Space (Gelfand triple) を定義したうえで量子力
学を定式化するらしい。この講義ではこのような数学的厳密さは追求しない。
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確率密度と波動関数の二乗を関係づけるためには、波動関数を次のように規格化しておくと便利
である。

⟨ψ|ψ⟩ = 1,

∫ ∞

−∞
dx|ψ(x)|2 = 1. (5.10)

以下では、とくに断らない場合は、すべての波動関数が規格化されているものとする。

5.2 正規直交系とエルミート演算子
粒子の位置、運動量、エネルギー、パリティなどの物理量には、それぞれ対応する演算子（作用
素）が存在する。たとえば、位置演算子 x̂, 運動量演算子 p̂、ハミルトニアン（エネルギー）演算
子 Ĥ、パリティ演算子 P̂ のヒルベルト空間の元 (状態 |ψ(t)⟩)への作用は

x̂|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dx |x⟩xopψ(x), xop = x, (5.11)

p̂|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dx |x⟩ popψ(x), pop = −iℏ ∂

∂x
, (5.12)

Ĥ|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dx |x⟩Hopψ(x), Hop = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x), (5.13)

P̂ |ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dx |x⟩ψP (x), ψP (x) = ψ(−x) (5.14)

で与えられる。ここでmは粒子の質量を、V (x)はポテンシャルを表す。popやHopは波動関数に
作用する微分演算子である。
同じ状態 |ψ⟩に対し物理量 Aの多数回の測定を行うときの平均値 (期待値)は、対応する演算子

Âを用いて
⟨ψ| Â |ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dxψ∗(x)Aopψ(x) (5.15)

で与えられる。物理量を測定して得られる値は実数であるため、対応する演算子は、任意の状態
|ψ⟩に対し

(⟨ψ|Â|ψ⟩)∗ = ⟨ψ|Â|ψ⟩ (5.16)

を満たさねばならない。この式の左辺の ∗は複素共軛をとることを表している。この条件を満た
す演算子はエルミート演算子と呼ばれる。つまり、物理量には必ずエルミート演算子が対応してい
る。もちろん、位置演算子 x̂、運動量演算子 p̂、ハミルトニアン演算子 Ĥ (ポテンシャルと質量が
実数の場合)、パリティ演算子 P̂ は、すべてエルミート演算子である。
演算子 Âが与えられたとき、任意の状態 |ψ1⟩, |ψ2⟩に対して、

⟨ψ1| Â† |ψ2⟩ = (⟨ψ2| Â |ψ1⟩)∗ (5.17)

となる演算子 Â†を、Âに対するエルミート共軛な演算子と呼ぶ。式 (5.17)において、ブラ ⟨ψ2|に
共軛なケットは |ψ2⟩であり、ケット Â |ψ1⟩に共軛なブラは ⟨ψ1|Â† である。とくに、Âの定義域
と Â† の定義域が一致し Âがエルミート演算子である場合は 25、

Â† = Â (5.18)

25 このことを示すには、エルミート演算子の定義式 (5.16)で、|ψ⟩ = c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩とおけばよい。(⟨ψ1| Â |ψ1⟩)∗ =

⟨ψ1| Â |ψ1⟩, (⟨ψ2| Â |ψ2⟩)∗ = ⟨ψ2| Â |ψ2⟩, さらに係数 c1, c2 が任意であることを用いると、任意の状態 |ψ1⟩, |ψ2⟩ につ
いて (⟨ψ1| Â |ψ2⟩)∗ = ⟨ψ2| Â |ψ1⟩ であることが示される。つまり Â† = Â であることがわかる。
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となり、エルミート共軛のもとで自己共軛であることを示すことができる。演算子のエルミート共
軛を考える上で役に立つ基礎的な事実を列挙しておこう。

• 単位演算子 1̂(恒等演算子、なにもしない演算子)はエルミート演算子である。

1̂† = 1̂. (5.19)

証明: 式 (5.6)より、
⟨ψ1| 1̂ |ψ2⟩ = (⟨ψ2| 1̂ |ψ1⟩)∗

となり、エルミート共軛の定義式 (5.17)から 1̂† = 1̂になることは明らか。

• 任意の演算子 Q̂について
(Q̂†)† = Q̂. (5.20)

証明: エルミート共軛の定義式 (5.17)に立ち返ると、

⟨ψ1| (Q̂†)† |ψ2⟩ = (⟨ψ2| Q̂† |ψ1⟩)∗

= ((⟨ψ1| Q̂ |ψ2⟩)∗)∗ = ⟨ψ1| Q̂ |ψ2⟩

であることがわかる。これが任意の状態 |ψ1⟩, |ψ2⟩ について示されたので、式 (5.20)が証明
された。

• 任意の演算子 Q̂について
(iQ̂)† = −iQ̂†. (5.21)

証明: 同様に、エルミート共軛の定義式 (5.17)に立ち返って、

⟨ψ1| (iQ̂)† |ψ2⟩ = (⟨ψ2| iQ̂ |ψ1⟩)∗

= −i(⟨ψ2| Q̂ |ψ1⟩)∗ = −i⟨ψ1| Q̂† |ψ2⟩

を得る。

• 任意の演算子 Â, B̂ について
(ÂB̂)† = B̂†Â†. (5.22)

証明: エルミート共軛の定義式 (5.17)から

⟨ψ1| (ÂB̂)† |ψ2⟩ = (⟨ψ2| ÂB̂ |ψ1⟩)∗.

ヒルベルト空間の元 |Bψ1⟩, |A†ψ2⟩ を

|Bψ1⟩ ≡ B̂|ψ1⟩, |A†ψ2⟩ ≡ Â†|ψ2⟩

と定義し、(Â†)† = Â, (B̂†)† = B̂, そして内積の複素共軛の式 (5.6)、エルミート共軛の定義
式 (5.17) を用いて、上の式をさらに変形していくと、

⟨ψ1| (ÂB̂)† |ψ2⟩ = (⟨ψ2| Â |Bψ1⟩)∗ = (⟨ψ2| (Â†)† |Bψ1⟩)∗

= ⟨Bψ1| Â† |ψ2⟩ = ⟨Bψ1|A†ψ2⟩

= (⟨A†ψ2|Bψ1⟩)∗ = (⟨A†ψ2| B̂ |ψ1⟩)∗ = (⟨A†ψ2| (B̂†)† |ψ1⟩)∗

= ⟨ψ1| B̂† |A†ψ2⟩ = ⟨ψ1| B̂†Â† |ψ2⟩

を得る。
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次に、エルミート演算子 Âの固有値 a の固有状態 |u⟩

Â |u⟩ = a|u⟩ (5.23)

を考える。状態 |u⟩は規格化されているものとする。したがって、

⟨u| Â |u⟩ = a (5.24)

となる。任意の状態についてエルミート演算子は式 (5.16) を満たすので、aが実数である（複素数
ではない）ことがすぐに分かる。
エルミート演算子 Âの固有値 a1の固有状態 |u1⟩と固有値 a2の固有状態 |u2⟩を考える。a1 ̸= a2

であれば、これらふたつの状態は直交している、つまり、

0 = ⟨u1|u2⟩ =
∫ ∞

−∞
dxu∗1(x)u2(x) (5.25)

であることを示すことができる。これを示すには、

⟨u1| Â |u2⟩ (5.26)

をふたとおりの方法で評価すればよい。最初に、|u2⟩が Âの固有状態であることから、

⟨u1| Â |u2⟩ = a2⟨u1|u2⟩ (5.27)

を得る。もうひとつの方法として、Âがエルミート演算子であることと、|u1⟩が Âの固有状態で
あることを用いて、

⟨u1| Â |u2⟩ = (⟨u2| Â |u1⟩)∗ = a∗1(⟨u2|u1⟩)∗ = a1⟨u1|u2⟩ (5.28)

を得る。式 (5.27)と (5.28)を比べると、a1 ̸= a2 のときには、⟨u1|u2⟩ = 0とならざるをえないこ
とは明らかであろう。つまり、状態 |u1⟩と状態 |u2⟩は直交していることになる。さらに、エルミー
ト演算子 Âに固有値 anを与える固有状態 |un⟩が規格化されていれば、正規直交（規格直交）条件

⟨un′ |un⟩ = δn′n (5.29)

が得られる。ここで δn′n はクロネッカーのデルタであり

δn′n =

{
1 for n = n′

0 for n ̸= n′
(5.30)

と定義されている。一般に、ひとくみの状態 |un⟩ （n = 1, 2, · · · )が式 (5.29)を満たすとき、この
状態のひとくみは正規直交（規格直交）系であると呼ばれるが、エルミート演算子の固有状態は、
正規直交系をなしていることがわかる。

5.3 完全系と観測可能量（オブザーバブル）
前節で説明したように、物理量に対応する量子力学での演算子は、その期待値が実数であること
から、エルミート演算子でなければならない。また、エルミート演算子の（規格化された）固有状
態は、正規直交系になっていることがわかった。
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では、エルミート演算子であれば、すべてが観測できる物理量に対応できるのだろうか？実は、
観測可能な物理量に対応する演算子（観測可能量、オブザーバブル）であるためには、その演算子
が単にエルミート演算子であるだけでは少し不十分であり、その演算子の固有状態が正規直交完全
系になっていなければならない。
ここで、正規直交完全系という言葉が初めてでてきたので、まずはその意味を説明しておこう。
任意の状態ケット |ψ⟩ を

|ψ⟩ =
∑
n

|un⟩Cn (5.31)

のように展開できる状態 |un⟩ （n = 1, 2, · · ·）のひとくみを考える。このようなひとくみの状態
を完全系と呼ぶ。この状態のひとくみが、正規直交条件 (5.29) を満たすとしよう。このとき、式
(5.31)に ⟨un′ |をかけると

Cn′ = ⟨un′ |ψ⟩ (5.32)

が得られる。この結果をもとの展開式 (5.31)に代入すると、任意の状態 |ψ⟩について

|ψ⟩ =
∑
n

|un⟩⟨un|ψ⟩ (5.33)

が得られ、結局 ∑
n

|un⟩⟨un| = 1̂ (5.34)

であることがわかる。ここで右辺の 1̂は単位演算子（恒等演算子、なにもしない演算子）を表す。
式 (5.34)は完全性条件と呼ばれ、正規直交条件 (5.29) に加えて完全性条件 (5.34)を満たす状態の
ひとくみ |un⟩ (n = 1, 2, · · · )のことを、正規直交完全系と呼ぶのである。
ヒルベルト空間における正規直交完全系は、３次元ベクトル空間における基底ベクトル e⃗x, e⃗y,

e⃗z と同等の役割を担っている。３次元ベクトル空間の基底ベクトルは

e⃗n′ · e⃗n = δn′n, (n, n′ = x, y, z) (5.35)

を満たすが、これらの式は正規直交条件の式 (5.29) に他ならない。また、３次元ベクトル空間の
任意のベクトル V⃗ は、座標 (Vx, Vy, Vz)を用いて基底ベクトルの重ね合わせ

V⃗ =
∑

n=x,y,z

e⃗nVn (5.36)

で表されるが、これは式 (5.31)と同等の展開式である。さらに、ベクトルから座標を取り出す操
作は、基底ベクトル方向の成分として

Vn = e⃗n · V⃗ , (n = x, y, z) (5.37)

で与えられる。これは、ヒルベルト空間の場合の式 (5.32) に他ならない。つまり、ヒルベルト空間
の元（状態）の展開式 (5.31)における係数 Cn は、３次元ベクトル空間の場合の座標 (Vx, Vy, Vz)

に対応する量なのである。
これまで位置やエネルギーの測定を説明した際に強調してきたように、量子力学における観測可
能量 Âの測定では、測定の結果として得られる値は Âの固有値方程式

Â|un⟩ = an|un⟩ (5.38)
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を解いて得られる固有値 an (n = 1, 2, · · · )のうちのいずれかでなければならない。固有状態 |un⟩
の重ね合わせとして

|ψ⟩ =
∑
n

|un⟩Cn (5.39)

の形で与えられる状態 |ψ⟩について Âを測定したとき、測定結果が anである確率は、重ね合わせ
の係数 Cn を用いて

|Cn|2 = |⟨un|ψ⟩|2 =
∣∣∫ ∞

−∞
dxu∗n(x)ψ(x)

∣∣2 (5.40)

と求められる 26。任意の状態 |ψ⟩ についてこの手続きが実行できるためには、固有状態 |un⟩ (n =

1, 2, · · · )は完全系をなしていなければならず、これが観測可能量の固有状態が正規直交完全系に
なっていることを要求する理由 27 である。
３次元ベクトル空間を議論する場合は、ベクトル V⃗ の基底ベクトル方向への射影

PnV⃗ = e⃗n (e⃗n · V⃗ ), (n = x, y, z) (5.41)

を与える行列 Pn (n = x, y, z)を考えることがしばしば有用であった。ヒルベルト空間の場合も同
様の概念

P̂n|ψ⟩ = |un⟩⟨un|ψ⟩, P̂n ≡ |un⟩⟨un| (5.42)

を考えよう。ここで、P̂nは射影演算子と呼ばれる演算子 28であり、もとの状態 |ψ⟩の |un⟩方向へ
の射影

P̂n|ψ⟩ = |un⟩Cn (5.43)

を与える演算子である。射影演算子 P̂n は以下の性質を満たす：

P̂n′ P̂n = δn′nP̂n, (5.44)∑
n

P̂n = 1̂. (5.45)

固有値 an と固有状態 |un⟩を使って、観測可能量 Â を

Â =
∑
n

|un⟩an⟨un| =
∑
n

anP̂n (5.46)

という射影演算子 P̂n を使った形に表すことができるのは明らかだろう
前述したように、観測可能量 Âにいくつか存在する固有値のうち、個々の理想測定でどの固有
値が得られるかについては、その確率のみが求められる。また、測定後の状態は Âの固有状態に
収縮する。このことを射影仮説 29と呼ぶ。次に、射影演算子 P̂nを使ってこの事情を整理してみよ

26 観測可能量はエルミート演算子なので、その固有状態は正規直交系になっていることに注意。同じ固有値 an を持つ
状態が複数存在する場合 (縮退がある場合）は、それらの状態について和をとることで確率が求められる。

27 有限次元の複素ベクトル空間では、エルミート行列の固有ベクトルは必ず正規直交完全系になることを示すことがで
きるが、無限次元ベクトル空間であるヒルベルト空間ではこのことは自明ではない。

28 パリティ演算子 P̂ と良く似た記号が使われるが、無関係な演算子なので混乱しないよう注意すること。
29 この講義では、測定器に由来する誤差を考慮しない、単純な射影仮説が成立する測定（理想測定と呼ばれる）のみを
取り扱う。いくつかの公理から出発して、量子力学を演繹的に取り扱う数学的な立場においても、いまのところ、このよう
な理想測定が存在することは、他の公理から演繹することのできない公理であると仮定されている。ただ、現実の測定装
置は必ずしも理想測定を行う装置ではないので、測定装置自身の持つゆらぎを記述する量子測定理論が必要になることも
多い。しかし、量子測定理論では、密度行列の方法など、比較的高度な量子（統計）力学の手法を用いられるので、量子力
学を習熟しないまま量子測定理論の進展を理解することはできない。この講義では、これ以上量子測定理論には立ち入ら
ない。気になる学生は、通常の量子力学の履修を終えた後に量子測定を解説している文献に目を通すとよいかもしれない。
量子測定の話題を取り上げている量子力学の教科書としては、牟田・山本著「量子力学」（裳華房）が挙げられる。ただ、
量子測定は比較的最近になって発展している分野であり、教科書よりも、むしろ、例えば数理科学などの雑誌にときおり掲
載される解説が楽しめることが多い。また、まとまった解説としては、佐川・上田著「量子測定と量子制御」（サイエンス
社、別冊数理科学）がある。
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う。たとえば、式 (5.39)で与えられる状態 |ψ⟩ に対し物理量Aの測定を行い、固有値 anの値が得
られる確率は、射影演算子 P̂n を用いて、

|Cn|2 = ⟨ψ|P̂n|ψ⟩ (5.47)

で与えられる。このとき、式 (5.42)で定義される射影演算子 P̂n が Âを測定する測定装置の役割
を果たしている。状態 |ψ⟩を測定した結果、Âの測定値が an であることがわかると、この状態は

1√
⟨ψ| P̂n |ψ⟩

P̂n|ψ⟩ (5.48)

に変化する（波束の収縮）。
最後に、量子力学における観測可能量とそれに付随する正規直交完全系の例をいくつか紹介して
この節を終えよう。

• ハミルトニアン演算子とその固有状態
以下では説明の簡単化のため、エネルギー固有値が離散的な場合を考える。エネルギーの測
定値に対応するハミルトニアン演算子の固有値 En と固有状態 |un⟩は、固有値方程式

En|un⟩ = Ĥ|un⟩ (5.49)

を解いて求められる。|un⟩のことは、エネルギーの固有状態と呼ばれる場合もある。状態
|un⟩を波動関数を用いて

|un⟩ =
∫ ∞

−∞
dx |x⟩un(x) (5.50)

で表し、波動関数の言葉で固有値方程式 (5.49)を書き直すと

Enun(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
un(x) (5.51)

が得られる。つまり、エネルギーの測定値を求める問題は、与えられた境界条件のもとで微
分方程式 (5.51)を解く問題に帰着する。このときの波動関数 un(x)をハミルトニアン演算子
の固有関数と呼ぶ。

ハミルトニアン演算子 Ĥ はエルミート演算子なので、固有値方程式 (5.49) を満たす固有状
態 |un⟩を規格化しておけば、正規直交条件

⟨un′ |un⟩ = δn′n (5.52)

を満たすことは、5.2章の議論から示すことができる。また、5.7章で議論するように、ハミ
ルトニアン演算子 Ĥ は状態の時間発展を記述するので、その固有状態は正規直交完全系を
張らねばならない。とくに、同一のエネルギー固有値 En をもつ状態がひとつしかなければ
（縮退がなければ）、nを指定することで完全に状態を指定することができ、すべてのエネル
ギー固有状態のひとくみを用意することで完全系を作ることが可能である。（縮退がある場
合は、5.4章で説明するように、適当な同時観測可能量を使って状態を指定すればよい。）

ハミルトニアンの固有状態を正規直交完全系として用いることによって、任意の状態の時間
発展は

|ψ(t)⟩ =
∑
n

|un⟩Cne
−iEnt/ℏ (5.53)

の形で与えられる。
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• 位置演算子 x̂とその固有状態
固有値方程式

x|x⟩ = x̂|x⟩ (5.54)

を満たす位置演算子 x̂の固有状態 |x⟩を考える。この場合、固有値 xは離散的ではなくて連
続的な値をとるので、クロネッカーのデルタの代わりにディラックのデルタ関数を、和の記
号
∑
の代わりに積分記号

∫
が用いられることに注意すること。つまり、正規直交条件は

⟨x′|x⟩ = δ(x− x′) (5.55)

と書き表される。もともとの状態の定義式 (5.1)で明らかなように、|x⟩のひとくみは完全性
関係 ∫ ∞

−∞
dx |x⟩⟨x| = 1̂ (5.56)

を満たし、波動関数
ψ(x, t) = ⟨x|ψ(t)⟩ (5.57)

が、式 (5.32)に対応している。

位置演算子 x̂の固有状態を完全系に用いることによって、確率密度

P (x, t) = ψ∗(x, t)ψ(x, t) (5.58)

や、確率流
j(x, t) =

ℏ
2im

(
ψ∗ ∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ

)
(5.59)

が容易に求められる。

• 運動量演算子 p̂とその固有状態
運動量演算子の固有状態 |p⟩は

|p⟩ = 1√
2πℏ

∫ ∞

−∞
dx |x⟩eipx/ℏ (5.60)

で与えられ、正規直交性条件
⟨p′|p⟩ = δ(p− p′) (5.61)

および完全性条件 ∫ ∞

−∞
dp |p⟩⟨p| = 1̂ (5.62)

を満たす。運動量演算子 p̂の固有状態を正規直交完全系として使ったときの式 (5.32)は

⟨p|ψ(t)⟩ = 1√
2πℏ

∫ ∞

−∞
dx e−ipx/ℏ ψ(x, t) (5.63)

の形になり、これは波動関数のフーリエ変換（運動量表示での波動関数）に他ならない。
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5.4 演算子の交換関係と同時観測可能量
演算子 Âと B̂ について、

[Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Â (5.64)

を交換関係と呼ぶ。ふたつの観測可能量 Â、B̂ が交換する場合、つまり、

[Â, B̂] = 0 (5.65)

を満たす場合を考えよう。このときの演算子 Âの固有状態に、同じ固有値 anを持つ状態がひとつ
しか存在しない場合（縮退のない場合）は、その状態が同時に演算子 B̂ の固有状態にもなってい
る。このことを示すには、式 (5.65)を用いて、

ÂB̂|un⟩ = B̂Â|un⟩ (5.66)

であることを使えばよい。ここで、|un⟩はエルミート演算子 Âの固有状態であり、固有値方程式

Â|un⟩ = an|un⟩ (5.67)

を満たす状態である。式 (5.67)を式 (5.66) に代入すると

ÂB̂|un⟩ = anB̂|un⟩ (5.68)

が得られる。式 (5.68)は、B̂|un⟩ がエルミート演算子 Âの固有値 anの固有状態であることを表し
ているが、ここでは縮退がないことが仮定されていたので、

B̂|un⟩ ∝ |un⟩ (5.69)

とならざるを得ない。この比例係数を bとおけば、

B̂|un⟩ = b|un⟩ (5.70)

であるが、これは状態 |un⟩がエルミート演算子 B̂の固有値 bの固有状態であることを示している。
縮退のある場合は、演算子 B̂ の対角化を行って、演算子 Â と演算子 B̂ の同時固有状態 30 を得
ることができる。
演算子 Âと演算子 B̂ は観測可能量なので、|unn′⟩は正規直交完全系となり、任意の状態 |ψ⟩を

Â, B̂ の同時固有状態
Â|unn′⟩ = an|unn′⟩, B̂|unn′⟩ = bn′ |unn′⟩ (5.71)

の重ね合わせ
|ψ⟩ =

∑
n,n′

|unn′⟩Cnn′ (5.72)

30 エルミート演算子 Â に固有値 an の固有状態がふたつ (|un,1⟩, |un,2⟩ とする) 存在する場合を考察しよう。このと
き、|un,1⟩, |un,2⟩ は、固有値方程式 Â|un,1⟩ = an|un,2⟩, Â|un,2⟩ = an|un,2⟩ を満たす。この場合も式 (5.68) と同様
に、状態 B̂|un,1⟩, B̂|un,2⟩ が Â の固有値 an の固有状態であることを示すことができる。今回は、しかし、Â の固有値
an にはふたつの状態が縮退しているので、式 (5.69) は

B̂|un,1⟩ = b1,1|un,1⟩+ b2,1|un,2⟩, B̂|un,2⟩ = b1,2|un,1⟩+ b2,2|un,2⟩

と変更を受ける。この式は、行列を使って、

(B̂|un,1⟩, B̂|un,2⟩) = (|un,1⟩, |un,2⟩)B, B ≡
(

b1,1 b1,2
b2,1 b2,2

)
と書き表すことができる。行列 B を対角化することで、エルミート演算子 Â と B̂ の同時固有状態を得ることは容易であ
る。
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として表すことが可能である。この場合、観測可能量 Âと観測可能量 B̂を同時に理想測定するこ
とができることになり、交換関係 (5.65)を満足する観測可能量 Âと B̂ は同時観測可能量と呼ば
れる。
エルミート演算子 Âの固有値に縮退があり、式 (5.39)にあらわれる重ね合わせの係数 Cn だけ
では状態を指定しきれない場合でも、同時観測可能量 B̂の固有値を用いて式 (5.39)を式 (5.72)の
ように拡張することによって、任意の状態を係数 Cnn′ で指定できることが多い。さらに、ふたつ
の同時観測可能量の演算子 Â, B̂の固有値を用いても指定しきれない縮退が残る場合には、みっつ
めの同時観測可能量 Ĉ

[Â, B̂] = [B̂, Ĉ] = [Ĉ, Â] = 0 (5.73)

を導入し、その固有値を用いて正規直交完全系を構成し状態を指定する。一般に、十分多くの数の
同時観測可能量を使えば、その固有値で任意の状態を式 (5.39)や式 (5.72)のように指定して正規
直交完全系を構成することが可能である。このことは、後に、角運動量を考慮して状態を分類する
際に重要になる。

5.5 ハイゼンベルグの不確定性関係
次に、ふたつのエルミート演算子 Â, B̂ が交換しない場合、つまり、

[Â, B̂] ̸= 0 (5.74)

である場合を考えよう。位置演算子 x̂と運動量演算子 p̂の交換関係は

[x̂, p̂] = iℏ (5.75)

なので、この場合の典型例になっている。
この場合は、Âと B̂ は、一般には同時固有状態がとれないので、同時に理想測定することは不
可能である。では、同一の状態 |ψ⟩に対して、観測可能量 Âと B̂ を多数回測定した場合に、どの
くらいの不確定性（ゆらぎ）が生じるかを考えよう。類似の問題はすでに 2.4節で論じたが、以降
で述べる議論のほうがより精密でより一般的であることに注意。
多数回測定するときの観測可能量 A, B の期待値 Ā, B̄ は

Ā = ⟨ψ| Â |ψ⟩, B̄ = ⟨ψ| B̂ |ψ⟩ (5.76)

で与えられる。個々の測定で得られる値は期待値のまわりでゆらいでいることに注意する。便宜の
ため、エルミート演算子∆Â, ∆B̂ を

∆Â ≡ Â− Ā 1̂, ∆B̂ ≡ B̂ − B̄ 1̂ (5.77)

として定義する。∆Â, ∆B̂ の期待値は

⟨ψ|∆Â |ψ⟩ = ⟨ψ|∆B̂ |ψ⟩ = 0 (5.78)

であるが、個々の測定ではのゆらぎがあるため、(∆Â)2, (∆B̂)2の期待値は正の値となる。このこ
とを用いて、観測可能量 A, B の不確定性 (ゆらぎ)を

∆A ≡
√
⟨ψ| (∆Â)2 |ψ⟩, ∆B ≡

√
⟨ψ| (∆B̂)2 |ψ⟩ (5.79)
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として定義することにする。∆Â, ∆B̂ がエルミート演算子であること、つまり

(∆Â)† = ∆Â, (∆B̂)† = ∆B̂ (5.80)

を満たすことに着目すると

⟨ψ| (∆Â)2 |ψ⟩ = ⟨ψ| (∆Â)†(∆Â) |ψ⟩ ≥ 0 (5.81)

となり、この式は状態 ∆Â |ψ⟩のノルムの二乗だとみなすことができ、たしかに (∆A)2 が正の値
であることがわかる。
一方、ベクトル a⃗, b⃗の内積で良く知られているシュワルツの不等式

|⃗a|2 |⃗b|2 ≥ |⃗a · b⃗|2 (5.82)

と同様の不等式を、ヒルベルト空間でも示すことができる。まず、ヒルベルト空間におけるシュワ
ルツの不等式

⟨a|a⟩⟨b|b⟩ ≥ ⟨a|b⟩⟨b|a⟩ (5.83)

の証明を与えよう。ここで |a⟩、|b⟩はヒルベルト空間のゼロでない任意の元（量子力学での状態）
であるが、規格化はされている必要がない。証明には ζ|a⟩+ |b⟩のノルムが正であること

ζ∗ζ⟨a|a⟩+ ζ∗⟨a|b⟩+ ζ⟨b|a⟩+ ⟨b|b⟩ ≥ 0 (5.84)

であることを用いる。式 (5.84)で、ζは任意の複素数であり、この式の等号が成り立つのは ζ|a⟩+|b⟩ =
0 の場合である。式 (5.84)は任意の複素数 ζ で成り立つ不等式なので、ここでは ζ が実数 ξ を用
いて

ζ =
⟨a|b⟩
|⟨a|b⟩|

ξ (5.85)

のように書ける場合を考えよう。このとき式 (5.84) は

ξ2⟨a|a⟩+ 2ξ|⟨a|b⟩|+ ⟨b|b⟩ ≥ 0 (5.86)

となる。式 (5.86)の左辺を ξに関する２次式と見てその判別式

D = 4|⟨a|b⟩|2 − 4⟨a|a⟩⟨b|b⟩ (5.87)

を考察する。|a⟩と |b⟩が比例していない場合（ζ|a⟩ + |b⟩ = 0 を満たす ζ が存在しない場合）、こ
の２次式がいつも正であることから、判別式D < 0が言える。一方で、|a⟩と |b⟩が比例している
場合は、この２次式がゼロになる ζ がひとつだけ存在しているので、判別式はD = 0である。こ
のふたつの場合をあわせると、結局、不等号

D ≤ 0 (5.88)

が証明できたことになる。|⟨a|b⟩|2 = ⟨a|b⟩⟨b|a⟩を用いると、式 (5.88)は証明したかったシュワル
ツの不等式 (5.83)に他ならない。
話を、互いに交換しないエルミート演算子 Â, B̂の期待値の不確定性の話題に戻そう。シュワル
ツの不等式 (5.83)において、ヒルベルト空間の元 |a⟩, |b⟩が

|a⟩ = ∆Â|ψ⟩, |b⟩ = ∆B̂|ψ⟩ (5.89)
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で与えられるものとする。このとき、式 (5.79)とシュワルツの不等式 (5.83)を用いて

(∆A)2(∆B)2 = ⟨ψ| (∆Â)†(∆Â) |ψ⟩⟨ψ| (∆B̂)†(∆B̂) |ψ⟩

≥ ⟨ψ| (∆Â)†(∆B̂) |ψ⟩⟨ψ| (∆B̂)†(∆Â) |ψ⟩ (5.90)

が得られる。エルミート演算子 Ĉ, D̂を

Ĉ ≡ (∆Â)(∆B̂) + (∆B̂)(∆Â), D̂ ≡ −i[∆Â,∆B̂] = −i[Â, B̂] (5.91)

と定義すると、
(∆Â)†(∆B̂) = (∆Â)(∆B̂) =

1

2
Ĉ +

i

2
D̂, (5.92)

(∆B̂)†(∆Â) = (∆B̂)(∆Â) =
1

2
Ĉ − i

2
D̂, (5.93)

が得られ、式 (5.90)の右辺が

⟨ψ| (∆Â)†(∆B̂) |ψ⟩⟨ψ| (∆B̂)†(∆Â) |ψ⟩ = 1

4

∣∣∣⟨ψ| Ĉ |ψ⟩
∣∣∣2 + 1

4

∣∣∣⟨ψ| D̂ |ψ⟩
∣∣∣2 (5.94)

と変形できる。つまり、観測可能量 Âと B̂ の不確定性の積は、不等式

∆A∆B ≥ 1

2

∣∣∣⟨ψ| D̂ |ψ⟩
∣∣∣ , D̂ = −i[Â, B̂] (5.95)

を満たさねばならないことが分かる。
とくに Â = x̂, B̂ = p̂のとき、

[x̂, p̂] = iℏ (5.96)

より、不等式
∆x∆p ≥ 1

2
ℏ (5.97)

が得られる。これはハイゼンベルグの不確定性関係と呼ばれる不等式 31 である。

5.6 状態の無限小変換と演算子の交換関係、解析力学との対応
次式で与えられる状態の無限小変換を考察しよう。

|ψ⟩ → |ψϵ⟩ =
(
1̂ +

ϵ

iℏ
X̂
)
|ψ⟩ (5.98)

ここで、ϵは実数の無限小量であり、X̂ は適当な演算子である。式 (5.98)の共軛をとれば

⟨ψ| → ⟨ψϵ| = ⟨ψ|
(
1̂− ϵ

iℏ
X̂†
)

(5.99)

が得られる。この無限小変換の前後で状態のノルムが変化しないこと、つまり、

⟨ψ|ψ⟩ = ⟨ψϵ|ψϵ⟩

31 最近の量子測定理論の文脈では、「ハイゼンベルグの不確定性関係」という言葉をこの講義ノートの式 (5.97) の量子
ゆらぎの意味とは異なったもの（測定の結果生じる状態の

じょうらん

擾乱による不確定性）を指し示す言葉として用いられることが
多い。この文脈では、式 (5.95)や式 (5.97)の不等式のことは「ロバートソンの不等式」と呼ばれる。最近の新聞記事の解
説でときおり見かける「ハイゼンベルグの不確定性関係の破れ」の現象の発見は、量子測定の文脈での言葉の使い方に基
づくものであり、量子ゆらぎの大きさを表す不等式 (5.97) の破れが発見されたわけではない。
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であることを要求すると
X̂† = X̂

がわかる。つまり、無限小変換を表わす演算子 X̂ はエルミート演算子でなければならない。次に、
観測可能量 Âの期待値がこの無限小変換によってどのように変化するかを考えよう。式 (5.98)、式
(5.99) を用いると

⟨ψ| Â |ψ⟩ → ⟨ψϵ| Â |ψϵ⟩ = ⟨ψ| Â |ψ⟩+ ϵ

iℏ
⟨ψ| [Â, X̂] |ψ⟩ (5.100)

であることがすぐにわかる。ここで [Â, X̂]は、演算子 Âと演算子 X̂の交換関係 [Â, X̂] = ÂX̂−X̂Â
である。式 (5.100)において、とくに、粒子の位置 x̂と運動量 p̂の期待値を考えると

⟨ψ| x̂ |ψ⟩ → ⟨ψ| x̂ |ψ⟩+ ϵ

iℏ
⟨ψ| [x̂, X̂] |ψ⟩, (5.101)

⟨ψ| p̂ |ψ⟩ → ⟨ψ| p̂ |ψ⟩+ ϵ

iℏ
⟨ψ| [p̂, X̂] |ψ⟩ (5.102)

となる。式 (5.101),(5.102)をよく見ると、解析力学での無限小正準変換の式

x → x+ ϵ{x,X}PB, (5.103)

p → p+ ϵ{p,X}PB (5.104)

とよく似ていることに気づく。ここで、X = X(x, p)は解析力学における無限小正準変換の生成子
であり、{A,B}PB はポアソン括弧

{A,B}PB ≡ ∂A

∂x

∂B

∂p
− ∂B

∂x

∂A

∂p
(5.105)

である。
式 (5.101),(5.102) と式 (5.103),(5.104) を比較すると、量子力学での演算子の交換関係 [Â, B̂]が、
解析力学ではポアソン括弧 {A,B}PBに対応していることが見て取れる。さらに、量子力学での演
算子の交換関係の満たす性質

[Â, B̂] = −[B̂, Â], (5.106)

[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ] (5.107)

[[Â, B̂], Ĉ] + [[B̂, Ĉ], Â] + [[Ĉ, Â], B̂] = 0 (5.108)

1

iℏ
[x, p] = 1 (5.109)

に対応して、解析力学でのポアソン括弧は、

{A,B}PB = −{B,A}PB, (5.110)

{A,BC}PB = {A,B}PBC +B{A,C}PB (5.111)

{{A,B}PB, C}PB + {{B,C}PB, A}PB + {{C,A}PB, B}PB = 0 (5.112)

{x, p}PB = 1 (5.113)

の性質を持つことにも注意しよう。これらのことから、量子力学でのエルミート演算子 Â, B̂の交
換関係

1

iℏ
[Â, B̂] (5.114)

67



の古典力学での対応物は物理量 A, B のポアソン括弧

{A,B}PB (5.115)

であることがわかる。実際、x̂, p̂の多項式からなる任意のエルミート演算子 Â, B̂について、その
交換関係 (5.114)が ℏ → 0極限において古典物理量のポアソン括弧 (5.115)に帰着すること 32が確
かめられる。
話を状態の無限小変換に戻し、その具体例として、X̂ を運動量演算子 p̂に取った場合を考察し
よう。

|ψ⟩ =
∫
dx |x⟩ψ(x)

で与えられる状態 |ψ⟩に対して、運動量演算子 p̂による無限小変換を施すと

|ψϵ⟩ =
(
1̂ +

ϵ

iℏ
p̂
)
|ψ⟩

=

∫
dx |x⟩

(
ψ(x)− ϵ

d

dx
ψ(x)

)
=

∫
dx |x⟩ψ(x− ϵ)

が得られる。つまり、運動量演算子 p̂ による無限小変換は、波動関数を無限小量 ϵだけ右方向に動
かす無限小並進変換になっている。実際、変換後の状態 |ψϵ⟩について、x̂, p̂の期待値を求めると

⟨ψ| x̂ |ψ⟩ → ⟨ψϵ| x̂ |ψϵ⟩ = ⟨ψ| x̂ |ψ⟩+ ϵ

iℏ
⟨ψ| [x̂, p̂] |ψ⟩ = ⟨ψ| (x̂+ ϵ) |ψ⟩, (5.116)

⟨ψ| p̂ |ψ⟩ → ⟨ψϵ| p̂ |ψϵ⟩ = ⟨ψ| p̂ |ψ⟩+ ϵ

iℏ
⟨ψ| [p̂, p̂] |ψ⟩ = ⟨ψ| p̂ |ψ⟩, (5.117)

が得られ、もとの状態 |ψϵ⟩での期待値に比べて、x̂の期待値が ϵだけ増加 33 していることがわか
る。ここで、解析力学（古典力学）での無限小並進正準変換が、ポアソン括弧を用いて

x→ x+ ϵ{x, p}PB = x+ ϵ, p→ p+ ϵ{p, p}PB = p (5.118)

だったことを思い出そう。式 (5.118)は、解析力学において無限小並進変換の生成子が運動量 pで
あることを意味していた。式 (5.116)と式 (5.117) は、量子力学においても運動量演算子 p̂が無限
小並進変換の生成子としての意味を持つことを示している。

5.7 状態の時間発展とシュレディンガー方程式
2.3節ではいささか天下り的にシュレディンガー方程式を導入することで状態の時間発展を考え、
その後の１次元量子力学での具体的な計算を行った。ここでは、解析力学での無限小時間発展の生
成子を考察することで、なぜ、シュレディンガー方程式にハミルトニアン演算子が表れねばならな
いかをもう少し見通しよく再考察してみよう。
そこで、状態の時間発展を無限小時間推進変換

|ψ(t+ ϵ)⟩ =
(
1̂ +

ϵ

iℏ
X̂
)
|ψ(t)⟩ (5.119)

32 このことの逆操作は一般には不可能である。ℏ → 0 極限で同一の古典物理量に帰着する複数の量子力学的演算子が存
在してもよい。ℏ = 0 の物理からは、ℏ ̸= 0 の物理の結果は導くことができない。

33 無限小ではない有限のおおきさの並進変換については、付録 F.3 節を参照すること。
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として表し、式 (5.119)に表れるエルミート演算子 X̂ （無限小時間推進変換の生成子）が何者であ
るかを考えることにしよう。ここで、|ψ(t)⟩は時刻 tでの状態を表し、|ψ(t+ ϵ)⟩は時刻 t+ ϵでの
状態を表す。量子力学での適当な（時間に陽には依存しない）物理量 Âの期待値は、したがって、

⟨ψ(t+ ϵ)| Â |ψ(t+ ϵ)⟩ = ⟨ψ(t)| Â |ψ(t)⟩+ ϵ

iℏ
⟨ψ(t)| [Â, X̂] |ψ(t)⟩ (5.120)

と時間変化し、
d

dt
⟨ψ(t)| Â |ψ(t)⟩ = 1

iℏ
⟨ψ(t)| [Â, X̂] |ψ(t)⟩ (5.121)

であることがわかる。式 (5.121)に対応する解析力学での式は、ハミルトンの運動方程式

d

dt
A = {A,H}PB (5.122)

に他ならない。ここでH は解析力学でのハミルトニアンである。前節で考察したポアソン括弧と
交換関係の対応から、式 (5.119)に表れる量子力学での無限小時間推進の生成子 X̂ がハミルトニ
アン演算子 Ĥ であることは、もはや明らかであろう。つまり、ケット |ψ(t)⟩の時間発展は、ハミ
ルトニアン演算子 Ĥ を用いて

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩ (5.123)

で与えられる。ブラ ⟨ψ(t)|の時間発展は、シュレディンガー方程式 (5.123)の複素共軛を取って

− iℏ
d

dt
⟨ψ(t)| = ⟨ψ(t)|Ĥ (5.124)

となる。ここで Ĥ がエルミート演算子であることに注意する。波動関数 ψ(x, t)の言葉では、シュ
レディンガー方程式 (5.123)は、偏微分方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t), (5.125)

を使って書き表される。ここで、波動関数に作用する微分演算子がハミルトニアンであることに
注意。

Hop = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) (5.126)

時間 tに陽には依存しないエルミート演算子 Âの期待値の時間発展

d

dt
⟨ψ(t)| Â |ψ(t)⟩ (5.127)

をふたたび考えよう。シュレディンガー方程式 (5.123)、(5.124)を用いると、

d

dt
⟨ψ(t)| Â |ψ(t)⟩ = 1

iℏ
⟨ψ(t)| [Â, Ĥ] |ψ(t)⟩ (5.128)

が得られる。ここで、[Â, Ĥ]はエルミート演算子 Âとハミルトニアン演算子 Ĥ の交換関係である。
式 (5.128)からただちに次の事実が分かる。

• エルミート演算子 Âがハミルトニアン演算子 Ĥ と交換するとき、期待値 ⟨ψ(t)| Â |ψ(t)⟩は
時間 tに伴って変化せず、保存量となる。また、Âと Ĥ は同時観測可能量になる。Âとして
ハミルトニアン演算子 Ĥ そのものを採用する場合の保存則はエネルギー保存則である。
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• Âが位置演算子 x̂の場合、
1

iℏ
[x̂, Ĥ] =

1

m
p̂ (5.129)

を用いると、式 (5.128)は

d

dt
⟨ψ(t)| x̂ |ψ(t)⟩ = 1

m
⟨ψ(t)| p̂ |ψ(t)⟩ (5.130)

を与える。同様に、Âが運動量演算子 p̂の場合、

1

iℏ
[p̂, Ĥ] = −V ′(x̂), V ′(x) ≡ d

dx
V (x) (5.131)

を用いると、式 (5.128)は

d

dt
⟨ψ(t)| p̂ |ψ(t)⟩ = −⟨ψ(t)|V ′(x̂) |ψ(t)⟩ (5.132)

を与える。式 (5.130)と式 (5.132)は、古典力学での運動方程式

d

dt
x =

1

m
p,

d

dt
p = −V ′(x) (5.133)

に対応するものであり、エーレンフェストの定理として知られている結果である。

シュレディンガー方程式 (5.123)は、

|ψ(t)⟩ = Ût|ψ(0)⟩, Ût ≡ exp

(
1

iℏ
Ĥt

)
(5.134)

のように「形式的」に解くことができる。ここで、演算子 Ût（ハミルトニアン Ĥ の指数関数）は、
テイラー展開を用いて

Ût = exp

(
1

iℏ
Ĥt

)
=

∞∑
n=0

1

n!

(
1

iℏ
Ĥt

)n

(5.135)

で定義される演算子である。この定義から、あきらかに演算子 Ût は

d

dt
Ût =

1

iℏ
ĤÛt (5.136)

を満たす。したがって、式 (5.134)で与えられる状態 |ψ(t)⟩がシュレディンガー方程式 (5.123) を
たしかに満たすことが見て取れる。ハミルトニアン演算子 Ĥ がエルミート演算子なので、演算子
Ût のエルミート共軛を計算すると

Û†
t = exp

(
− 1

iℏ
Ĥt

)
(5.137)

であることがわかる。つまり、演算子 Ût は

Û†
t Ût = Ût Û

†
t = 1̂ (5.138)

を満たすユニタリー演算子になっていることに注意すること。時間発展がユニタリー性を持つこと
（確率の保存）は、量子力学の満たすべき基本的な性質のひとつである。
先に、(5.134)の形のシュレディンガー方程式の解を「形式的」な解であると呼んだ。これは、演
算子 Ûtを具体的に求めることが一般的にはそれほど簡単ではないからである。具体的に、シュレ
ディンガー方程式 (5.123)を解いて状態の時間変化を求めるには、3.2節で説明した手続き、つま
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り、ハミルトニアン演算子を対角化する手続きが必要になる。ハミルトニアン演算子を対角化する
ことにより、その指数関数を計算する操作が容易になるからである。この節の最後に、3.2節で説
明した波動関数の時間発展を求めるための手続きを復習しよう。まず、初期状態 (t = 0)の波動関
数を次のように展開する：

ψ(x, t = 0) =
∑
n

Cnun(x). (5.139)

ここで、un はハミルトニアンの固有関数であり、エネルギー固有値 En を持つものとする。した
がって、un はハミルトニアンの固有値方程式

Enun(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
un(x). (5.140)

を満たす。固有値方程式 (5.140)は、時間に依存しないシュレディンガー方程式と呼ばれる。固有
関数 un が規格化されているものとし、エネルギー固有値に縮退がないと仮定すると、式 (5.139)

の展開係数 Cn は
Cn = ⟨un|ψ(t = 0)⟩ =

∫ ∞

−∞
dxu∗n(x)ψ(x, t = 0) (5.141)

で与えられる。初期条件 (5.139)のもとでシュレディンガー方程式 (5.125)を解くと、任意の時刻
での波動関数が

ψ(x, t) =
∑
n

Cne
−iEnt/ℏun(x) (5.142)

で与えられることが分かる。式 (5.142)を見ると、ハミルトニアン演算子が対角化されることで、
シュレディンガー方程式の解が固有値 Enを用いて表されていることを見て取ることができるであ
ろう。

5.8 シュレディンガー表示とハイゼンベルグ表示
これまで考えてきた量子力学の描像では、状態 |ψ⟩がシュレディンガー方程式

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩ (5.143)

に従って時間変化した。5.7節で示したように、式 (5.143)で与えられる状態の時間変化は、形式
的に

|ψ(t)⟩ = Ût|ψ(0)⟩ (5.144)

と解くことができる。ここで、演算子 Ût は式 (5.135)で定義した演算子である。任意の演算子 B̂

の期待値の時間変化は、したがって、

⟨ψ(t)| B̂ |ψ(t)⟩ = ⟨ψ(0)| Û†
t B̂Ût |ψ(0)⟩ (5.145)

で与えられる。このような描像での量子力学は、シュレディンガー表示 (あるいはシュレディンガー
描像)での量子力学と呼ばれる。
これに対し、式 (5.145)と同じ期待値を与える描像として、状態 |ψ(t)⟩は時間変化せず、演算子

B̂ に時間依存性
B̂(t) = Û†

t B̂Ût (5.146)

を付与する場合がある。この描像での演算子 B̂ の期待値の時間変化は

⟨ψ(0)| B̂(t) |ψ(0)⟩ = ⟨ψ(0)| Û†
t B̂Ût |ψ(0)⟩ (5.147)
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で与えられる。こちらの描像での量子力学は、ハイゼンベルグ表示 (あるいはハイゼンベルグ描像)

での量子力学と呼ばれる。
ハイゼンベルグ表示では、演算子はハイゼンベルグ方程式

d

dt
B̂(t) =

1

iℏ
[B̂(t), Ĥ] (5.148)

に従って時間変化する。式 (5.148)のハイゼンベルグ方程式と古典力学でのハミルトンの運動方程式

d

dt
B = {B,H}PB (5.149)

との類似性に注意せよ。

6 演算子法
この章では、ヒルベルト空間とそれに作用するエルミート演算子の言葉で量子力学を記述するこ
とにより調和振動子の量子力学が見通しよく理解できることを解説する。また、古典力学（解析力
学）との対応がより明確に理解できる量子力学の記述法であるハイゼンベルグ表示を調和振動子に
適用する。

6.1 調和振動子のエネルギー準位
調和振動子のハミルトニアン

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2x̂2 (6.1)

の固有値問題を解き状態のエネルギー準位を計算することを考える。第 4章では、適当な境界条件
を課して時間に依らないシュレディンガー方程式（微分方程式）を解くことでこの問題の答えを得
たが、見通しのよい導出ではなかった。これは、ハミルトニアンの式 (6.1)のなかでは対称的に現
れている演算子 x̂と p̂が、シュレディンガー方程式では非対称に取り扱われている（p̂のみが微分
演算子として取り扱われている）ことに起因する。ここでは、x̂と p̂をなるべく対称的に取り扱う
ことで、調和振動子のエネルギー準位の計算の見通しが良くなることを解説する。
まず最初に、ハミルトニアン (6.1)の与える古典力学での運動方程式が

d

dt

(
x

p

)
=

(
{x,H}PB

{p,H}PB

)
=

(
0 1/m

−mω2 0

)(
x

p

)
(6.2)

であることに着目する。運動方程式のなかで xと pが入り交じって不便である。古典力学でこの点
を解消するには、xと pの線形結合を取って

d

dt

(
x+ i

p

mω

)
= −iω

(
x+ i

p

mω

)
,

d

dt

(
x− i

p

mω

)
= iω

(
x− i

p

mω

)
(6.3)

とすればよい。このようにすれば、x+ ip/(mω)の時間発展が x+ ip/(mω)だけで決められて、運
動方程式が単なる１次微分方程式に帰着する。量子力学でも同様の考え方を適用し、演算子

â ≡
√
mω

2ℏ

(
x̂+

i

mω
p̂

)
, â† ≡

√
mω

2ℏ

(
x̂− i

mω
p̂

)
(6.4)

を定義しよう。ここで â† は、âのエルミート共軛である。交換関係

[x̂, x̂] = [p̂, p̂] = 0, [x̂, p̂] = iℏ (6.5)
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を用いると、
[â, â] = [â†, â†] = 0, [â, â†] = 1̂ (6.6)

はすぐにわかる。また、â, â† を用いて、ハミルトニアン演算子が

Ĥ = ℏω
(
â†â+

1

2

)
(6.7)

と書き表せることから、
[Ĥ, â] = −ℏωâ, [Ĥ, â†] = ℏωâ† (6.8)

を導くのも容易である。
次に、任意の状態のエネルギー期待値 ⟨ψ| Ĥ |ψ⟩を考察しよう。状態 â|ψ⟩のノルムが正またはゼ
ロであることとハミルトニアンの表式 (6.7)から、不等式

⟨ψ| Ĥ |ψ⟩ ≥ 1

2
ℏω (6.9)

が得られることがわかる。つまり、このハミルトニアンの固有状態の固有値はかならず ℏω/2以上
であることがわかる。この結果を x̂2 と p̂2 の期待値の言葉で書き直すと

⟨ψ|
(

1

m
p̂2 +mω2x̂2

)
|ψ⟩ ≥ ℏω (6.10)

である。式 (6.10)がハイゼンベルグの不確定性関係（x̂2の期待値と p̂2の期待値を同時にゼロにす
ることはできないこと）と整合していることに注意しておく。
次に固有値方程式

Ĥ|E⟩ = E|E⟩ (6.11)

を満たす状態 |E⟩ (エネルギー Eの固有値をもつ固有状態) を考える。この状態に演算子 âを作用
させ、状態 â|E⟩を作る。さらにハミルトニアン演算子 Ĥ を作用させると

Ĥâ|E⟩ = [Ĥ, â]|E⟩+ âĤ|E⟩ = −ℏωâ|E⟩+ Eâ|E⟩ = (E − ℏω)â|E⟩ (6.12)

となり、状態 â|E⟩は、もしゼロでなければ、エネルギー固有値 E − ℏωの固有状態であることが
分かる。このことと、エネルギー固有値に下限があったことから、これ以上、エネルギー固有値を
下げることのできない基底状態 |0⟩ が存在 34 し、

â|0⟩ = 0 (6.13)

を満たすことがわかる。基底状態のエネルギー固有値 E0 は

Ĥ|0⟩ = ℏω
(
â†â+

1

2

)
|0⟩ = 1

2
ℏω|0⟩ (6.14)

より、
E0 =

1

2
ℏω (6.15)

である。
基底状態 |0⟩に â† を作用させた状態は

Ĥâ†|0⟩ = [Ĥ, â†]|0⟩+ â†Ĥ|0⟩ = 3

2
ℏωâ†|0⟩ (6.16)

34 ここで導入した |0⟩ という記号は、エネルギー E = 0 の状態という意味ではないことに注意。
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を満たし、エネルギー固有値 3

2
ℏωを持つ固有状態 |1⟩に比例している。

⟨0|ââ†|0⟩ = ⟨0|[â, â†]|0⟩+ ⟨0|â†â|0⟩ = 1 (6.17)

に注意すると、規格化された状態 |1⟩は

|1⟩ = â†|0⟩ (6.18)

で与えられることが分かる。
同様に、基底状態 |0⟩に (â†)n を作用させた状態は

Ĥ(â†)n|0⟩ = ℏω
(
n+

1

2

)
(â†)n|0⟩ (6.19)

を満たし、エネルギー固有値
(
n+ 1

2

)
ℏω を持つ固有状態 |n⟩に比例している。状態 |n⟩を規格化

すると
|n⟩ = 1√

n!
(â†)n|0⟩ (6.20)

であること 35 がわかる。
式 (6.20)からすぐわかるように

â†|n⟩ =
1√
n!
(â†)n+1|0⟩

=
√
n+ 1|n+ 1⟩ (6.21)

である。これは、演算子 â† がエネルギー ℏω(n+ 1/2)の状態 |n⟩に作用すると、エネルギー量子
ℏω がひとつ増え（生成し）た状態 |n+1⟩ になることを表している。一方、演算子 âが状態 |n⟩に
作用すると

â|n⟩ =
1√
n!
â(â†)n|0⟩

=
n√
n!
(â†)n−1|0⟩

=
√
n|n− 1⟩ (6.22)

となり、エネルギー量子 ℏωがひとつ減っ（消滅し）た状態 |n− 1⟩になる。これは、調和振動子
の量子力学を演算子法を用いて解析するうえで基本的な性質であり、演算子 â† が生成演算子と呼
ばれ、演算子 â が消滅演算子と呼ばれる理由である。

6.2 調和振動子の波動関数
ここでは、前節で得た知識を使って、調和振動子の（時間に依存しない）シュレディンガー方
程式

Eu(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

]
u(x) (6.23)

35 規格化の係数は ⟨0| (â)n(â†)n |0⟩ を計算して決定される。この計算をするためには、交換関係 (6.6) に着
目して [â, (â†)n] = n(â†)n−1 を最初に計算しておくと便利である。この式から、漸化式 ⟨0| (â)n(â†)n |0⟩ =
n⟨0| (â)n−1(â†)n−1 |0⟩ が得られ、最終的に

⟨0| (â)n(â†)n |0⟩ = n!

が求まる。
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の解法を見直してみる。
式 (6.4)での演算子 â, â† の定義に対応して、微分演算子

aop ≡
√
mω

2ℏ

(
x+

ℏ
mω

d

dx

)
, a†op ≡

√
mω

2ℏ

(
x− ℏ

mω

d

dx

)
, (6.24)

を定義する。この言葉を使うと、シュレディンガー方程式 (6.23)は

Eu(x) = ℏω
[
a†opaop +

1

2

]
u(x) (6.25)

で与えられる。
基底状態の波動関数 u0(x)は、式 (6.13)に対応して、(

x+
ℏ
mω

d

dx

)
u0(x) = 0 (6.26)

を解くことによって求められる。実際、4.7章で求めた調和振動子の基底状態の波動関数

u0(x) ∝ exp
(
−mω

2ℏ
x2
)

(6.27)

が微分方程式 (6.26)の解であることは明らかである。
励起状態の波動関数 un を求めるには、式 (6.20)に対応して

un(x) =
1√
n!
(a†op)

nu0(x) (6.28)

を計算すればよい。

6.3 調和振動子のハイゼンベルグ表示
最後に、調和振動子ハミルトニアン

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2x̂2 (6.29)

のハイゼンベルグ表示での演算子 x̂, p̂の時間発展を具体的に求めてみよう。x̂と p̂の交換関係

[x̂, x̂] = [p̂, p̂] = 0, [x̂, p̂] = iℏ (6.30)

を用いると、x̂と p̂のハイゼンベルグ方程式は

d

dt
x̂ =

1

iℏ
[x̂, Ĥ] =

1

m
p̂, (6.31)

d

dt
p̂ =

1

iℏ
[p̂, Ĥ] = −mω2x̂ (6.32)

で与えられる。t = 0での初期条件 x = x(0), p = p(0)を使って得られる古典力学での運動方程式
の解を思い出すと、ハイゼンベルグ方程式の解が

x̂(t) = x̂(0) cosωt+
1

mω
p̂(0) sinωt, (6.33)

p̂(t) = p̂(0) cosωt−mωx̂(0) sinωt (6.34)

で与えられることは明らかである。
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7 角運動量の量子化: 球面調和関数
現実の世界は空間３次元であり、粒子の位置は x, y, zの３つの変数で指定される。量子力学で３
次元の粒子の運動を取り扱うには、位置ベクトル x⃗に対応する位置演算子 (x̂, ŷ, ẑの３つ)と、運
動量ベクトル p⃗に対応する運動量演算子 (p̂x, p̂y, p̂z の３つ)を導入すればよい。
ポテンシャルが中心力の場合、つまり、ポテンシャル V が動径方向座標 rのみに依存し

V (x⃗) = V (r), r ≡ |x⃗| (7.1)

の形に書ける場合は、水素原子の問題などへの応用を持ち、たいへん重要である。このとき角運動
量が保存するが、角運動量保存は、角運動量演算子とハミルトニアン演算子が交換することを意味
し、これらが同時観測可能量であることを示している。つまり、エネルギーと角運動量の同時固有
状態の重ね合わせとして任意の状態を表すことができる。
この章と次の章ではでは、３次元量子力学の中心力問題を解く上で鍵となる角運動量の量子力学
的性質について学ぶ。角運動量はまた、その交換関係の性質を通じて、量子力学をもうひと段階深
く理解するうえで役に立つ例題として重要である。
この章では、シュレディンガー方程式を具体的に解く方法について解説し、角運動量固有状態の
球座標系での角度方向波動関数が球面調和関数によって与えられることを学ぶ。

7.1 ２次元の角運動量
ウォームアップとして２次元量子力学からスタートしよう。２次元古典力学での中心力問題のハ
ミルトニアンは

H =
1

2µ
(p2x + p2y) + V (r), r2 = x2 + y2 (7.2)

で与えられる。ここで µは考えている粒子の質量である。２次元量子力学のハミルトニアン演算
子 Ĥ を作るには式 (7.2)に現れる正準変数 x, px, y, py を対応するエルミート演算子に置き換え
ればよい。
デカルト座標系での波動関数 u(x, y)を用いて状態 |u⟩を表示すると

|u⟩ =
∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy |x⃗⟩u(x, y) (7.3)

である。ここで状態 |x⃗⟩は x̂, ŷの同時固有状態であり

x̂|x⃗⟩ = x|x⃗⟩, ŷ|x⃗⟩ = y|x⃗⟩ (7.4)

を満たす。１次元量子力学のときと同様の置き換えを行うと、ハミルトニアン演算子に対応する微
分演算子Hop は

Hopu =

[
− ℏ2

2µ
∆+ V (r)

]
u, r2 = x2 + y2, ∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(7.5)

であることがわかる。
中心力問題を具体的に解くためには、式 (7.5)に現れる２次元のラプラシアンを２次元極座標系

(r, θ)

x = r cos θ, y = r sin θ (7.6)
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を用いて表示しておくと便利である。付録 G で説明する方法でこれを計算すると

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
(7.7)

が得られる。付録 Hで求めるように、２次元の角運動量演算子

L̂ = x̂p̂y − ŷp̂x (7.8)

に対応する微分演算子は
Lop = −iℏ ∂

∂θ
(7.9)

である。これを用いてラプラシアンを書き直すと

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
− 1

ℏ2r2
(Lop)2u (7.10)

であることに注意する。つまり、ハミルトニアン演算子 Ĥ に対応する微分演算子Hopは、極座標
系では

Hopu = − ℏ2

2µr

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+ V (r)u+

1

2µr2
(Lop)2u (7.11)

の形になる。
ハミルトニアンの微分演算子が式 (7.11)の形であることを用いると、波動関数 uの関数R(r)と
関数X(θ)への変数分離、つまり、

u(x = r cos θ, y = r sin θ) = R(r)X(θ) (7.12)

の形を仮定することで、シュレディンガー方程式

Eu = Hopu (7.13)

の解が求められる。実際、式 (7.12)をシュレディンガー方程式 (7.13)し、式 (7.11)のハミルトニ
アンの形を使うと、

r2

R

[
ER+

ℏ2

2µr

d

dr

(
r
dR

dr

)
− V (r)R

]
=

1

2µ

1

X
(Lop)2X (7.14)

が得られる。式 (7.14)の左辺は rだけの関数であり、右辺は θだけの関数であることに注意しよ
う。このことは、式 (7.14)の左辺も右辺も共通の定数にならねばならないことを意味している。こ
の定数を C と置き

ER+
ℏ2

2µr

d

dr

(
r
dR

dr

)
− V (r)R =

C

r2
R, (7.15)

2µCX = (Lop)2X (7.16)

の形の微分方程式を解けばよい。
式 (7.12)の変数分離がどうしてうまく機能したか、その事情を振り返ってみよう。たとえば、ポ
テンシャル V が rのみの関数ではなく θにも依存するときは、式 (7.14)の左辺は θの関数にもなっ
てしまい、変数分離法は機能しない。このように、角運動量 L̂と共軛な角度座標である θ が変数
分離できるためには、ハミルトニアンが θ を含まないこと、つまり、角運動量が保存量であるこ
とが必要である。実際、２次元中心力問題のハミルトニアンの微分演算子 (7.11)と角運動量の微
分演算子 (7.9)の交換関係を計算すると

[Lop,Hop] = 0 (7.17)
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となって、Lop と Hop が交換し、角運動量が保存量であることを示すことができるが、この計算
を実行する上で、Hop が θを含んでいないことが鍵になっていることに気づくだろう。
ここで、いったん変数分離法を離れ、5章で考えた量子力学の構造に立ち戻って考えよう。量子力
学での角運動量の保存は、角運動量演算子 L̂ がハミルトニアン演算子 Ĥ と交換すること、つまり

[L̂, Ĥ] = 0 (7.18)

が成立すること 36によって示される。式 (7.18)はまた、角運動量とエネルギーが同時観測可能量
であることを示している。つまり、あらゆる状態をエネルギーと角運動量の同時固有状態 |n,m⟩ の
重ね合わせの状態として表すことができる。ここで、同時固有状態 |n,m⟩は、固有値方程式

En |n,m⟩ = Ĥ |n,m⟩, ℏm |n,m⟩ = L̂ |n,m⟩ (7.19)

を満たす状態であり、そのエネルギー固有値は En, 角運動量固有値は ℏm の状態である。角運動
量固有値を ℏ で割ったものとして量子数mを定義しておく。このように m を無次元にしておく
とのちのち便利である。
以下で見るように、同時固有状態 |n,m⟩の波動関数を考えると変数分離法を見通しよく使うこ
とができる。固有値方程式 (7.19)を満たす同時固有状態 |n,m⟩の波動関数 unm は

En unm = Hop unm, (7.20)

ℏmunm = Lop unm, (7.21)

を満たす。同時固有状態波動関数を unm とし、

unm = Rnm(r)Xm(θ) (7.22)

の形に変数分離してみよう。式 (7.9)で与えられる Lop の具体形と式 (7.21)を見れば、関数Xm(θ)

が、常微分方程式
mXm(θ) = −i d

dθ
Xm(θ) (7.23)

を満たすことは明らかだろう。さらに、この結果と偏微分方程式 (7.20)、Hopの具体形 (7.11)を組
み合わせれば、

Veff(r) = V (r) +
ℏ2m2

2µr2
(7.24)

で定義される有効ポテンシャル Veff(r)を用いて 37

EnRnm = − ℏ2

2µr

d

dr

[
r
d

dr
Rnm

]
+ Veff(r)Rnm, (7.25)

が示される。つまり、２次元の中心力問題を解くには、まず式 (7.23)で角運動量の固有値mを求め
た後に、動径方向のシュレディンガー方程式 (7.25)を解けばよい。この結果は、式 (7.15), 式 (7.16)

で得られたものともちろん同等な結果である。
変数分離法は偏微分方程式を解く上でのテクニックであるが、このように、ハミルトニアンとの
同時観測可能量（保存量）の存在は、変数分離法が機能することと密接に結びついている。一般

36 8.3 節で考察するように、角運動量演算子は無限小回転変換の生成子である。式 (7.18) を [Ĥ, L̂] = 0 と書き直すと、
これは、ハミルトニアン演算子 Ĥ が回転変換のもとで不変であることを示す式に他ならない。このように、量子力学や解
析力学では、保存量と対称性が密接に関係している。

37 有効ポテンシャル Veff は、ポテンシャルに角運動量による有効斥力の効果がつけ加わったものである。このような有
効ポテンシャルについては、古典力学における中心力問題を解いた時から馴染み深くなっていると思う。
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に、保存量がなにもなければ、変数分離法は機能しない。シュレディンガー方程式を効率的に解く
ためには、事前になるべく多くの保存量を探しておくことが肝要である。
最後に２次元量子力学での角運動量の固有値方程式 (7.23)の解を与えよう。角運動量の微分演
算子 (7.9)の表式から、式 (7.23)の解はあきらかに

Xm(θ) = eimθ (7.26)

である（規格化の定数は無視した）。角度 θの周期性

Xm(θ + 2π) = Xm(θ) (7.27)

から、固有値mは整数でなければならない。

7.2 ３次元角運動量の交換関係
いよいよ、３次元量子力学の中心力問題の議論に移ろう。このときのハミルトニアン演算子は

Ĥ =
1

2µ

(
p̂2x + p̂2y + p̂2z

)
+ V̂ (7.28)

で与えられ、ポテンシャル演算子 V̂ は

r̂2 ≡ x̂2 + ŷ2 + ẑ2 (7.29)

の関数である。このときの（時間に依存しない）シュレディンガー方程式は３変数 (x, y, z)の偏
微分方程式になってしまい、解くのが難しい。そこで、保存量に着目する。３次元の場合は、３つ
の角運動量演算子

L̂x = ŷ p̂z − ẑ p̂y, L̂y = ẑ p̂x − x̂ p̂z, L̂z = x̂ p̂y − ŷ p̂x (7.30)

が定義できることに注意する。これらの角運動量が保存することは

[L̂x, Ĥ] = [L̂y, Ĥ] = [L̂z, Ĥ] = 0 (7.31)

によって示すことができる。このことは、ハミルトニアンと角運動量が同時観測可能量であり、ハ
ミルトニアン Ĥ の固有値 En とともに角運動量演算子の固有値を与えることで同時固有状態が指
定できることを示唆している。
しかしながら３次元角運動量の場合は、角運動量演算子どうしの間の交換関係が

[L̂x, L̂y] = iℏL̂z, [L̂y, L̂z] = iℏL̂x, [L̂z, L̂x] = iℏL̂y (7.32)

となって L̂x, L̂y, L̂z を同時に理想測定することはできない 38。したがって、すべての角運動量の
同時固有状態を使っての状態の指定はできず、３つの角運動量のうちのどれかひとつを選んでその
角運動量固有値を使うことしかできない。ここでは、そのような角運動量演算子として L̂z を採用
39する。しかしこれではまだ、偏微分方程式の３変数のうち、１変数の変数分離しかできない。そ
こで、角運動量の大きさの 2乗を表す演算子

ˆ⃗
L2 ≡ L̂2

x + L̂2
y + L̂2

z (7.33)
38 [x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y ] = [ẑ, p̂z ] = iℏ を使って簡単に確かめることができる。交換関係 (7.32) はまた、角運動演算子が無
限小回転変換のもとで３次元ベクトルとして変換することを表している。

39 もちろん、L̂x や L̂y を採用することもできるが、結果は同じである。

79



が交換関係
[
ˆ⃗
L2, Ĥ] = [

ˆ⃗
L2, L̂z] = 0 (7.34)

を満たすことに着目する。この式は、角運動量の 2乗がエネルギーと z方向の角運動量に加えて同
時観測可能量であり、

En|n, l,m⟩ = Ĥ|n, l,m⟩, (7.35)

ℏ2l(l + 1)|n, l,m⟩ =
ˆ⃗
L2|n, l,m⟩, (7.36)

ℏm|n, l,m⟩ = L̂z|n, l,m⟩ (7.37)

となる同時固有状態 |n, l,m⟩ が正規直交完全系であることを示している 40。これでようやく、シュ
レディンガー方程式の３変数をそれぞれバラバラに変数分離することが可能になる。量子数 lを角
運動量量子数、mを磁気量子数と呼ぶことにする。角運動量演算子 L̂i (i = x, y, z) はエルミート
演算子なので、L̂†

i = L̂i である。任意の状態 |ψ⟩について、状態 L̂i|ψ⟩のノルムが正であること
から、

⟨ψ| ˆ⃗L2 |ψ⟩ =
∑
i

⟨ψ| L̂iL̂i |ψ⟩ =
∑
i

⟨ψ| L̂†
i L̂i |ψ⟩ ≥ 0 (7.38)

であることがわかる。このことから、式 (7.36)の ˆ⃗
L2の固有値は非負であることがわかり、非負の

実数パラメータ l を用いて、固有値を ℏ2l(l + 1) と表記することが正当化できる。

7.3 球面調和関数
前節で計算の戦略を立てることができたので、中心力問題における実際の３次元波動関数の計算
に移ろう。7.1節での議論と同様に、３次元デカルト座標系での波動関数 u(x, y, z)を用いて状態
|u⟩を表示すると

|u⟩ =
∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dy

∫ +∞

−∞
dz |x⃗⟩u(x, y, z) (7.39)

である。ここで状態 |x⃗⟩は x̂, ŷ, ẑの同時固有状態であり

x̂|x⃗⟩ = x|x⃗⟩, ŷ|x⃗⟩ = y|x⃗⟩, ẑ|x⃗⟩ = z|x⃗⟩ (7.40)

を満たす。３次元中心力問題のハミルトニアン演算子 (7.28) に対応する微分演算子Hopは、波動
関数 uに

Hopu =

[
− ℏ2

2µ
∆+ V (r)

]
u, r2 = x2 + y2 + z2, ∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(7.41)

のように作用する。ここではポテンシャルが動径座標のみに依存する中心力問題を考えるので、３
次元極座標（球座標）を用いて計算を進めるのが便利である。

40 後の便利のため、 ˆ⃗
L2 の固有値を ℏ2l(l+ 1) と表記することにした。L̂z は z 軸まわりの無限小回転の生成子なので、

[
ˆ⃗
L2, L̂z ] = 0 が成り立つことは、 ˆ⃗

L2 がこの回転変換の下で不変であることを表している。

80



球座標 (r, θ, φ)での体積要素 d3V = dx dy dz やラプラシアン ∆ の導出については付録 Gを参
照のこと。これらは、それぞれ

d3V = dx dy dz

= dr rdθ r sin θdφ = r2 sin θdr dθ dφ, (7.42)

∆u =

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

]
u

=
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r
u

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
u

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
u (7.43)

である。付録 Hの結果から、角運動量演算子に対応する微分演算子が

Lop
x = iℏ

[
sinφ

∂

∂θ
+ cosφ

cos θ

sin θ

∂

∂φ

]
,

Lop
y = iℏ

[
− cosφ

∂

∂θ
+ sinφ

cos θ

sin θ

∂

∂φ

]
, (7.44)

Lop
z = −iℏ ∂

∂φ

であることがわかっている。また、付録 H.3 で調べるように、ラプラシアンは

∆u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r
u

)
− 1

ℏ2r2
(L⃗op)2u (7.45)

と書くことができる。ここで、(L⃗op)2 は

(L⃗op)2u =
(
(Lop

x )2 + (Lop
y )2 + (Lop

z )2
)
u

= − ℏ2

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
u

)
− ℏ2

sin2 θ

∂2

∂φ2
u (7.46)

で与えられる ˆ⃗
L2に対応する微分演算子である。したがって、ハミルトニアン演算子 Ĥ に対応する

微分演算子Hop は、球座標系では

Hop u = − ℏ2

2µr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r
u

)
+ V (r)u+

1

2r2
(L⃗op)2u (7.47)

の形、 ˆ⃗
L2 に対応する微分演算子 (L⃗op)2 は

(L⃗op)2 u = − ℏ2

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
u

)
− 1

sin2 θ
(Lop

z )2 u (7.48)

の形、L̂z に対応する微分演算子 Lop
z は

Lop
z u = −iℏ ∂

∂φ
u (7.49)

の形にそれぞれまとめられる。式 (7.47), 式 (7.48), 式 (7.49) を使えば、微分演算子として

[Hop, (L⃗
op)2] = 0, [Hop, L

op
z ] = 0, [(L⃗op)2, Lop

z ] = 0 (7.50)

が成り立つことも、具体的かつ容易に確かめられる。
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前節で考えた固有値方程式 (7.35), (7.36), (7.37)を満たす同時固有状態 |n, l,m⟩の波動関数 unlm

が
unlm = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (7.51)

の形に変数分離できることはもはや明らかだろう。ここで、Rnl, Ylm は

EnRnl = − ℏ2

2µ

1

r2
d

dr

(
r2
d

dr
Rnl

)
+ Veff(r)Rnl, Veff(r) = V (r) +

ℏ2

2µr2
l(l + 1),

(7.52)

ℏ2l(l + 1)Ylm = (L⃗op)2 Ylm

= − ℏ2

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
Ylm

)
− ℏ2

sin2 θ

∂2

∂φ2
Ylm, (7.53)

ℏmYlm = Lop
z Ylm

= −iℏ ∂

∂φ
Ylm (7.54)

を満たす関数である。
Ylm(θ, φ)は角運動量量子数 l, 磁気量子数mに対応する固有値方程式 (7.53)と (7.54)の解であ
り、球面調和関数と呼ばれる。球面調和関数を求めるには、偏微分方程式 (7.53)と (7.54) を解く
必要がある。式 (7.48)と式 (7.49)を見れば、Ylm(θ, φ)をさらに

Ylm = Flm(θ)Xm(φ) (7.55)

の形に変数分離できることは明らかだろう。この変数分離を施したあとの固有値方程式 (7.53),(7.54)

は、それぞれ

1

sin θ

d

dθ

[
sin θ

d

dθ
Flm(θ)

]
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Flm(θ) = 0, (7.56)

d

dφ
Xm(φ) = imXm(φ) (7.57)

の形の常微分方程式に帰着する。以降では、式 (7.56)、式 (7.57)を解いて、球面調和関数 Ylm(θ, φ)

の具体形を求めよう。
まず、

Xm(φ) = eimφ (7.58)

が式 (7.57) の解であることは明らかである。球面調和関数は、φについて 2π の周期の周期関数で
あり、

Ylm(θ, φ+ 2π) = Ylm(θ, φ)

の周期的境界条件を満たさねばならない。したがって、

Xm(φ+ 2π) = Xm(φ) (7.59)

である。このことから、磁気量子数 m は整数 41 でなければならない。
次に、微分方程式 (7.56) を解いていこう。微分方程式 (7.56)は

ζ = cos θ, (0 ≤ θ ≤ π) (7.60)

41 8 章で紹介する演算子法を用いた角運動量の量子化の議論では、磁気量子数 m が半整数（半奇数）の場合も許され
る。半整数（半奇数）の l, m は量子力学 II でスピンを考える際に重要になる。

82



で定義される変数 ζ (0 ≤ ζ ≤ 1) を用いて

d

dζ

[
(1− ζ2)

d

dζ
Flm

]
+

[
l(l + 1)− m2

1− ζ2

]
Flm = 0 (7.61)

と書き直すと解きやすくなる。この式変形では、

d

dθ
=
dζ

dθ

d

dζ
= − sin θ

d

dζ
(7.62)

であることを用いた。
微分方程式 (7.61)は、ζ = ±1 に確定特異点を持つ微分方程式である。まずは、確定特異点 ζ = 1

の近傍での解のふるまいを調べよう。そのためには、フロベニウスの方法にしたがって、

Flm = (1− ζ)s
∞∑

n=0

an(1− ζ)n (7.63)

と展開する。式 (7.63)を微分方程式 (7.61)に代入し、(1− ζ)の最低次の
べき

冪の係数を比較すること
で得られる決定方程式を解けば、式 (7.63)の sが s = ±|m|/2と求まり、ζ = 1の近傍において微
分方程式の解の振る舞いが

Flm ∼ (1− ζ)±|m|/2 (7.64)

であることがわかる。ふたつの解のうち、s = −|m|の解は ζ → +1の極限で発散するため採用せ
ず、以降では

Flm ∼ (1− ζ)|m|/2 (7.65)

となる解を探すことにする。
ζ = −1の近傍でも同様の解析を行うことによって、ζ = −1の特異点の近傍での解の振る舞いが

Flm ∼ (1 + ζ)|m|/2 (7.66)

であることを得る。
以上の結果から、ζ = ±1 において有限な関数 Glm を使って

Flm = (1− ζ2)|m|/2Glm(ζ) (7.67)

と書き換えることにする。式 (7.67)を微分方程式 (7.61)に代入することによって、Glm の満たす
べき微分方程式

d

dζ

[
(1− ζ2)

d

dζ
Glm

]
− 2|m|ζ d

dζ
Glm + [l(l + 1)− |m|(|m|+ 1)]Glm = 0 (7.68)

が得られる。
微分方程式 (7.68)は、

ζ → ζ ′ = −ζ

と変数変換しても不変であることに着目しよう。このような場合、確定特異点 ξ = 1 あるいは
ξ = −1の近傍で解を級数展開するよりも、ξ → −ξの対称性をもつ ξ = 0 の近傍で

Glm(ζ) =
∑
n

anζ
n (7.69)

83



と展開するほうが見通しを得やすい。微分方程式 (7.68)から得られる an の漸化式は

an+2 =
(n+ |m|)(n+ |m|+ 1)− l(l + 1)

(n+ 2)(n+ 1)
an, n = 0, 1, 2, · · · (7.70)

である。この漸化式によって級数 (7.69)が無限に続く場合は、級数 (7.69)が ζ → ±1で収束せず
採用できない。逆にいうと、我々が採用できる解は Glm が有限次数の多項式になる場合に限られ
る。漸化式 (7.70)を見れば、そのような状況は l が |m|以上の整数の場合にのみ生じることは明ら
かだろう。つまり、角運動量量子数 lは、|m|以上の整数に量子化されることになる。少し言葉を
変えると、角運動量量子数 lは非負の整数に量子化され、磁気量子数mは

m = −l, −l + 1, · · · , 0, · · · , l − 1, l (7.71)

のいずれかの値に量子化されることになる。
mがゼロのときの微分方程式 (7.68)は、付録 E.2で考察するルジャンドルの微分方程式

d

dζ

[
(1− ζ2)

d

dζ
Pl

]
+ l(l + 1)Pl = 0 (7.72)

そのものになっている。また、ルジャンドルの微分方程式 (7.72)を ζで |m|回微分することによって

d

dζ

[
(1− ζ2)

d

dζ

d|m|Pl

dζ |m|

]
− 2|m|ζ d

dζ

d|m|Pl

dζ |m| + [l(l + 1)− |m|(|m|+ 1)]
d|m|Pl

dζ |m| = 0 (7.73)

が得られる。式 (7.73)が、我々が解きたい微分方程式 (7.68)とほぼ同一の形になっていることに
注意すると、ルジャンドル多項式 Pl を使って、Glm の多項式解が

Glm(ζ) = Nlm
d|m|

dζ |m|Pl(ζ) (7.74)

と書き表すことができることがわかる。ここで、Nlmは適当な定数。結局、球面調和関数 Ylm は、
ルジャンドル

ばいかんすう

陪関数42

P
|m|
l (ζ) = (1− ζ2)|m|/2 d

|m|

dζ |m|Pl(ζ) (7.75)

を使って、
Ylm(θ, φ) = NlmP

|m|
l (cos θ)eimφ (7.76)

と表すことができるのである。
次に球面調和関数 Ylm の規格化条件について調べよう。Ylm がエルミート (微分)演算子の固有
関数であること、また、式 (7.42)に示されるように、d3V における角度積分が

dθ sin θdφ (7.77)

の形であることから、Ylm は直交条件∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφY ∗
lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) = 0, for l ̸= l′, m ̸= m′ (7.78)

を満たすことが分かる。この直交条件にあわせて規格化条件を選ぶのが便利であり、通常の定義で
は Ylm は正規直交条件 ∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφY ∗
lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) = δll′δmm′ (7.79)

42 Associated Legendre function
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を満たすものとして規格化される。
では、この規格化条件 (7.79)を用いて、球面調和関数の規格化定数 Nlm の絶対値を求めよう。

l = l′, m = m′ のとき、この規格化条件から

|Nlm|2 =
1

2π

∫ 1

−1

dζ |P |m|
l (ζ)|2

(7.80)

が得られる。この式の右辺の積分は、ルジャンドル陪関数を式 (E.49)を用いてゲーゲンバウアー多
項式に書き換え、さらにゲーゲンバウアー多項式の規格化の式 (E.53)を用いれば容易に計算でき、

|Nlm|2　 =
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

(7.81)

が得られる。
上述の考察のみでは、規格化定数Nlm の符号（位相）は決定できないが、多くの文献において

Nlm =


(−1)m

[
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

]1/2
, for m ≥ 0,[

2l + 1

4π

(l +m)!

(l −m)!

]1/2
, for m < 0,

(7.82)

のように与えられている。このとき、球面調和関数は

Yl,−m = (−1)mY ∗
lm (7.83)

との性質を持つ。なぜ、式 (7.82)のように符号（位相）を決めておくと便利であるかについては、
次章で説明することにする。
最後に、いくつかの場合について、球面調和関数の具体形を挙げておく。

Y0,0 =
1√
4π
, Y1,0 =

√
3

4π
cos θ, Y1,±1 = ∓

√
3

8π
e±iφ sin θ,

Y2,0 =

√
5

4π

(
3

2
cos2 θ − 1

2

)
, Y2,±1 = ∓

√
5

24π
3 sin θ cos θe±iφ, Y2,±2 =

√
5

96π
3 sin2 θe±2iφ,

Y3,0 =

√
7

4π

(
5

2
cos3 θ − 3

2
cos θ

)
, Y3,±1 = ∓

√
7

48π

(
15

2
sin θ cos2 θ − 3

2
sin θ

)
e±iφ,

Y3,±2 =

√
7

480π
15 sin2 θ cos θe±2iφ, Y3,±3 = ∓

√
7

2880π
15 sin3 θe±3iφ.

これらの球面調和関数について |Ylm|2 の cos θ依存性を下図に示す。
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|Y00|2, |Y11|2, |Y10|2 の cos θ依存性 |Y22|2, |Y21|2, |Y20|2 の cos θ依存性

とくに lが非常に大きい場合は、下図に示すふるまいを示し、m = lの場合に確率が cos θ = 0

の近傍（赤道周辺）に局在し、m = 0の場合は cos θ = ±1の近傍（北極、南極周辺）に集まる様
子が見て取れる。

|Yl=100,m=100|2, |Yl=100,m=70|2, |Yl=100,m=00|2 の cos θ依存性

7.4 球面調和関数の完全性
球面上の座標 (θ, φ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π で表される球面を考える。この球面で定義される
区分的になめらかな関数 f は、球面調和関数を用いて

f(θ, φ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

flmYlm(θ, φ) (7.84)
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と展開できる 43。これは、周期 2πの周期関数 f(x)を関数 einx (nは整数)を用いて

f(x) =
∑
n

fne
inx (7.85)

と展開するフーリエ級数展開に類似する展開である。
展開式 (7.84)の両辺に Y ∗

l′m′(θ, φ) をかけ、球面調和関数の正規直交条件式 (5.29)を用いて積分
を実行すると、

flm =

∫ π

0

dθ′ sin θ′
∫ 2π

0

dφ′Y ∗
lm(θ′, φ′)f(θ′, φ′) (7.86)

が得られる。式 (7.86)を式 (7.84) に代入すると

f(θ, φ) =

∫ π

0

dθ′ sin θ′
∫ 2π

0

dφ′
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′)f(θ′, φ′) (7.87)

が得られる。この式は任意の f(θ, φ)について成り立つので、結局、完全性関係

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′) =

1

sin θ
δ(θ − θ′)δ(φ− φ′) (7.88)

が成り立つことを表している。

8 角運動量の量子化: ３次元回転群の表現
前章では、３次元角運動量演算子の固有関数である球面調和関数の導出を通じて、角運動量量子
数 lがゼロまたは正の整数に量子化され、磁気量子数mが

− l ≤ m ≤ +l (8.1)

を満たす整数に量子化されることを学んだ。この章では、演算子法を用いたより見通しのよい角運
動量の量子化法を学ぶ。さらに、角運動量を状態に作用させることで、状態の無限小３次元回転が
引き起こされ、いわゆる３次元回転群 SO(3) の「表現」を作ることを学ぶ。

8.1 昇降演算子
この章では角運動量演算子の固有値に焦点をあてて解説し、エネルギーの固有値にはあまり着目
しない。そこで状態を指定する上でエネルギー固有値 En のインデックス nを省略し

|l,m⟩ (8.2)

と表記することにする。l, mはそれぞれ角運動量量子数、磁気量子数を表す。状態 |l,m⟩は、エル
ミート演算子 ˆ⃗

L2 と L̂z の同時固有状態であり、固有値方程式

ℏ2l(l + 1)|l,m⟩ =
ˆ⃗
L2|l,m⟩, (8.3)

ℏm|l,m⟩ = L̂z|l,m⟩, (8.4)

43 本来は、区分的になめらかな関数 f について、展開 (7.84) が収束することを別途証明しておく必要があるが、ここ
では省略する。
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を満たす状態である。また、演算子 ˆ⃗
L2 と L̂z はエルミート演算子であることから、これらの状態

が正規直交条件
⟨l′,m′|l,m⟩ = δll′δmm′ (8.5)

を満たすことが言える。
ここでは演算子法を用いて、角運動量量子数 lと磁気量子数mの満たすべき性質を調べること
にしよう。まず最初に、磁気量子数mの絶対値には上限が存在することを示そう。そのためには

ˆ⃗
L2 − L̂2

z = L̂2
x + L̂2

y (8.6)

であることに注目すればよい。この式から、

ℏ2
(
l(l + 1)−m2

)
= ⟨l,m| ˆ⃗L2 |l,m⟩ − ⟨l,m| L̂2

z |l,m⟩

= ⟨l,m| L̂2
x |l,m⟩+ ⟨l,m| L̂2

y |l,m⟩

≥ 0, (8.7)

つまり
l(l + 1) ≥ m2 (8.8)

であることがわかる。なお、式 (8.7)の最終行では、状態 L̂x|l,m⟩と状態 L̂y|l,m⟩ のノルムが正ま
たはゼロであることを用いた。
次に、昇降演算子を

L̂± ≡ L̂x ± iL̂y (8.9)

で定義する。L̂± が交換関係
[L̂+, L̂−] = 2ℏL̂z, (8.10)

[L̂z, L̂±] = ±ℏL̂± (8.11)

を満たすことを示すことは容易である。角運動量の２乗 ˆ⃗
L2は、角運動量 L̂x, L̂y, L̂z すべてと交換

するので、昇降演算子 L̂± とも交換する。

[
ˆ⃗
L2, L̂±] = 0. (8.12)

また、昇降演算子 L̂± を用いて、 ˆ⃗
L2 を

ˆ⃗
L2 =

1

2

(
L̂+L̂− + L̂−L̂+

)
+ L̂2

z

= L̂+L̂− + L̂2
z −

1

2
[L̂+, L̂−] = L̂+L̂− + L̂2

z − ℏL̂z (8.13)

= L̂−L̂+ + L̂2
z +

1

2
[L̂+, L̂−] = L̂−L̂+ + L̂2

z + ℏL̂z (8.14)

と書けることに注意しておく。式 (8.13)と式 (8.14)の両辺を再配置すると

L̂+L̂− =
ˆ⃗
L2 − L̂2

z + ℏL̂z, (8.15)

L̂−L̂+ =
ˆ⃗
L2 − L̂2

z − ℏL̂z, (8.16)

が得られる。
状態

L̂+|l,m⟩ (8.17)
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を考察しよう。この状態に ˆ⃗
L2、L̂z を作用させると

ˆ⃗
L2L̂+|l,m⟩ = [

ˆ⃗
L2, L̂+]|l,m⟩+ L̂+

ˆ⃗
L2|l,m⟩ = ℏ2l(l + 1)L̂+|l,m⟩, (8.18)

L̂zL̂+|l,m⟩ = [L̂z, L̂+]|l,m⟩+ L̂+L̂z|l,m⟩ = ℏ(m+ 1)L̂+|l,m⟩ (8.19)

となることがわかる。ここで、状態 |l,m⟩が式 (8.3)と式 (8.4)で示されるように演算子 ˆ⃗
L2, L̂z の

固有状態であることと、交換関係 (8.11), (8.12)を用いた。式 (8.18)と式 (8.19)は、状態 L̂+|l,m⟩
が ˆ⃗
L2の固有値 ℏ2l(l+ 1), L̂z の固有値 ℏ(m+ 1)の同時固有状態であることを表しており、規格化

の定数 C+(l,m)を用いて
L̂+|l,m⟩ = C+(l,m)|l,m+ 1⟩ (8.20)

と書くことができそうである。同様に

ˆ⃗
L2L̂−|l,m⟩ = ℏ2l(l + 1)L̂−|l,m⟩, (8.21)

L̂zL̂−|l,m⟩ = ℏ(m− 1)L̂−|l,m⟩ (8.22)

から、
L̂−|l,m⟩ = C−(l,m)|l,m− 1⟩ (8.23)

と書くことができそうである。このように、演算子 L̂± は ˆ⃗
L2 の固有値を変えずに、z 方向の角運

動量 L̂z の固有値 ℏmを昇降させる演算子であり、このことがこの演算子を昇降演算子と呼ぶゆえ
んとなっている。定数 C±(l,m) の値についても、L̂± のエルミート共軛が L̂∓ であることに注意
し、式 (8.15), (8.16) を使って、以下のように計算できることがわかる。

|C−(l,m)|2 = ⟨l,m| L̂+L̂− |l,m⟩ = ℏ2 (l(l + 1)−m(m− 1)) , (8.24)

|C+(l,m)|2 = ⟨l,m| L̂−L̂+ |l,m⟩ = ℏ2 (l(l + 1)−m(m+ 1)) . (8.25)

つまり、昇降演算子 L̂± によって、角運動量量子数 lの値を保ったまま、磁気量子数 m のみを

|l,m− 1⟩ = 1

C−(l,m)
L̂−|l,m⟩ (8.26)

|l,m+ 1⟩ = 1

C+(l,m)
L̂+|l,m⟩ (8.27)

のように変化させることができ、ここでの定数 C±(l,m)も

C−(l,m) = ℏ
√
l(l + 1)−m(m− 1) = ℏ

√
(l +m)(l −m+ 1), (8.28)

C+(l,m) = ℏ
√
l(l + 1)−m(m+ 1) = ℏ

√
(l −m)(l +m+ 1), (8.29)

のように求められる 44。

44 式 (8.24) や式 (8.25) からは規格化定数 C−, C+ の絶対値は求まるが、符号の不定性が残る。式 (8.28) と式 (8.29)
で与えた C−, C+ の符号の選び方が互いに無矛盾であることは、式 (8.26) と式 (8.27) を用いて、状態の m の値を上げ
下げした結果が元の状態の符号に戻ること、つまり

|l,m⟩ =
1

C+(l,m− 1)
L̂+|l,m− 1⟩ =

1

C+(l,m− 1)C−(l,m)
L̂+L̂−|l,m⟩

=
ℏ2[l(l+ 1)−m(m− 1)]

C+(l,m− 1)C−(l,m)
|l,m⟩ = |l,m⟩

であることから確認できる。
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さて、L̂±によって、lの値を保ったまま、どんどんmの値だけを上げ下げしていくと、いつか
は式 (8.8) の不等式を満たさなくなってしまう。この問題を避けるには、昇降演算子で上げ下げで
きるmに最大値mmax や最小値mmin が存在せねばならない。つまり、|l,mmax⟩の状態に L̂+ を
作用させてmの値を上げようとしたり、|l,mmin⟩の状態に L̂−を作用させてmの値を上げようと
したりすると、新たな状態を作るかわりに、

L̂+|l,mmax⟩ = 0, L̂−|l,mmin⟩ = 0 (8.30)

になって、その状態自体が消滅せねばならない。式 (8.24)や式 (8.25)を用いると、この条件からは、

0 = ⟨l,mmin| L̂+L̂− |l,mmin⟩ = |C−(l,mmin)|2 = ℏ2(l +mmin)(l −mmin + 1), (8.31)

0 = ⟨l,mmax| L̂−L̂+ |l,mmax⟩ = |C+(l,mmax)|2 = ℏ2(l −mmax)(l +mmax + 1), (8.32)

が得られ、mmax やmmin の値が

mmax = l, mmin = −l (8.33)

であることがわかる。昇降演算子によって、mはひとつづつ上げ下げされることを思い出すと、磁
気量子数 m として可能な値は、

m = −l, −l + 1, −l + 2, · · · , l − 1, l (8.34)

に量子化されることがわかる。式 (8.34)はまた、角運動量量子数 l も任意の数になることができ
ず、l = 0, 1, 2, · · · などの整数か、あるいは、l = 1/2, 3/2, 5/2, · · · などの半整数（半奇数）に量子
化されることを示している。前章の球面調和関数の考察では、l, mは整数に量子化され、半整数
の値を取ることができなかったことに注意しておく。この章の演算子法での考察では、半整数の l,

mが許容されるが、この事実は、単純な軌道角運動量（球面調和関数）では記述できない角運動
量の存在の可能性を示唆している。実際、量子力学 IIにおいて、そのような角運動量であるスピ
ン角運動量について学ぶことになる。

8.2 Nlmの符号（球面調和関数の位相の約束）
前節で使用した昇降演算子の微分演算子版

Lop
+ = Lop

x + iLop
y

= ℏe+iφ

[
∂

∂θ
+ i

cos θ

sin θ

∂

∂φ

]
, (8.35)

Lop
− = Lop

x − iLop
y

= ℏe−iφ

[
− ∂

∂θ
+ i

cos θ

sin θ

∂

∂φ

]
(8.36)

を導入しよう。実は、7.3節で (7.82) のように定義した球面調和関数 Ylmの規格化定数の符号（位
相）は、(8.26)式、(8.27)式に対応して、

Yl,m+1(θ, φ) =
1

C+(l,m)
Lop
+ Yl,m(θ, φ), (8.37)

Yl,m−1(θ, φ) =
1

C−(l,m)
Lop
− Yl,m(θ, φ), (8.38)
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となるようにして定められているのである。ここで、係数 C+, C− は式 (8.29)と式 (8.28) でそれ
ぞれ与えられる係数である。実際、m ≥ 0に対してルジャンドル陪関数 Pm

l (ζ)が

Pm+1
l (ζ) =

√
1− ζ2

[
d

dζ
+

mζ

1− ζ2

]
Pm
l (ζ) (8.39)

を満たすことを用いれば、
Ylm(θ, φ) = NlmP

|m|
l (cos θ)eimφ (8.40)

に対して、Lop
± を具体的に作用させることで、

Lop
+ Ylm(θ, φ) = −ℏNlmP

|m|+1
l (cos θ)ei(m+1)φ, (8.41)

Lop
− Ylm(θ, φ) = +ℏNlmP

|m|+1
l (cos θ)ei(m−1)φ, (8.42)

となることを示すのは容易である。式 (8.41), (8.42)を、それぞれ、式 (8.37), (8.38)の右辺に代入
することで、

Nl,m+1P
|m+1|
l (cos θ)ei(m+1)φ =

−ℏNlm

C+(l,m)
P

|m|+1
l (cos θ)ei(m+1)φ, (8.43)

Nl,m−1P
|m−1|
l (cos θ)ei(m+1)φ =

+ℏNlm

C−(l,m)
P

|m|+1
l (cos θ)ei(m+1)φ, (8.44)

が得られる。m ≥ 0に対して、式 (8.43)を用いて、Nl,m+1 とNlm の関係を読み取れば、

Nl,m+1 =
−Nlm√

(l −m)(l +m+ 1)
, for m ≥ 0, (8.45)

が得られる。同様に、式 (8.44)からは

Nl,m−1 =
Nlm√

(l +m)(l −m+ 1)
, for m ≤ 0, (8.46)

を読み取ることができる。結局のところ、m = 0でのNlm の符号（位相）を正の実数にとると約
束しておけば、m ̸= 0についてのNlm の符号は、式 (7.82)のようにとればよい。
ちなみにm = mmax = lのときの球面調和関数の形は、非常に簡単に求めることができる。こ
のとき、式 (8.30)から、

Lop
+ Yl,m=l(θ, φ) = 0 (8.47)

であることがわかる。式 (8.47)を Fl,m=l で書き直すと(
∂

∂θ
− l

cos θ

sin θ

)
Fll(θ) = 0 (8.48)

が得られ、単に１階の微分方程式を解く問題に帰着する。定数倍の不定性を除いて、これから解

Fll(θ) ∝ (sin θ)
l

(8.49)

を得るのは容易である。結局、m = mmax = lのときの球面調和関数は

Yll ∝ (sin θ)
l
eilφ (8.50)

と求められたことになる。m < mmax = lのときの球面調和関数を求めるには、下降演算子の微分
演算子版 Lop

− を l −m回、式 (8.50)に作用させて、

Ylm ∝
[
e−iφ

(
− ∂

∂θ
+ i

cos θ

sin θ

∂

∂φ

)]l−m

(sin θ)
l
eilφ (8.51)

を計算すればよい。
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8.3 状態の回転変換
角運動量演算子 L̂z を生成子とする状態 |ψ⟩の無限小変換

|ψ⟩ → |ψϵ⟩ =
(
1̂ +

ϵ

iℏ
L̂z

)
|ψ⟩ (8.52)

を考察しよう。ここで、ϵは無限小の実数パラメータである。変換後の波動関数 ψϵ(x, y, z)が

ψϵ(x, y, z) = ψ(x, y, z)− ϵ

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
ψ(x, y, z)

= ψ(x+ ϵy, y − ϵx, z) (8.53)

であることからわかるように、この無限小変換は z 軸周りの無限小角度 ϵの回転変換になってい
る。同様に L̂x, L̂y を生成子とする無限小変換は、それぞれ、x軸周り、y 軸周りの無限小回転に
なっている。
有限角度の回転変換を得るには、無限小変換を何度もくり返せばよい。例えば、z軸周りの有限
角度 θの回転変換は、

|ψ⟩ → |ψθ⟩ = lim
N→∞

(
1̂ +

1

iℏ
θ

N
L̂z

)N

|ψ⟩

= exp

(
θ

iℏ
L̂z

)
|ψ⟩ (8.54)

で与えられる。ここで、演算子の指数関数は

exp

(
θ

iℏ
L̂z

)
≡ 1̂ +

θ

iℏ
L̂z +

1

2!

(
θ

iℏ
L̂z

)2

+
1

3!

(
θ

iℏ
L̂z

)3

+ · · ·

のようにテイラー展開を用いて定義されている。
単位ベクトル n⃗を回転軸とする大きさ θの回転を θ⃗回転と呼ぶことにする（θ⃗は θ⃗ = θn⃗で与え
られるベクトル）。一般に、状態 |ψ⟩の θ⃗回転変換は

|ψ⟩ → |ψθ⃗⟩ = exp

(
1

iℏ
θ⃗ · ˆ⃗L

)
|ψ⟩ (8.55)

によって与えられる。

8.4 角運動量の行列表示と３次元回転群 SO(3)の表現

L̂z と ˆ⃗
L2 の固有値は、それぞれ、ℏmと ℏ2l(l + 1)に量子化される。ここで、角運動量量子数 l

は非負の整数である。磁気量子数 mはmmax ≥ m ≥ mminを満たす整数であり、磁気量子数の最
大値mmaxと最小値mminは、それぞれ、mmax = +l と mmin = −l で与えられる。以降では、角
運動量量子数 lと磁気量子数mを用いて、同時固有状態を

|m⟩l = |l,m⟩ (8.56)
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のようにラベルする。また、その重ね合わせの状態 |s⃗⟩l を

|s⃗⟩l =

l∑
m=−l

|m⟩l sm

= (|mmax⟩l, |mmax − 1⟩l, · · · , |mmin + 1⟩l, |mmin⟩l)



sl

sl−1

...

s−l+1

s−l


= (|mmax⟩l, |mmax − 1⟩l, · · · , |mmin + 1⟩l, |mmin⟩l) s⃗ (8.57)

のように定義しよう。ここで、sm（m = mmin,mmin+1, · · · ,mmax）は重ね合わせの係数である。
この式の３行目の 2l + 1次元ベクトル s⃗は

s⃗ =



sl

sl−1

...

s−l+1

s−l


(8.58)

のように縦ベクトルとして定義されている。
この状態の３次元回転変換を考える。ˆ⃗

L2は３次元回転のもとで不変なので、lは回転変換のもと
で変化しない。したがって、状態 |s⃗⟩lを回転変換させると lは変化せず 2l+1次元ベクトル s⃗のみ
が s⃗′ に変化した状態 |s⃗′⟩l が得られるはずである。実際、状態 |s⃗⟩l に角運動量演算子 L̂i を作用さ
せると、

L̂i|s⃗⟩l = (|m = l⟩, |m = l − 1⟩, · · · , | − l + 1⟩, |m = −l⟩) ρl(L̂i)s⃗

= |ρl(L̂i)s⃗⟩l (8.59)

と書くことができる。ここで、ρl(L̂i)は (2l+ 1)× (2l+ 1)行列である。この行列を角運動量の行
列表示と呼ぶ。有限の大きさの回転変換

Ûθ⃗ ≡ exp

(
1

iℏ
θ⃗ · ˆ⃗L

)
(8.60)

を状態 |s⃗⟩l に施すと

Ûθ⃗|s⃗⟩l = |s⃗θ⃗⟩l, s⃗θ⃗ ≡ ρl(Ûθ⃗)s⃗, ρl(Ûθ⃗) = exp

(
1

iℏ
θ⃗ · ρl(

ˆ⃗
L)

)
s⃗ (8.61)

となることに注意。つまり、この表記では、行列 ρl(Ûθ⃗) によって、状態の回転変換

|s⃗⟩l → |s⃗θ⃗⟩l = |ρl(Ûθ⃗)s⃗⟩ (8.62)

が表されている。
回転変換 Ûθ⃗1

を行った状態を、さらに Ûθ⃗2
によって回転変換させる操作は、Ûθ⃗2

と Ûθ⃗1
の積の演

算子
Ûθ⃗2

Ûθ⃗1
(8.63)
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によって表されることに着目しよう。回転変換全体の集合には、このようにして自然に「積」の概
念が導入されることになる。数学において、要素の間に「積」の概念が導入された集合は、「群」45

と呼ばれ、詳しく研究されている。特に、３次元回転変換の集合のなす群は、３次元回転群 SO(3)

と呼ばれる。SO(3)の元の積は、一般には、

Ûθ⃗2
Ûθ⃗1

̸= Ûθ⃗1
Ûθ⃗2

(8.64)

であることに注意。このように、順序の入れ替えで異なる結果を与える積をもつ群は、非可換群
（非アーベル群）と呼ばれる。SO(3)は非可換群の例になっている。
次に、行列 ρl(L̂i)の具体形を求めてみよう。z方向の角運動量演算子 L̂z の表現行列が

1

ℏ
ρl(L̂z) =



l

l − 1

. . .

−l + 1

−l


, (8.65)

であること、つまり、L̂z の固有値を並べた対角行列であることはすぐにわかる。演算子 L̂x, L̂y に
ついては、昇降演算子 L̂± = L̂x ± L̂y の表現行列が、(8.28)式、(8.29)式で与えられた係数 C−,

C+ を用いて

ρl(L̂+) =



0 C+(l,m = l − 1)

0
. . .

. . .
. . .

0 C+(l,m = −l)
0


,

(8.66)

ρl(L̂−) =



0

C−(l,m = l) 0

. . .
. . .

. . . 0

C−(l,m = −l + 1) 0


.

(8.67)

と表されることを用いる。行列 ρl(L̂x), ρl(L̂y)は

ρl(L̂x) =
1

2

(
ρl(L̂+) + ρl(L̂−)

)
, (8.68)

ρl(L̂y) =
1

2i

(
ρl(L̂+)− ρl(L̂−)

)
(8.69)

45 数学での「群」の公理には、単に「積」の演算の概念だけでなく、単位元や逆元の存在など、その演算が「積」とし
て望ましい性質を持つことも要請される。回転変換に自然に導入される「積」の演算はこのような望ましい性質を持つ。
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から計算でき、その答えは、
1

ℏ
ρl(L̂x) =

0
√

1
2 l√

1
2 l 0

√
1
(
l − 1

2

)
0

√
1
(
l − 1

2

)
0

√
3
2 (l − 1)√

3
2 (l − 1) 0

. . .

. . .
. . .

√(
l − 1

2

)
1√(

l − 1
2

)
1 0

√
l 1
2√

l 1
2 0


,

(8.70)

1

ℏ
ρl(L̂y) =

0 −i
√

1
2 l

i
√

1
2 l 0 −i

√
1
(
l − 1

2

)
0 i

√
1
(
l − 1

2

)
0 −i

√
3
2 (l − 1)

i
√

3
2 (l − 1) 0

. . .

. . .
. . .

. . .

. . . 0 −i
√
l 1
2

i
√
l 1
2 0


,

(8.71)

の帯行列の形になる。
この構成方法から明らかなように、行列 ρl(L̂i)の交換関係は、もともとの角運動量演算子の交
換関係と同一である。

[ρl(L̂i), ρl(L̂j)] = ρl([L̂i, L̂j ]). (8.72)

したがって、３次元回転群 SO(3)の非可換性は、

ρl(Ûθ⃗) = exp

(
1

iℏ
θ⃗ · ρl(

ˆ⃗
L)

)
(8.73)

の行列としての積の非可換性で表現されていることがわかる。性質 (8.72)は、角運動量の行列表
示が３次元回転群 SO(3)（あるいはリー代数 so(3)）の表現になっていることを意味している 46。
回転群の表現の立場では、量子数mのことは「ウェイト」と呼ばれる。昇降演算子の作用によっ
て、それ以上、ウェイトを上げることができない状態は、「最高ウェイト」の状態と呼ばれ、その
ときのm = lは最高ウェイトと呼ばれる。角運動量演算子 L̂i (i = x, y, z)がエルミート演算子で
あることに対応して、その行列表示 ρl(L̂i) (i = x, y, z)はエルミート行列になっている。最高ウェ
イトを指定することで３次元回転群の表現が一意に決定できることを覚えておこう。
最後に、l = 0と l = 1の場合について、回転群の表現の具体形を見てみよう。
46 残念ながら、この講義では回転群の表現論の詳細についてこれ以上触れる時間的な余裕がない。興味ある学生は、猪
木・川合の教科書などで自習すること。吉川圭二著「群と表現」岩波書店の解説も読みやすい。
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• l = 0の場合。
ρ0(L̂x) = ρ0(L̂y) = ρ0(L̂z) = 0. (8.74)

この結果は、回転変換のもとで l = 0の状態は変換されない（不変である）ことを意味して
いる。この表現はトリヴィアルな表現（自明な表現）と呼ばれる。

• l = 1の場合。

1

ℏ
ρ1(L̂x) =

1√
2

 0 1 0

1 0 1

0 1 0

 ,

1

ℏ
ρ1(L̂y) =

i√
2

 0 −1 0

1 0 −1

0 1 0

 ,

1

ℏ
ρ1(L̂z) =

 1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 . (8.75)

これらがエルミート行列であること、交換関係

[ρ1(L̂x), ρ1(L̂y)] = iℏρ1(L̂z), [ρ1(L̂y), ρ1(L̂z)] = iℏρ1(L̂x), [ρ1(L̂z), ρ1(L̂x)] = iℏρ1(L̂y)

(8.76)

を満たすことを確認するのは容易である。さらに、

V =

 −1/
√
2 0 1/

√
2

−i/
√
2 0 −i/

√
2

0 1 0

 (8.77)

で与えられるユニタリー行列 V を用いて

1

ℏ
ρ̃1(L̂x) =

1

ℏ
V ρ1(L̂x)V

† =

 0 0 0

0 0 −i
0 +i 0

 ,

1

ℏ
ρ̃1(L̂y) =

1

ℏ
V ρ1(L̂y)V

† =

 0 0 +i

0 0 0

−i 0 0

 ,

1

ℏ
ρ̃1(L̂z) =

1

ℏ
V ρ1(L̂z)V

† =

 0 −i 0

+i 0 0

0 0 0

 (8.78)

が得られることにも注意。一般に、ユニタリー行列 V を用いて ρ̃ = V ρV †の関係にある表現
ρと表現 ρ̃はユニタリー同値であると呼ばれる。式 (8.75)の表現 ρ1と式 (8.78)の表現 ρ̃1は
とユニタリー同値である。表現 ρ̃1 の行列は、通常の３次元ベクトルの回転変換の行列と同
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一であることがわかる。たとえば、z軸まわりの角度 θの回転変換は

exp

(
θ

iℏ
ρ̃1(L̂z)

)
= exp

 0 −θ 0

+θ 0 0

0 0 0



=

 cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 (8.79)

と変換する。したがって、状態 |s⃗⟩l=1 に z軸まわりの角度 θの回転変換を施すと、

exp

(
θ

iℏ
L̂z

)
|s⃗⟩l=1 = exp

(
θ

iℏ
L̂z

)
(|+ 1⟩, |0⟩, | − 1⟩)

 s+1

s0

s−1



= (|+ 1⟩, |0⟩, | − 1⟩) exp
(
θ

iℏ
ρ1(L̂z)

) s+1

s0

s−1



= (|+ 1⟩, |0⟩, | − 1⟩)V † exp

(
θ

iℏ
ρ̃1(L̂z)

)
V

 s+1

s0

s−1



= (|+ 1⟩, |0⟩, | − 1⟩)V †

 cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

V

 s+1

s0

s−1


(8.80)

が得られ、回転変換のもとで重ね合わせの係数 s+1, s0, s−1がどのように変化していくかを
具体的に計算できるようになる。|θ⃗| = 2πのときに回転変換後の状態がもとの状態に一致す
ることにも注意しておく。

l = 1の表現は、３次元回転群 SO(3)の３次元表現、あるいは、随伴表現と呼ばれる。

9 ３次元量子力学の中心力問題
３次元量子力学のシュレディンガー方程式を解析的に解くのは、一般的には、とても大きな困難
を伴う。１次元量子力学の場合とは異なって、３次元量子力学の質量 µの粒子の時間に依存しない
シュレディンガー方程式は

Eu =

[
ℏ2

2µ
∆+ V (x, y, z)

]
u

の形の偏微分方程式になってしまうからである。１次元量子力学のときの常微分方程式に比べて、
一般の偏微分方程式を解こうとすると格段に難しくなることは、経験上、みなよく知っていること
と思う。
しかしながら、前章までで調べたように、中心力ポテンシャルの場合、つまり、ポテンシャルが
動径座標 rのみに依存する V (r)の形になる場合は、この問題は著しく簡単化される。この場合の
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ハミルトニアン Ĥ は原点を中心とする回転変換のもとで対称性（SO(3)対称性）を持ち、Ĥ と角
運動量演算子 L̂x, L̂y, L̂z との交換関係が

[Ĥ, L̂x] = [Ĥ, L̂y] = [Ĥ, L̂z] = 0

となって、Ĥ と L̂z,
ˆ⃗
L2が同時観測可能量になるからである。この場合、ハミルトニアンの固有状

態は同時に角運動量演算子の固有状態になり、角運動量の量子数 l,mを使って指定される球面調和
関数 Ylm を使って、波動関数 uの角度座標依存性を変数分離 47できる。実際、中心力ポテンシャ
ルのもとでのシュレディンガー方程式

Eu =

[
− ℏ2

2µ
∆+ V (r)

]
u (9.1)

を球座標表示し、動径方向波動関数 R(r)と球面調和関数 Ylm(θ, φ)

u = R(r)Ylm(θ, φ) (9.2)

に変数分離すると、動径方向波動関数のシュレディンガー方程式（動径方程式）

ER = − ℏ2

2µ

1

r2
d

dr

(
r2
d

dr
R

)
+ Veff(r)R, Veff(r) = V (r) +

ℏ2

2µr2
l(l + 1) (9.3)

を得ることができる。動径方程式は常微分方程式なので、比較的簡単に解を得ることが可能であ
る。この章では、V (r)として 1/rポテンシャルを考え、動径方程式 (9.3)の解を考えよう。

9.1 水素類似原子
中心力ポテンシャルとして

V (r) = − Ze2

4πϵ0r
(9.4)

を採用して、このポテンシャルに束縛された状態を表す解を探そう。この中心力ポテンシャルの場
合の３次元量子力学は、電荷 Zeをもつ原子核のまわりを運動する１電子（水素類似原子）のモデ
ルとなっている。電子の質量をme、原子核の質量をM とすると、ハミルトニアンに現れる質量
µは、換算質量

µ =
meM

me +M
(9.5)

に他ならない（rは原子核と電子の間の相対距離）。
シュレディンガー方程式 (9.3)を解くうえで、なるべく方程式の形を見やすくしておくのが便利
である。そこで動径距離 rのかわりに、無次元量 ρを

ρ ≡
√

−8µE

ℏ2
r, (9.6)

と定義し、ポテンシャルの係数 Ze2 のかわりに、ポテンシャルの強さを表す無次元の定数 λを

λ ≡ Ze2

4πϵ0ℏ

√
µ

−2E
(9.7)

47 同様の事情は、実は、古典力学での中心力問題を解く際にも生じていたことを思い出そう。古典力学の場合も、角運
動量が保存量であることを使って、もともとの x, y, z の３変数連立微分方程式の問題を、角度座標を含まず動径座標 r の
みを含む比較的簡単な微分方程式を解く問題に帰着できていた。このように、対称性と保存則に着目することは、量子力
学においても古典力学においても、解析的に問題を解く上で鍵となる着眼点である。
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と定義しておく。ここで、我々は束縛状態を考えているので、エネルギー固有値 E は負であるこ
とに注意しておく。
動径座標変数として ρ (ρ ≥ 0)、ポテンシャルの強さを表す無次元定数 λを用いると、動径方程
式は [

d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
− l(l + 1)

ρ2
+

(
λ

ρ
− 1

4

)]
R = 0 (9.8)

と変形できる。

9.2 エネルギー準位
式 (9.8)を解く作業にとりかかろう。そのためにはまず ρ≫ 1での解のふるまいに着目する。こ
の極限での式 (9.8)の主要項は

d2R

dρ2
− 1

4
R = 0 (9.9)

であり、その解は
R ∼ e+ρ/2 (9.10)

あるいは
R ∼ e−ρ/2 (9.11)

である。このふたつの解のうち式 (9.10)は、あきらかに二乗可積分ではないため許されない。し
たがって、我々の採用できる ρ≫ 1 でのふるまいは式 (9.11)である。そこで

R(ρ) = e−ρ/2G(ρ) (9.12)

と置き換えて、Rに関する微分方程式 (9.8)を Gに関する微分方程式[
d2

dρ2
−
(
1− 2

ρ

)
d

dρ
+
λ− 1

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
G = 0 (9.13)

に変形しよう。微分方程式 (9.13)は、ρ = 0に確定特異点をもつ微分方程式である。そこで、フロ
ベニウスの方法にしたがって、ρ = 0まわりでの級数展開

G(ρ) = ρs
∞∑
k=0

akρ
k (9.14)

として解を求めて行くことにしよう。
まずは sを求めることを考える。これを計算するには、

べきてんかい

冪展開の式 (9.14)を微分方程式 (9.13)

に代入し、ρの最低次数の項 (この問題の場合は ρs−2に比例する項)の係数を比較すればよい。最
低次数の項の係数の比較によって決定方程式

s(s− 1) + 2s− l(l + 1) = 0 (9.15)

が得られ、その結果
s = l,−l − 1 (9.16)

と求められる。このふたつの解のうち、s = −l− 1の解は、l ≥ 1の場合は、積分
∫∞
0
drr2|R|2が

r = 0近辺で発散して二乗可積分条件を満たさない。l = 0の場合も r = 0でのシュレディンガー
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方程式を満たさないことを示すことができる 48。そこで我々は s = lの解を採用し 49、

G(ρ) = ρlL(ρ), L =

∞∑
k=0

akρ
k (9.17)

と展開することにする。関数 L(ρ)の満たすべき微分方程式は

ρ
d2L

dρ2
+ (2l + 2− ρ)

dL

dρ
+ (λ− 1− l)L = 0 (9.18)

であり、数列 ak の満たすべき漸化式は

ak+1 =
k + l + 1− λ

(k + 2l + 2)(k + 1)
ak (9.19)

と求められる。十分大きい kについて、もし ak ̸= 0であれば、

ak+1

ak
=

1

k
(9.20)

であることに注意しよう。このことは、もしずっと無限級数が続くのであれば、

ak+1 ∝ 1

k!
(9.21)

となり、ひいては
L ∝ eρ (9.22)

となってしまうことを表している。式 (9.22)を式 (9.17), 式 (9.12)と組み合わせると、結局 R(ρ)

の解が二乗可積分条件を満たすことができない形 (9.10) に戻ってしまうことを示しており、無限
級数が続く解は、物理的に意味のある解として採用できない。
結局、二乗可積分条件を満たす解として採用可能なのは、級数展開 (9.17)において L が有限の
多項式に留まる場合、つまり、nr = λ− l− 1がゼロまたは正の整数になって、式 (9.19)の漸化式
で与えられる数列が次数 nr 以上でゼロになってしまう場合のみに限られる。つまり、λはとびと
びの値しかとることができず、量子化されることが分かる。nr は動径量子数と呼ばれ

n ≡ λ = nr + l + 1 (9.23)

は主量子数と呼ばれる。明らかに

1. 主量子数 nは n ≥ l + 1の整数

2. 式 (9.7)と式 (9.23)を用いて、エネルギー固有値 En は

En = −µ
2

(
Ze2

4πϵ0ℏ

)2
1

n2
(9.24)

であることがわかる。

48 l = 0のときの r = 0近傍での発散解は、1/r に比例するクーロンポテンシャルに加えて δ(3)(x⃗) = δ(x)δ(y)δ(z) に
比例するデルタ関数ポテンシャルが存在する場合の解である。

49 たとえばガシオロウィッツの教科書では説明なしに s = l の解を採用しているが、ほんとうは上記の考察が必要であ
る。猪木・川合の教科書には s = l の解を採用する理由が説明してある。
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3. 同一の主量子数 nには、いくつかの異なる状態が縮退している。たとえば、n = 3の状態には、
l = 0の状態、l = 1の状態が３つ (m = −1, 0, 1)、l = 2の状態が５つ (m = −2,−1, 0, 1, 2)

と、合計で９つの状態が縮退している。一般に、主量子数 nの状態には

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2 (9.25)

の縮退がある。おなじ lに属してmのみが異なる状態のエネルギー準位の縮退は３次元回転
対称性（SO(3)）を使って説明できるが、水素原子でおきるような異なる lの状態のエネル
ギー準位の縮退は SO(3)では説明できない。このような対称性では予言できないような縮退
をアクシデンタルな縮退 50 と呼ぶ。

λが整数 n ≥ l + 1のときの微分方程式 (9.18)は

ρ
d2L

dρ2
+ (2l + 2− ρ)

dL

dρ
+ (n− 1− l)L = 0 (9.26)

となる。これはラゲールの微分方程式と呼ばれ、その解はラゲールの陪多項式

L2l+1
n+l (ρ) =

n−l−1∑
k=0

(−1)k+2l+1 [(n+ l)!]2ρk

(n− l − 1− k)!(2l + 1 + k)!k!
(9.27)

で与えられる。ラゲールの陪多項式の例をいくつか挙げておく。

L1
1(ρ) = −1,

L1
2(ρ) = −4 + 2ρ,

L3
3(ρ) = −6,

L1
3(ρ) = −18 + 18ρ− 3ρ2,

L3
4(ρ) = −96 + 24ρ,

L5
5(ρ) = −120.

ラゲール多項式、ラゲールの陪多項式の詳細は付録 E を参照のこと。
主量子数 nで軌道角運動量量子数 lの規格化された動径波動関数を表す表式を（証明抜きで）ま
とめておく：

Rnl(r) = −
[
(n− l − 1)!

2n[(n+ l)!]3

]1/2(
2Z

na0

)3/2

e−ρ/2ρlL2l+1
n+l (ρ) (9.28)

ここで ρは
ρ =

2Z

na0
r (9.29)

であり、a0 はボーア半径
a0 =

4πϵ0
e2

ℏ2

µ
≃ 0.529× 10−10 m (9.30)

50 実は、1/r の中心力ポテンシャル問題には、回転対称性 SO(3)を拡張した SO(4)対称性があることが知られており、
この一見アクシデンタルな縮退はその帰結であることが分かっている。この縮退はまた、因子化法（ハミルトニアンの因数
分解）の手法を用いても説明することができる。超対称性を持つ量子力学のハミルトニアンは、超荷の積に因数分解できる
ので、水素類似原子のこの縮退も超対称性と関連付けて議論される場合もある。SO(4) 対称性を含む力学的対称性（ポテ
ンシャルの動径方向の関数型に起因するハミルトニアンの対称性）の量子力学への帰結については、シッフの教科書に詳
しい解説がある。（古典力学の場合にはゴールドスタインの教科書に Bertrand の定理として詳しく説明されている。）倉
本・江澤の量子力学の教科書では、SO(4) 対称性と超対称性の双方の見方で水素類似原子の縮退が論じられている。
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を表す。
基底状態、第一励起状態、第二励起状態の動径波動関数 Rnl の具体形は

R10 =
1√
2

(
2Z

a0

)3/2

e−Zr/a0 , (9.31)

R20 =
1√
2

(
Z

a0

)3/2

e−Zr/2a0

(
1− 1

2

Z

a0
r

)
, (9.32)

R21 =
1

2
√
6

(
Z

a0

)5/2

re−Zr/2a0 , (9.33)

R30 =
1√
2

(
2Z

3a0

)3/2

e−Zr/3a0

(
1− 2Z

3a0
r +

1

6

(
2Z

3a0
r

)2
)
, (9.34)

R31 =
1

3

(
2Z

3a0

)5/2

re−Zr/3a0

(
1− 1

4

2Z

3a0
r

)
, (9.35)

R32 =
1

12
√
5

(
2Z

3a0

)7/2

r2e−Zr/3a0 (9.36)

と得られる。この式から明らかなように、ボーア半径 a0は原子の拡がりのスケールを表している。
l = 0, 1, 2の各場合について、動径関数 Rnl に rを掛けた関数の振る舞いを以下の図に示す。

l = 0, n = 0, 1, 2の場合の rRnl(r) l = 1, n = 1, 2, 3の場合の rRnl(r)
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l 0 1 2 3 4 5 6

ラベル s p d f g h i

表 1: 軌道角運動量量子数のアルファベットによるラベル

l = 2, n = 2, 3, 4の場合の rRnl(r)

これらの結果について、注意すべき点を列挙する。

• 原点近傍での動径波動関数は rl に比例しており、軌道角運動量が大きくなるほど原点付近
での電子の存在確率が小さくなる。これは、軌道角運動量が大きいときに遠心力による有効
斥力が生じていることとコンシステントである。

• 動径波動関数には nr = n− l − 1個のノードが存在する。

• 基底状態における rの拡がりのスケールは

⟨r⟩ =
∫ ∞

0

drr3|R10|2

を計算すれば求まる。結果は
⟨r⟩ = 3a0

2Z

となり、Z = 1のときはほぼボーア半径のスケールである。

• 基底状態の束縛エネルギーと電子の相対論的静止エネルギーmec
2 との比較を行うと、

|E|
mec2

=
1

2
Z2α2, α =

e2

4πϵ0ℏc
(9.37)

が得られる。αは微細構造定数と呼ばれる無次元量で、その大きさはおおよそ

1

α
≃ 137.04 (9.38)

の量である。つまり、Z があまり大きくなければ、束縛エネルギーは電子の静止エネルギー
よりも十分小さいことがわかり、非相対論的量子力学の計算で良い結果が求まることが保証
される。逆に Z が 100 程度の大きさの場合には、相対論的な効果が無視できなくなる。
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軌道角運動量量子数 l = 0, 1, 2, · · · は、分光学での歴史的経緯から、それぞれ固有のアルファ
ベットで、表 1のようにラベルされることが多い。ここで、sは “sharp”, pは “principal”, dは
“diffuse”, f は “fundamental”の頭文字とのこと。f 以降は単にアルファベットの順に並べられて
いる。主量子数 n = 1で l = 0の軌道は 1s軌道、主量子数 n = 2で l = 0の軌道は 2s軌道、主量
子数 n = 2で l = 0の軌道は 2p軌道などと呼ばれる。
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A 複素ベクトル空間と内積
内積

⟨ei|ej⟩ = δij (A.1)

によって規格直交化されたN 個のベクトルの組

|e1⟩, |e2⟩, · · · , |eN ⟩ (A.2)

を考える。このベクトルの組とN 個の複素数（ベクトルの成分）

v1, v2, · · · , vN (A.3)

を用いて

|v⟩ = |e1⟩ v1 + |e2⟩ v2 + · · ·+ |eN ⟩ vN

=
N∑
i=1

|ei⟩vi (A.4)

で与えられるベクトル |v⟩の集合 V は、ベクトルの和

|v⟩+ |w⟩ =
N∑
i=1

|ei⟩(vi + wi) (A.5)

や複素数倍

c|v⟩ =
N∑
i=1

|ei⟩(cvi) (A.6)

の下で閉じており、(N 次元)複素ベクトル空間となっている。
またふたつのベクトル |v⟩, |w⟩の組に対し、⟨v|w⟩を

⟨v|w⟩ =
N∑
i=1

v∗iwi (A.7)

と定義すれば、

(性質 1) 対称性
⟨v|w⟩ = (⟨w|v⟩)∗

(性質 2) 正定値性
⟨v|v⟩ ≥ 0.

ただし、⟨v|v⟩ = 0となるのは、|v⟩ = 0の場合のみ。

(性質 3) 線型性
⟨v|(a|w⟩+ b|z⟩) = a⟨v|w⟩+ b⟨v|z⟩

が成り立ち、⟨v|w⟩は内積としての性質を持つことがわかる。内積構造を持つベクトル空間を内積
空間と呼ぶ。
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自乗可積分な関数 v(·) の集合（ヒルベルト空間）も和や複素数倍の下で閉じており、複素ベク
トル空間になっていることがわかる。ヒルベルト空間における ⟨v|w⟩を、式 (A.7)にならって

⟨v|w⟩ =
∫
dxv∗(x)w(x) (A.8)

と定義しよう。この内積が性質 (1～3)を満たすことは明らかであろう。つまり、ヒルベルト空間
も内積空間である。式 (A.7)と式 (A.8) を比較すると、N 次元ベクトル空間におけるベクトル |v⟩
の i番目成分 vi には、ヒルベルト空間のベクトル |v⟩では、対応する関数 v(·)の座標点 xにおけ
る関数値 v(x)が対応することが分かる。

B エルミート行列の性質
量子力学での観測可能量に対応するエルミート演算子は、エルミート行列とよく似た性質を持っ
ている。ここでは、２行２列のエルミート行列について、その性質をまとめることにする。一般次
元の場合について拡張することは容易であろう 51。

B.1 行列の成分表示
２行２列の行列 A

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
(B.1)

を考えよう。Aij (i, j = 1, 2)を行列 A の成分表示と呼ぶ。成分表示を用いると、行列 A のトレー
スは

tr [A] =
∑
i

Aii (B.2)

と書き表すことができる。つまり、行列のトレースを取るには、その成分表示での左足と右足を揃
えて和をとればよい。
次に、行列 Aと同様に

B =

(
B11 B12

B21 B22

)
, (B.3)

で与えられる行列 B を導入する。行列 A と行列 B の積の行列の成分表示は

(AB)ij =
∑
k

AikBkj (B.4)

である。行列 Aの成分表示の右足と行列 Bの左足を揃えて和をとることによって行列の積が得ら
れることがわかる。
以上の事実から、

tr[AB] =
∑
i,j

AijBji (B.5)

が得られる。このことからトレースに関する公式

tr[AB] = tr[BA] (B.6)

を得るのは容易であろう。
51 エルミート行列の性質を含め、物理で使う線形代数の基礎知識は、「数学 —物理を学び楽しむために」（田崎晴明著）
に詳しい。この教科書は著者のウェブページで公開されている。
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B.2 転置・複素共軛・エルミート共軛
式 (B.1)で与えられる行列 Aの転置を取ったものを

tA =

(
A11 A21

A12 A22

)
(B.7)

と書くことにする 52。行列 tAの成分表示は

(tA)ij = Aji (B.8)

で与えられる。
式 (B.1)で与えられる行列 Aの各成分について複素共軛を取ったものを

A∗ =

(
A∗

11 A∗
12

A∗
21 A∗

22

)
(B.9)

と表すことにする 53。その成分表示は

(A∗)ij = (Aij)
∗ (B.10)

で与えられる。
次に、転置と複素共軛の両方を行うことを考える。

A† =

(
A∗

11 A∗
21

A∗
12 A∗

22

)
. (B.11)

行列 A† を、行列 Aのエルミート共軛とよぶ。その成分表示は

(A†)ij = (Aji)
∗ (B.12)

で与えられる。

B.3 エルミート行列とユニタリー行列
行列 A のエルミート共軛 A† がもとの行列に一致する場合、つまり、

A = A† (B.13)

のとき、行列 A はエルミート行列であると呼ばれる。行列Aがエルミート行列の場合、行列Aの
成分表示は

Aij = (Aji)
∗ (B.14)

の性質を満たす。
以下では、エルミート行列 A の固有値 an (n = 1, 2) と固有ベクトル

v⃗n =

(
v1n

v2n

)
, (n = 1, 2) (B.15)

52 行列の転置は、AT , At と書かれる場合もある。
53 数学の教科書によっては、行列 Aの複素共軛を A† で表しエルミート共軛を A∗ で表すものがあるので注意すること。
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の満たす性質を考察しよう。固有ベクトル v⃗n は

1 =
∑
i

v∗invin (B.16)

として規格化されているものとする。
まず最初に、固有値方程式

Av⃗n = anv⃗n (B.17)

を成分表示で書き下してみる。 ∑
j

Aijvjn = anvin. (B.18)

式 (B.18)の両辺に v∗in をかけ、iで和をとると∑
i,j

Aijv
∗
invjn = an

∑
i

v∗invin. (B.19)

となり、
an =

∑
i,j

Aijv
∗
invjn (B.20)

が得られる。ここで規格化の条件 (B.16)を用いた。式 (B.20)から、行列 A がエルミート行列の
とき

a∗n = an (B.21)

であること、つまり、固有値が実数であることが示される。
次に、(B.18)の複素共軛を取り ∑

j

A∗
ijv

∗
jn = anv

∗
in. (B.22)

を考えよう。ここで、固有値 anが実数であることを用いて、a∗n = anとした。式 (B.22)において、
Aがエルミート行列であることを用いると∑

j

v∗jnAji = v∗inan (B.23)

が得られることに注意しておく。
式 (B.18)と式 (B.23)を用いて ∑

i,j

v∗in′Aijvjn (B.24)

をふた通りの方法で計算する。∑
i,j

v∗in′Aijvjn = an
∑
i

v∗in′vin, (B.25)

∑
i,j

v∗in′Aijvjn = an′

∑
i

v∗in′vin. (B.26)

式 (B.25)と式 (B.26)との差を計算することで

0 = (an − an′)
∑
i

v∗in′vin (B.27)
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が得られ、固有値 anと an′ が等しくないとき、固有ベクトル v⃗nと v⃗n′ は直交していることが分か
る。固有ベクトルの規格化まで含めてこの事情を式で表すと、∑

i

v∗in′vin = δnn′ (B.28)

となる。この事情は、量子力学において、エルミート演算子の固有状態が正規直交していることに
対応している。
次のように、ふたつの固有ベクトル

v⃗1 =

(
v11

v21

)
, v⃗2 =

(
v12

v22

)
(B.29)

を横に並べた行列

V =

(
v11 v12

v21 v22

)
(B.30)

を考えよう。行列 V のエルミート共軛は

V † =

(
v∗11 v∗21

v∗12 v∗22

)
(B.31)

であり、固有ベクトルの正規直交性 (B.28)を用いると、

V †V =

(
1 0

0 1

)
(B.32)

であることは明らかである。つまり、行列 V の逆行列は V † で与えられることがわかる。このよ
うに逆行列がもとの行列のエルミート共軛で与えられる行列をユニタリー行列と呼ぶ。なお、式
(B.32)は、量子力学でのエルミート演算子の固有状態が正規直交条件を満たすことに類似した関
係式になっている。
行列 V を用いれば、固有値方程式 (B.18)を

AV = V

(
a1 0

0 a2

)
(B.33)

のように書き直すことも可能である。この式の両辺に右から V † をかけることによって

A = V

(
a1 0

0 a2

)
V † (B.34)

が得られることがわかる。つまり、エルミート行列 A はユニタリー行列 V を使って対角化できる。
行列の場合、式 (B.32)が成り立てば、V † が V の逆行列であることがわかり、

V V † =

(
1 0

0 1

)
(B.35)

が成立することがわかる。成分表示を用いて式 (B.35)を書き直すと∑
n

vinv
∗
jn = δij (B.36)

が得られる。これは、量子力学において、固有状態の完全性条件に対応する式である。つまり、有
限次元行列の場合は、どのようなエルミート行列であってもその固有ベクトルは正規直交完全系を
なすことがわかる。
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B.4 エルミート行列の指数関数
指数関数のテイラー展開の形を使って、行列X の指数関数は

eX = exp(X) = 1 +X +
1

2!
X2 +

1

3!
X3 + · · · (B.37)

で定義される 54。
ここでは、エルミート行列 A = A† と実数パラメータ tを使って定義される

Ut = exp

(
t

i
A

)
(B.38)

を考察しよう。以下の性質を示すことができる。

U†
tBUt = B +

t

i
[B,A] +

1

2!

(
t

i

)2

[[B,A], A] +
1

3!

(
t

i

)3

[[[B,A], A], A] + · · · . (B.39)

ここで B は適当な行列である。記号 [A,B] は、

[A,B] = AB −BA (B.40)

で定義され、行列の交換関係と呼ばれる。とくに B が単位行列の場合は、上式は

U†
t Ut = UtU

†
t = 1 (B.41)

を導くことになり、Ut がユニタリー行列であることが分かる。
エルミート行列Aは、適当なユニタリー行列 V を用いて (B.34)式の形に対角化できることを用
いると、

Ut = V

 exp

(
t

i
a1

)
0

0 exp

(
t

i
a2

)
V † (B.42)

が得られる。つまり、Aを対角化するユニタリー行列 V を用いて、Ut も対角化できるのである。

B.5 量子力学との類似
以下では、エルミート行列と量子力学におけるエルミート演算子の類似点について、その固有
値、固有ベクトル、固有状態に着目してまとめておく。
固有値と固有ベクトル、固有値と固有状態∑

j

Aijvjn = anvin ⇔ Â|un⟩ = an|un⟩, (B.43)

∑
i

v∗inAij = anv
∗
jn ⇔ ⟨un|Â = ⟨un|an. (B.44)

固有ベクトルと固有状態の正規直交性∑
i

v∗in′vin = δnn′ ⇔ ⟨un′ |un⟩ = δnn′ . (B.45)

固有ベクトルと固有状態の完全性 55∑
n

vinv
∗
jn = δij ⇔

∑
n

|un⟩⟨un| = 1̂. (B.46)

54 ここでは単位行列も 1 で表すこととし、単なる数字としての 1 と記号上の区別をしない。
55 有限次元行列の場合は、エルミート演算子の固有ベクトルは、必ず正規直交完全系に選ぶことが可能であった。これ
に対し、量子力学のエルミート演算子の場合は、その固有状態が正規直交完全系にならない場合もある。このとき、そのエ
ルミート演算子は観測可能量にはならないことに注意せねばならない。
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C 散乱行列 (S-行列)と転送行列 (M-行列)

1次元量子力学での散乱について、散乱行列 (S-行列)と転送行列 (M -行列)を用いた計算手法を
紹介しよう。

V

x x
1

上図のよう rに x = x1の近傍に局在するポテンシャル V1を考える。つまり x1より十分左側あ
るいは十分右側の領域では、このポテンシャルは V1 = 0となっている。１次元量子力学の時間に
依存しないシュレディンガー方程式

Eu =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
u (C.1)

を解いて、このように局在したポテンシャル V = V1による１次元量子力学での粒子散乱を考察し
てみよう。
点 x = x1 より十分左側の領域ではポテンシャルは V = 0であり、シュレディンガー方程式の
解を

u = A0e
ikx +B0e

−ikx, k =

√
2mE

ℏ
(C.2)

と書くことができる。同様に点 x = x1 より十分右側の領域でも

u = A1e
ikx +B1e

−ikx (C.3)

である。
x = x1 近傍のシュレディンガー方程式を解くことができれば、式 (C.2) の解に表れる係数 A0,

B0 と、式 (C.3) の係数 A1, B1 との間に線形の関係(
A0

B0

)
=M1

(
A1

B1

)
(C.4)

をつけることができる。この式に表れる行列M1 を転送行列と呼ぶ。
式 (C.4)はまた、 (

A1

B0

)
= S

(
A0

B1

)
(C.5)

の形に書き換えることができる。式 (C.5)において、右辺に表れる係数 A0, B1 は点 x = x1 に向
かって進行する波の係数であり、左辺に表れる A1, B0 は点 x = x1 から外向きに拡がっていく波
の係数であることに注意しよう。したがって、式 (C.5)で定義される行列 S は、x = x1 近傍のポ
テンシャルによって引き起こされる散乱を記述する行列であり、散乱行列 (S-行列) と呼ばれる。
転送行列M1 が計算できたとき、具体的に S-行列を求めるには、

M1 =

(
MAA MAB

MBA MBB

)
(C.6)
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と成分表記しておくと便利である。この表記を用いて式 (C.4)の A1, B0を、A0と B1について解
き直すと、S-行列が

S =
1

MAA

(
1 −MAB

MBA MAAMBB −MBAMAB

)
(C.7)

の形で与えられることがわかる。
次に透過率や反射率と S-行列の関係を考える。S 行列を次のように成分表記すると

S =

(
SAA SAB

SBA SBB

)
(C.8)

x = x1の左側から右側へ透過する粒子の透過率 Tl→r や、左側から入射した粒子が左側に跳ね返る
反射率 Rl→l、さらには右側からの透過率 Tr→l と反射率 Rr→r は、S-行列要素を用いて

Tl→r = |SAA|2, Rl→l = |SBA|2, Tr→l = |SBB |2, Rr→r = |SAB |2 (C.9)

と求められることがわかる。
さらに、散乱の前後での確率の保存

|A1|2 + |B0|2 = |A0|2 + |B1|2 (C.10)

から、S-行列はユニタリー行列
S†S = SS† = 1 (C.11)

であることが示される。このことより、S-行列の固有値の絶対値が 1であることがわかり、した
がって、適当なユニタリー行列 U を用いて S-行列を対角化して

S = U†

(
e2iδ0 0

0 e2iδ1

)
U (C.12)

と表すことができる。ここで、δ0, δ1は、この散乱の「位相のずれ」と呼ばれる実数パラメータで
ある。
特にポテンシャル V が原点 x = 0を中心とするパリティ対称性 V (x) = V (−x)を持つ場合を考
える。このとき、偶パリティの状態 A0 = B1, A1 = B0 を考えると式 (C.5)は(

B0

B0

)
= S

(
B1

B1

)
, (C.13)

となり、奇パリティの状態 A0 = −B1, A1 = −B0 を考えると(
−B0

B0

)
= S

(
−B1

B1

)
, (C.14)

となる。つまり、S-行列の固有ベクトルは(
1

1

)
,

(
−1

1

)
(C.15)

である。δ0, δ1を、偶パリティ、奇パリティ散乱の「位相のずれ」とし、S-行列の固有値を e2iδ0 と
e2iδ1 で表すと、 (

1

1

)
e2iδ0 = S

(
1

1

)
,

(
−1

1

)
e2iδ1 = S

(
−1

1

)
, (C.16)
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つまり、 (
1 −1

1 1

)(
e2iδ0 0

0 e2iδ1

)
= S

(
1 −1

1 1

)
, (C.17)

が得られる。この式の両辺に右から
1

2

(
1 1

−1 1

)
を掛け算すると

S =
1

2

(
1 −1

1 1

)(
e2iδ0 0

0 e2iδ1

)(
1 1

−1 1

)
(C.18)

が得られるが、この式を (C.12)と比較することによって、パリティ対称性がある場合のユニタリー
行列 U が

U =
1√
2

(
1 1

−1 1

)
(C.19)

の形で与えられることがわかる。このときの S-行列は

S =
1

2

(
e2iδ0 + e2iδ1 e2iδ0 − e2iδ1

e2iδ0 − e2iδ1 e2iδ0 + e2iδ1

)

= ei(δ0+δ1)

(
cos(δ0 − δ1) i sin(δ0 − δ1)

i sin(δ0 − δ1) cos(δ0 − δ1)

)

の形になる。したがって透過率と反射率としては

Tl→r = Tr→l = cos2(δ0 − δ1), Rl→l = Rr→r = sin2(δ0 − δ1)

が得られ、これらがいずれも位相のずれを用いて計算できることが示される。なお、この S-行列
に対応するM1 は

M1 =
1

cos(δ0 − δ1)

(
ei(δ0+δ1) −i sin(δ0 − δ1)

i sin(δ0 − δ1) e−i(δ0+δ1)

)

の形になる。
次に、ポテンシャルが形を変えずに aだけ位置を右に移動した場合

V (x) = V1(x− a) (C.20)

に、転送行列Ma1がもとのM1からどのように変化するか考察しよう。そのためには、変数xa = x−a
を用いてシュレディンガー方程式を書き下すと、もとのポテンシャル V1(x)で変数を xとしたとき
のシュレディンガー方程式と同一であることに着目すればよい。つまり、左側領域での波動関数を

u = Aa0e
ikxa +Ba0e

−ikxa (C.21)

とし、右側領域での波動関数を

u = Aa1e
ikxa +Ba1e

−ikxa (C.22)

とすると、係数間の関係は (
Aa0

Ba0

)
=M1

(
Aa1

Ba1

)
(C.23)
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で与えられる。一方、xa = x− aを用いて、解の形 (C.21)を、もともとの解の形と比較すると

Aa0 = A0e
ika, Ba0 = B0e

−ika (C.24)

であることがわかる。同様に

Aa1 = A1e
ika, Ba1 = B1e

−ika (C.25)

である。したがって、(
A0

B0

)
=

(
e−ika 0

0 eika

)
M1

(
eika 0

0 e−ika

)(
A1

B1

)
(C.26)

となり、ポテンシャルが aだけ右に移動した場合の転送行列Ma1は、もとの転送行列M1を用いて

M∆1 =

(
e−ika 0

0 eika

)
M1

(
eika 0

0 e−ika

)
(C.27)

で与えられることが分かる。
最後に、ポテンシャル V が x = x1 と x = x2 の２箇所 (x1 < x2)にわかれて局在している場合
を考察しよう。x1近傍でのポテンシャルによる転送行列をM1とし、x2近傍でのポテンシャルに
よる転送行列をM2 とすると、この系全体の転送行列M が

M =M1M2 (C.28)

で与えられることは明らかであろう。とくに同一の形の局在ポテンシャルが x = 0と x = a > 0に
存在する場合、つまり、aだけの距離をおいて局在ポテンシャルが繰り返される場合は

M =M1

(
e−ika 0

0 eika

)
M1

(
eika 0

0 e−ika

)
(C.29)

となる。

D ブロッホの定理
周期 aの周期的ポテンシャル

V (x+ a) = V (x) (D.1)

のもとでの１次元量子力学を考える。時間に依存しないシュレディンガー方程式

Eu(x) =

[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
u(x) (D.2)

の解のうち、無限遠方で無限大に発散しないものは

u(x+ a) = eiKau(x) (D.3)

の形で表される周期性を持つことが知られている（ブロッホの定理）。ここで K は xに依らない
実数である。
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この定理を証明するには、波動関数を aだけ移動させる演算子

T̂ = exp
( a
iℏ
p̂
)

= 1 +
a

iℏ
p̂− 1

2!

(a
ℏ

)2
p̂2 + · · · (D.4)

の状態

|u⟩ =
∫
dx|x⟩u(x) (D.5)

への作用を考察すればよい。実際に演算子 T̂ が波動関数を aだけ移動させることは

T̂ |u⟩ =

∫
dx|x⟩

(
1− a

d

dx
+

1

2!
a2

d2

dx2
+ · · ·

)
u(x)

=

∫
dx|x⟩

(
u(x)− au′(x) +

1

2!
a2u′′(x)− 1

3!
a3u′′′(x) + · · ·

)
=

∫
dx|x⟩u(x− a)

により示される。一方、ポテンシャル V (x)が周期 aの周期関数であることから、

[T̂ , Ĥ] = 0 (D.6)

であることがわかり、エネルギー固有状態 |u⟩は演算子 T̂ の固有状態でもあることが示される。
状態 |u⟩における T̂ の固有値を κとおくと

T̂ |u⟩ = κ|u⟩. (D.7)

つまり、
u(x− a) = κu(x), u(x+ a) = κ−1u(x) (D.8)

が示される。このことから T̂ をかける操作を n回繰り返すと

u(x− na) = κnu(x), u(x+ na) = κ−nu(x) (D.9)

となることがわかり、|κ| ̸= 1の場合には、xの無限遠方で波動関数が無限大に発散してしまう。逆
にいえば、κの絶対値が 1であること、つまり xに依らない実数K を用いて

u(x+ a) = eiKau(x) (D.10)

と書けねばならないこと（ブロッホの定理）が証明できたことになる。
ブロッホの定理の応用として、周期的デルタ関数ポテンシャル

V (x) =
∑
n

ℏ2λ
2ma

δ(x+ na) (D.11)

のもとでの質量mの粒子の１次元量子力学を考えよう。ここで
∑

nはすべての整数 n についての
和を表す。この周期的デルタ関数ポテンシャルはクローニッヒ・ペニー模型として知られており、
この模型を研究することで、周期的な結晶構造中の電子状態の定性的な振る舞いを理解することが
できる。
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波数 kを

k =

√
2mE

ℏ
(D.12)

とすると、このポテンシャルの下での領域 −a < x < 0でのシュレディンガー方程式の解は、一
般に

u(x) = Ae+ikx +Be−ikx, for −a < x < 0 (D.13)

で与えられる。一方、ブロッホの定理より、領域 0 < x < aでの解は

u(x) = eiKau(x− a)

= Aei(K−k)ae+ikx +Bei(K+k)ae−ikx, for 0 < x < a (D.14)

とならねばならない。
ブロッホの定理に表れる実数パラメータK は、一般にエネルギー Eに依存して決定されるパラ
メータである。周期的なポテンシャルは、結晶中で典型的に生じるためK は結晶波数と呼ばれる。
次に、どのように結晶波数K が決定されるかを考えよう。いまのポテンシャルの場合は、波数 k

に応じてエネルギー E が決まるので、波数 kと結晶波数K に関係をつければよい。そのために、
点 x = 0における（デルタ関数ポテンシャルの存在の下での）波動関数の接続条件

lim
x↓0

u = lim
x↑0

u, lim
x↓0

u′ = lim
x↑0

u′ +
λ

a
u(0)

を考える。解 (D.13)と (D.14)を上式に代入すると、(
A

B

)
=M

(
ei(K−k)a 0

0 ei(K+k)a

)(
A

B

)
(D.15)

が得られる。ここで、行列M は

M ≡

(
1 + iα iα

−iα 1− iα

)
, α ≡ λ

2ka
(D.16)

で定義される行列である。式 (D.15)で、係数 A, B が非自明な解を持つためには、行列

M

(
ei(K−k)a 0

0 ei(K+k)a

)
− 1 =

(
(1 + iα)ei(K−k)a − 1 iαei(K+k)a

−iαei(K−k)a (1− iα)ei(K+k)a − 1

)

の行列式
2eiKa [cosKa− cos ka− α sin ka]

がゼロでならねばならない。この条件から

cos(Ka) = cos(ka) +
λ

2ka
sin(ka) (D.17)

が得られ、実数パラメータK が波数 kに応じて決定されることが見て取れる。
式 (D.17)を吟味すると、波数 kの値によっては、対応する結晶波数K が存在しない場合がある
ことがわかる。実際、λ = 20のときに式 (D.17)の右辺を z = kaについてプロットすると次ペー
ジに示すようなグラフが得られる。式 (D.17)の左辺が −1 < cos(Ka) < 1の範囲に制限されるこ
とより、このグラフの縦軸の値が 1を超える領域や−1よりも小さくなる領域では、波数 kに対応
する結晶波数が存在せず、結果として、可能なエネルギーEにエネルギーギャップを生じる。これ
は、周期的なポテンシャルをもつ結晶中の電子状態にしばしば生じる現象である。
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E 直交多項式
量子力学の具体的問題を計算するためには、ハミルトニアン演算子の固有値問題（時間に依存し
ないシュレディンガー方程式）を解くことが必要である。これらの固有状態はお互いに直交するこ
とから、波動関数がなんらかの直交多項式で表されることが多い。また、波動関数の言葉では、ハ
ミルトニアン演算子が２階微分演算子であることから、これらの直交多項式を微分方程式の解とし
て表現しておくことが必要である。最後に、これらの直交多項式を生成する母関数 (生成関数)を
知っていると、具体的な計算が著しく簡単になることが多い。
ここでは、調和振動子の計算で現れるエルミート多項式、角運動量の量子化で重要なルジャンド
ル多項式（およびその拡張としてのゲーゲンバウアー多項式）、水素原子の動径方程式の解を記述
するラゲール多項式について、その母関数はなにか、それらの具体的な形、満たすべき微分方程
式、直交性の性質をまとめておく。直交多項式の性質のさらなる詳細が必要なときは、「数学公式
III 特殊函数」（岩波、森口・宇田川・一松著）を見よ。

E.1 エルミート多項式
まず最初に、１次元調和振動子の量子力学で現れる直交多項式であるエルミート多項式につい
て、少し詳しくその性質を調べよう。
エルミート多項式Hn(x)はその母関数

S(x, s) = ex
2

e−(x−s)2 = e2xs−s2 (E.1)

を用いて
Hn(x) =

∂n

∂sn
S(x, s)

∣∣∣∣
s=0

(E.2)
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として定義される n次多項式である。たとえば、n = 0, 1, 2, 3, 4, 5の場合のエルミート多項式は

H0 = 1, (E.3)

H1 = 2x, (E.4)

H2 = 4x2 − 2, (E.5)

H3 = 8x3 − 12x, (E.6)

H4 = 16x4 − 48x2 + 12, (E.7)

H5 = 32x5 − 160x3 + 120x (E.8)

で与えられる。エルミート多項式Hn(x)を用いて母関数を表示すると

S(x, s) =

∞∑
n=0

1

n!
Hn(x)s

n (E.9)

となることに注意しておく。
次にエルミート多項式の満たすべき微分方程式（エルミートの微分方程式）を考察しよう。母関
数 S を xで微分すると

∂

∂x
S(x, s) =

∞∑
n=0

1

n!
H ′

n(x)s
n (E.10)

となる。母関数の定義式 (E.1)より

∂

∂x
S(x, s) = 2sS(x, s)

= 2s
∞∑

n=0

1

n!
Hn(x)s

n

であるが、この式を式 (E.10)の左辺に代入し、sの各次数で比較すると

H ′
n =

{
2nHn−1 for n ≥ 1

0 for n = 0
(E.11)

が得られる。同様に、母関数 S の s微分から

2(x− s)
∞∑

n=0

1

n!
snHn(x) =

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
sn−1Hn(x)

が得られ、この式の両辺を sの各次数で比較することで、エルミート多項式の漸化式

Hn+1 =

{
2xHn − 2nHn−1 for n ≥ 1

2xH0 for n = 0
(E.12)

が得られる。多項式H0とH1が求まると、上記の漸化式を適用することで任意の次数 (n) のエル
ミート多項式 Hn を構成できることに注意しておく。
式 (E.11)を用いると、n ≥ 1 なる nについて、

Hn =
1

2(n+ 1)
H ′

n+1, Hn−1 =
1

4n(n+ 1)
H ′′

n+1,

を示すことができる。これらの式を式 (E.12)の n ≥ 1の場合の右辺に代入すると

H ′′
n+1 − 2xHn+1 + 2(n+ 1)Hn+1 = 0
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を得る。このようにして n ≥ 2の場合についてエルミートの微分方程式

H ′′
n − 2xH ′

n + 2nHn = 0 (E.13)

が得られる。一方、H1 と H0 については、式 (E.3)と式 (E.4)でその具体的な形が分かっている
が、これらも微分方程式 (E.13)を満たしている。つまり、すべての n ≥ 0について、エルミート
多項式がエルミートの微分方程式 (E.13)を満たすことが分かる。
次に積分

Inn′ =

∫ ∞

−∞
dxe−x2

Hn(x)Hn′(x) (E.14)

を考察しよう。n ̸= n′ のとき、この積分がゼロになること（エルミート多項式の直交性）は、以
下のようにして容易に証明できる。まず最初に、部分積分のテクニックを使って、任意の多項式
f(x), g(x)について、等式∫ ∞

−∞
dxe−x2

f(x)

[
d

dx2
− 2x

d

dx

]
g(x) =

∫ ∞

−∞
dxe−x2

g(x)

[
d

dx2
− 2x

d

dx

]
f(x) (E.15)

を証明する。次にエルミートの微分方程式 (E.13) とさっき証明した等式 (E.15)を使って

2n′Inn′ =

∫ ∞

−∞
dxe−x2

Hn

[
d

dx2
− 2x

d

dx

]
Hn′

=

∫ ∞

−∞
dxe−x2

Hn′

[
d

dx2
− 2x

d

dx

]
Hn

= 2nInn′ (E.16)

を得る。n ̸= n′ のときに Inn′ = 0であることはもはや明らかであろう。
n = n′ のときの値まで含めて積分 Inn′ を評価するには、母関数の積分

I =

∫ ∞

−∞
dxe−x2

S(x, t)S(x, s) (E.17)

を計算するのが便利である。母関数 S のエルミート多項式を使った展開式 (E.9) を用いると

I =

∞∑
n=0

∞∑
n′=0

sntn
′

n!n′!
Inn′ (E.18)

であることが示される。一方で、ガウス積分の公式を用いて積分 (E.17)を評価して

I =

∫ ∞

−∞
dxe−x2+2xs−s2+2xt−t2

=

∫ ∞

−∞
dxe−(x−s−t)2+2st =

√
πe2st

=
√
π

∞∑
n=0

(2st)n

n!
(E.19)

を得る。式 (E.18)と式 (E.19)で s, tの各次数を比較して、

Inn′ =

∫ ∞

−∞
dxe−x2

Hn(x)Hn′(x) = 2nn!
√
πδnn′ (E.20)

と求められた。
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最後に、エルミート多項式の具体形を求めるのに便利な公式

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

(E.21)

を紹介しよう。この公式を証明するには、

∂n

∂sn
S(x, s) = ex

2 ∂n

∂sn
e−(s−x)2 = (−1)nex

2 ∂n

∂xn
e−(x−s)2

とエルミート多項式の定義式 (E.2)を用いればよい。

E.2 ルジャンドル多項式
球面調和関数 Ylmにおいてm = 0の結果を与えるルジャンドル多項式 Pl(z)について駆け足で紹
介しよう。ここで zは、球面調和関数 Ylmにおいて、球座標表示での cos θに対応する変数である。
ルジャンドル多項式 Pl(z)の母関数は、

T (z, s) =
1√

1− 2sz + s2
(E.22)

で与えられ、この母関数を sで
べきてんかい

冪展開することによって

T (z, s) =

∞∑
l=0

Pl(z)s
l (E.23)

としてルジャンドル多項式 Plを求めることができる。この多項式が l次の多項式になることは、こ
の構成方法から明らか。たとえば、l = 0, 1, 2, 3, 4, 5の場合のルジャンドル多項式は

P0(z) = 1, (E.24)

P1(z) = z, (E.25)

P2(z) =
1

2
(3z2 − 1), (E.26)

P3(z) =
1

2
(5z3 − 3z), (E.27)

P4(z) =
1

8
(35z4 − 30z2 + 3), (E.28)

P5(z) =
1

8
(63z5 − 70z3 + 15z) (E.29)

で与えられる。とくに、z = 1でのルジャンドル多項式の値が必ず

Pl(z = 1) = 1 (E.30)

となることに注意しておく。
この母関数 T (z, s) を用いると、ルジャンドル陪関数

Pm
l (z) = (1− z2)m/2 d

m

dzm
Pl(z) (E.31)

が
∞∑

l=m

Pm
l (z)sl = (1− z2)m/2 ∂

m

∂zm
T (z, s) (E.32)
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と計算できることは明らかであろう。
エルミート多項式のときの式 (E.11)に対応して、ルジャンドル多項式では

(1− z2)P ′
l =

{
−lzPl + lPl−1 for l ≥ 1

0 for l = 0
(E.33)

が成り立つことが示される。同様に、エルミート多項式の場合の式 (E.12)に対応して、漸化式

(l + 1)Pl+1 =

{
(2l + 1)zPl − lPl−1, for l ≥ 1

zP0 for l = 0
(E.34)

が得られる。
母関数 T (z, s) が偏微分方程式

∂

∂z

[
(1− z2)

∂

∂z
T

]
+

[
s2
∂2

∂s2
+ 2s

∂

∂s

]
T = 0

を満たすことを示すことができる。この式を sについて冪展開し、各次数の係数を比較すること
で、ルジャンドル多項式の満たす微分方程式

d

dz

[
(1− z2)

dPl

dz

]
+ l(l + 1)Pl = 0 (E.35)

を得ることができる。微分方程式 (E.35)はルジャンドルの微分方程式と呼ばれる微分方程式であ
る。この微分方程式は、磁気量子数がゼロ (m = 0)の場合に角運動量演算子 (L⃗op)2の固有値問題
を与える微分方程式

− 1

sin θ

∂

∂θ

[
sin θ

∂

∂θ
Y

]
= l(l + 1)Y (E.36)

に対応するものとなっている。このことは、変数変換 z = cos θから得られる関係
d

dz
=
dθ

dz

d

dθ
= − 1

sin θ

d

dθ
, (E.37)

を用いて、式 (E.35)に現れる微分演算子を

d

dz

[
(1− z2)

d

dz
f

]
=

1

sin θ

d

dθ

[
sin θ

d

dθ
f

]
(E.38)

と書き直してやれば示すことができる。
エルミート多項式のときと同様に、lの異なるルジャンドル多項式はある種の直交性を示す。部
分積分を２回使うことで∫ +1

−1

dzPl′(z)
d

dz

[
(1− z2)

d

dz
Pl(z)

]
=

∫ +1

−1

dzPl(z)
d

dz

[
(1− z2)

d

dz
Pl′(z)

]
であることを示すのは容易であろう。この式とルジャンドルの微分方程式 (E.35)を用いれば、直
交性の式 ∫ +1

−1

dzPl(z)Pl′(z) = 0, for l ̸= l′ (E.39)

は簡単に示される。ルジャンドル多項式の母関数の式 (E.22), (E.23)と、ルジャンドル多項式の直
交性 (E.39)を用いると ∫ +1

−1

dz
1

1− 2zs+ s2
=

∞∑
l=0

∫ +1

−1

dz|Pl(z)|2s2l
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が得られる。この式の左辺の積分は簡単に実行できて

1

s
ln

1 + s

1− s
=

∞∑
l=0

∫ +1

−1

dz|Pl(z)|2s2l

であることがわかり、左辺を sについて冪展開することで∫ +1

−1

dz|Pl(z)|2 =
2

2l + 1

が得られる。この結果をルジャンドル多項式の直交性 (E.39) とまとめて、規格直交関係の式として∫ 1

−1

dzPl(z)Pl′(z) =
2

2l + 1
δll′ (E.40)

を得る。
最後に、ルジャンドル多項式を求めるのに便利なロドリゲスの公式 56

Pl(z) =
1

2ll!

dl

dzl
(z2 − 1)l (E.41)

を（証明なしで）紹介しておく。

E.3 ゲーゲンバウアー多項式
ルジャンドル多項式の母関数 (E.22)を一般化した母関数

T (ν)(z, s) =
1

(1− 2sz + s2)ν
(E.42)

を冪展開し、

T (ν)(z, s) =

∞∑
nu

C(ν)
n (z)sn (E.43)

によって定義される C
(ν)
n (z) を考えよう。たとえば、n = 0, 1, 2, 3の場合は

C
(ν)
0 = 1, (E.44)

C
(ν)
1 = 2νx, (E.45)

C
(ν)
2 = 2ν(ν + 1)z2 − ν (E.46)

C
(ν)
3 =

4

3
ν(ν + 1)(ν + 2)z3 − 2ν(ν + 1)z (E.47)

で与えられる。
この多項式 C

(ν)
n (z)はゲーゲンバウアー多項式、あるいは超球多項式 (ultraspherical polynomials)

と呼ばれ、ν = 1/2, n = l の場合は

Pl(z) = C
(ν=1/2)
n=l (z) (E.48)

となり、ルジャンドル多項式 Pl(z) と一致する。式 (E.32)で与えられるルジャンドル陪関数もゲー
ゲンバウアー多項式を用いて

Pm
l (z) =

(2m)!

2mm!
(1− z2)m/2C

(ν=m+1/2)
n=l−m (z) (E.49)

56 Rodrigues’ formula. 英語読みにしてロドリーグ公式と呼ばれることも多い。
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と表示することができる。
エルミート多項式やルジャンドル多項式の場合と同様のやり方で、ゲーゲンバウアー多項式の漸
化式が得られ、

(n+ 1)C
(ν)
n+1 =

{
2(n+ ν)zC

(ν)
n (z)− (n− 1 + 2ν)C

(ν)
n−1(z) for n ≥ 1

2νzC
(ν)
0 (z) for n = 0

(E.50)

であることがわかる。ゲーゲンバウアー多項式の微分が
dm

dzm
C(ν)

n (z) = 2mν(ν + 1) · · · (ν +m− 1)C
(ν+m)
n−m (z) (E.51)

であることを示すことも容易であろう。
ゲーゲンバウアー多項式 C

(ν)
n (z)は微分方程式

(1− z2)−ν+1/2 d

dz

[
(1− z2)ν+1/2 d

dz
C(ν)

n

]
+ n(n+ 2ν)C(ν)

n = 0 (E.52)

を満たす。式 (E.52)はゲーゲンバウアーの微分方程式と呼ばれる微分方程式である。
直交性と規格化は∫ +1

−1

dz(1− z2)ν−1/2C(ν)
n (z)C

(ν)
n′ (z) =

πΓ(n+ 2ν)

22ν−1(n+ ν)n![Γ(ν)]2
δnn′ (E.53)

で与えられる。ここで Γはガンマ関数

Γ(x) =

∫ ∞

0

dξξx−1e−ξ, for x > 0 (E.54)

である。Γ は

Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0

dξξxe−ξ = −
∫ ∞

0

dξξx
d

dξ
e−ξ

= − ξxe−ξ
∣∣∞
ξ=0

+ x

∫ ∞

0

dξξx−1e−ξ = xΓ(x)

と計算すればわかるように
Γ(x+ 1) = xΓ(x) (E.55)

との性質をもつ。さらに
Γ(1) =

∫ ∞

0

dξe−ξ = 1

なので、その値は非負の整数 nについて、階乗の記号を用いて

Γ(n+ 1) = n! (E.56)

と計算される。また x = 1/2のときの Γの値として、積分変数を ξ =
√
X と変数変換することで

Γ(1/2) = 2

∫ ∞

0

dXe−X2

=
√
π

が得られるので、x半整数の場合の Γの値は

Γ(1/2) =
√
π, Γ(3/2) =

√
π

2
, Γ(5/2) =

3
√
π

4
, · · · (E.57)

と求められる。これらの式を用いれば、ゲーゲンバウアー多項式の直交性・規格化の式 (E.53)が、
ν = 1/2の場合にルジャンドル多項式の直交性・規格化の式 (E.40)に帰着することを確認するの
はたやすい。
ゲーゲンバウアー多項式を求めるためのロドリゲスの公式は以下のとおり。

C(ν)
n (z) =

(−2)n

n!

Γ(n+ ν)Γ(n+ 2ν)

Γ(ν)Γ(2n+ 2ν)
(1− z2)−ν+1/2 d

n

dzn

[
(1− z2)n+ν−1/2

]
. (E.58)
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E.4 ラゲール多項式
水素原子の動径波動関数は、ラゲールの陪多項式を用いて表される。ラゲールの陪多項式の説明
をする前に、そのもととなるラゲール多項式について解説しよう。
エルミート多項式、ルジャンドル多項式の場合と同様に、ラゲール多項式についても、母関数

U(ρ, s) =

exp

(
−ρ s

1− s

)
1− s

(E.59)

を用いた母関数表示

U(ρ, s) =
∞∑
q=0

1

q!
Lq(ρ)s

q (E.60)

が知られている。愚直に計算していけば、いろいろな qについてラゲール多項式を求めるのは容易
である。たとえば

L0 = 1, (E.61)

L1 = 1− ρ, (E.62)

L2 = 2− 4ρ+ ρ2, (E.63)

L3 = 6− 18ρ+ 9ρ2 − ρ3, (E.64)

L4 = 24− 96ρ+ 72ρ2 − 16ρ3 + ρ4, (E.65)

L5 = 120− 600ρ+ 600ρ2 − 200ρ3 + 25ρ4 − ρ5. (E.66)

エルミート多項式の場合の式 (E.11)、式 (E.12)に対応して、ラゲール多項式では

L′
q − qL′

q−1 = −qLq−1 for q ≥ 1 (E.67)

L′
0 = 0 for q = 0 (E.68)

および

Lq+1 =

{
(2q + 1− ρ)Lq − q2Lq−1 for q ≥ 1

(1− ρ)L0 for q = 0
(E.69)

が得られ、これらの結果から、ラゲール多項式が微分方程式

ρL′′
q + (1− ρ)L′

q + qLq = 0 (E.70)

を満たすことを示すことができる。微分方程式 (E.70)はラゲールの微分方程式とよばれる。q ̸= q′

のときの直交性は ∫ ∞

0

dρe−ρLq(ρ)Lq′(ρ) = (q!)
2
δqq′ (E.71)

と表される。計算に便利なロドリゲスの公式

Lq(ρ) = eρ
dq

dρq
(e−ρρq) (E.72)

もよく知られている。
次にラゲールの陪多項式

Lp
q(ρ) =

dp

dρp
Lq(ρ) (E.73)
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に話題を移そう。ラゲール多項式は Lq は q次多項式なので、その陪多項式 Lp
q は (q− p)次多項式

であることに注意。ラゲールの微分方程式 (E.70)を p階微分することで、ラゲールの陪多項式の
従う微分方程式

ρ(Lp
q)

′′ + (1 + p− ρ)(Lp
q)

′ + (q − p)Lp
q = 0 (E.74)

が得られる。式 (E.74)もまたラゲールの微分方程式と呼ばれる。この式で p = 2l + 1, q = n + l

ととれば、水素類似原子の動径方程式と同じ微分方程式になることに注意してほしい。
ラゲールの陪多項式の母関数も式 (E.59)を ρで p階微分して得られる。

Up(ρ, s) =

(−s)p exp
(
−ρ s

1− s

)
(1− s)p+1

, (E.75)

Up(ρ, s) =
∞∑
q=p

1

q!
Lp
q(ρ)s

q. (E.76)

ラゲールの陪多項式も一種の直交多項式であり、q ̸= q′ の場合、次の積分がゼロになることを示す
ことができる。 ∫ ∞

0

dρe−ρρpLp
q(ρ)L

p
q′(ρ) =

(q!)
3

(q − p)!
δqq′ (E.77)

F コヒーレント状態
F.1 調和振動子の復習
ハミルトニアン

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2x̂2 (F.1)

で与えられる１次元量子力学の問題は、エネルギー量子 ℏωの生成演算子 â†と消滅演算子 â を用
いて見通しよく解くことができる。ここで、

â† =

√
mω

2ℏ

(
x̂− i

mω
p̂

)
, â =

√
mω

2ℏ

(
x̂+

i

mω
p̂

)
, (F.2)

であり、それらの交換関係は、[x̂, p̂] = iℏを用いて

[â, â†] = 1 (F.3)

と求められる。さらに、ハミルトニアンが

Ĥ = ℏω
(
â†â+

1

2

)
(F.4)

となることに注意しておく。
演算子法による解法では、エネルギー固有値が最小となる基底状態 |0⟩ は、条件

â|0⟩ = 0 (F.5)

を満たす状態として与えられ、n番目の励起状態 |n⟩は

|n⟩ = 1√
n!

(
â†
)n |0⟩ (F.6)
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と求められる。これらエネルギー固有状態のエネルギー固有値は

En =

(
n+

1

2

)
ℏω (F.7)

である。式 (F.6)からは、生成・消滅演算子を用いてエネルギー準位を上げ下げするときの規格化
定数が

â†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩, â|n⟩ =

√
n|n− 1⟩ (F.8)

で与えられることも見て取れる。

F.2 量子ゆらぎ∆xと∆p

次に、調和振動子のこれらエネルギー固有状態での、位置と運動量の不確定性を評価する。生
成・消滅演算子の定義式 (F.2)より、位置演算子 x̂と運動量演算子 p̂が

x̂ =

√
ℏ

2mω

(
â† + â

)
, p̂ = i

√
ℏmω
2

(
â† − â

)
(F.9)

と書けることに注意しておく。
エネルギー固有状態 |n⟩における位置と運動量の期待値が

⟨n| x̂ |n⟩ = ⟨n| p̂ |n⟩ = 0 (F.10)

となることは、状態の直交性
⟨n1|n2⟩ = δn1n2 (F.11)

より明らかであろう。
したがって、状態 |n⟩における位置の不確定性（量子ゆらぎ）∆xn を求めるには、

(∆xn)
2 = ⟨n| x̂2 |n⟩

=
ℏ

2mω
⟨n|(â† + â)2|n⟩

=
ℏ

2mω
⟨n|(â†â+ ââ†)|n⟩

=
ℏ

2mω
(2n+ 1) (F.12)

と計算すればよい。ここで、2行目から 3行目の式変形では状態の直交性を用い、3行目から 4行
目への変形には式 (F.8)を用いた。運動量の不確定性（量子ゆらぎ）も同様に

(∆pn)
2 = ⟨n| p̂2 |n⟩

=
ℏmω
2

⟨n|(â† − â)2|n⟩

=
ℏmω
2

⟨n|(â†â+ ââ†)|n⟩

=
ℏmω
2

(2n+ 1) (F.13)

と求められ、その積が
(∆xn)

2(∆pn)
2 =

ℏ2

4
(2n+ 1)2 (F.14)
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と計算できる。
式 (F.14)の結果は、エネルギー固有状態のうち、基底状態 |0⟩のみがハイゼンベルグの不確定性
関係

∆x∆y ≥ 1

2
ℏ (F.15)

の下限を与える最小不確定性状態であり、励起準位 nが大きいほど不確定性が増していくことを
示している。
一般に、最小不確定性状態の波動関数 uは、

u(x) = C exp

(
−1

2
κ(x− ξ)2

)
(F.16)

の形のガウス分布関数で与えられることが知られている。ここで、C は規格化の定数。κは正の実
定数であり、ξは複素数パラメータである。
前節の結果は、基底状態の波動関数 u0(x)のみが

u0(x) = A0 exp

(
−1

2

mω

ℏ
x2
)

(F.17)

となってガウス分布関数の形をしており、励起状態の波動関数 un(x) (n ≥ 1)がガウス分布関数で
はなかった事実と整合している。以降の節では、基底状態以外の最小不確定性状態を演算子法を用
いて具体的に構成し、その性質を調べていこう。

F.3 コヒーレント状態
波動関数をガウス分布関数の形に保ったまま基底状態を変形できれば、基底状態以外の最小不確
定性状態を構成できる。ひとつの例として、x̄を実数パラメータとし、

T̂ (x̄) = exp
( x̄
iℏ
p̂
)

(F.18)

で与えられる並進変換を考えてみよう。式 (F.18)で与えられる演算子が並進変換であることは、任
意の状態

|u⟩ =
∫
dx|x⟩u(x)

に対して

T̂ (x̄)|u⟩ =

∫
dx|x⟩ exp

(
−x̄ d

dx

)
u(x)

=

∫
dx|x⟩

[
1− x̄

d

dx
+

1

2
x̄2
(
d

dx

)2

− 1

3!
x̄3
(
d

dx

)3

+ · · ·

]
u(x)

=

∫
dx|x⟩

[
u(x)− x̄u′(x) +

1

2
x̄2u′′(x)− 1

3!
x̄3u′′′(x) + · · ·

]
=

∫
dx|x⟩u(x− x̄)

と作用することから理解できるであろう。したがって、状態

T̂ (x̄)|0⟩
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の波動関数は、式 (F.17)で与えられた基底状態波動関数 u0 を変形して

u(x) = u0(x− x̄) = C0 exp

(
−1

2

mω

ℏ
(x− x̄)2

)
(F.19)

の形に書き下される。この状態は明らかに最小不確定性状態の例を与えている。演算子 T̂ (x̄)がユ
ニタリー

(T̂ (x̄))† T̂ (x̄) = T̂ (x̄) (T̂ (x̄))† = 1̂

であることにも注意しよう。このことから、T̂ (x̄)|0⟩の規格化も自動的であることがわかる。生成・
消滅演算子を用いると、並進変換の演算子が

T̂ (x̄) = exp

(√
mω

2ℏ
(x̄â† − x̄â)

)
(F.20)

と表されることにも注意しておく。
最小不確定性状態を表す波動関数 (F.16)でのパラメータ ξは任意の複素数でよかったことに対
し、基底状態を並進変換 T̂ (x̄)で変換して作られる状態の波動関数 (F.19)では、対応するパラメー
タ x̄ の取りうる値は実数に限られてしまう。単純に式 (F.18)に表れるパラメータ x̄を複素数にす
るとユニタリー性を満たさなくなってしまうので、式 (F.18)を参考にして、複素パラメータ ηを
もつ演算子 (変位演算子)

T̂η ≡ exp
(
ηâ† − η†â

)
(F.21)

を定義してみよう。変位演算子は、ηを実数にとると並進変換 T̂ (x̄ =

√
2ℏ
mω

η)に帰着することに
注意。
変位演算子 T̂η を基底状態 |0⟩に作用させることによって複素パラメータ ξ に中心をもつガウス
分布関数型の波動関数をもつ状態

|η⟩ ≡ T̂η|0⟩ (F.22)

が構成できる。このことを示すには、変位演算子によって消滅演算子 âが

T̂ηâT̂
†
η = â+ [(ηâ† − η†â), â] +

1

2
[(ηâ† − η†â), [(ηâ† − η†â), â]] + · · ·

= â− η (F.23)

と変換されることに着目すればよい。同様に、生成演算子 â† は

T̂ηâ
†T̂ †

η = â† − η† (F.24)

と変換されることにも注意しておく。0 = â|0⟩の両辺に T̂η を作用させれば、

0 = T̂ηâ|0⟩ = T̂ηâT̂
†
η T̂η|0⟩

= (â− η)T̂η|0⟩

= (â− η)|η⟩

となり
0 = (â− η)|η⟩ (F.25)

が得られる。状態 |η⟩の波動関数を uη(x)とすれば、式 (F.25) は

0 =

[√
mω

2ℏ

(
x+

ℏ
mω

d

dx

)
− η

]
uη(x) (F.26)
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となる。このように見ていけば、波動関数 uη(x)が

uη(x) = A exp

(
−1

2

mω

ℏ
(x− ξ)2

)
, ξ =

√
2ℏ
mω

η (F.27)

と決定されることは明らかであろう。ここで、T̂η はユニタリー演算子なので、状態 |η⟩は自動的に
規格化されることに注意。規格化の定数 Aは ⟨0|η⟩ = e−|η|2/2 を用いることで求められ

A = A0 exp

[
1

2

(
η2 − |η|2

)]
(F.28)

と決定される。ここで、A0 は式 (F.17)で基底状態波動関数 u0 を規格化したときに用いられた定
数と同一である。
式 (F.22)で定義される調和振動子量子力学の状態はコヒーレント状態として知られている状態
である。調和振動子の量子力学は量子光学などの場の量子論において活用される。これらの重要な
応用において、コヒーレント状態でレーザー光が記述されるなど、大きな役割を果たす。

F.4 コヒーレント状態の性質
この節ではコヒーレント状態の性質を列挙していく。

• コヒーレント状態 |η⟩は、エネルギー固有状態 |n⟩の重ね合わせの状態として

|η⟩ = e−
1
2 |η|

2
∞∑

n=0

1√
n!
ηn|n⟩ (F.29)

の形で展開できる。

このことを示すには、次節で示すベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式を用いて

T̂η = exp

(
−1

2
|η|2
)

exp
(
ηâ†
)
exp (−η∗â)

を示し、

|η⟩ = T̂η|0⟩

= exp

(
−1

2
|η|2
)

exp
(
ηâ†
)
|0⟩

= exp

(
−1

2
|η|2
) ∞∑

n=0

1

n!
ηn(â†)n|0⟩

= exp

(
−1

2
|η|2
) ∞∑

n=0

1√
n!
ηn|n⟩

と計算すればよい。

• コヒーレント状態 |η⟩は、消滅演算子 âの固有値 ηの固有状態

â|η⟩ = η|a⟩ (F.30)

である。

この性質は式 (F.25)からすでに明らかであろう。あるいは、展開式 (F.29)と â|n⟩ =
√
n|n−1⟩

を用いても示すことができる。
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• コヒーレント状態 |η⟩は、生成演算子 â† の固有状態ではない。

この性質は、[â, â†] = 1 ̸= 0 から、âと â†が同時固有状態を持たないことからも明らかであ
る。あるいは、展開式 (F.29)を見て、|η⟩には基底状態 |0⟩が含まれるのに対し、â†|η⟩は基
底状態 |0⟩を含まないことからも示すことができる。

• コヒーレント状態での、生成・消滅演算子の期待値は、

⟨η| â |η⟩ = η, ⟨η| â† |η⟩ = η∗ (F.31)

で与えられる。

この性質は、|η⟩が âの固有状態であり

â|η⟩ = η|η⟩, ⟨η|â† = η∗⟨η|

となることから明らかである。

• コヒーレント状態 |η⟩における位置と運動量の不確定性は

(∆x)2 =
ℏ

2mω
, (∆p)2 =

ℏmω
2

(F.32)

で与えられ、たしかに最小不確定性状態

(∆x)2(∆p)2 =
ℏ2

4

になっている。

この事実は波動関数の形から明らかである。演算子法を用いて示すには、不確定性の定義に
基づき

(∆x)2 = ⟨η| x̂2 |η⟩ − (⟨η| x̂ |η⟩)2, (∆p)2 = ⟨η| p̂2 |η⟩ − (⟨η| p̂ |η⟩)2,

を計算すればよい。その際、

x̂ =

√
ℏ

2mω
(â† + â), p̂ = i

√
ℏmω
2

(â† − â),

â|η⟩ = η|η⟩, ⟨η|â† = ⟨η|η∗

を用いれば、計算を簡単に済ますことができる。

• ふたつのコヒーレント状態 |η1⟩と |η2⟩は直交せず、その内積は

⟨η1|η2⟩ = exp

(
−1

2
|η1|2 −

1

2
|η2|2 + η∗1η2

)
(F.33)

で与えられる。

この性質は、展開式 (F.29)を用いて

⟨η1|η2⟩ = e−
1
2 |η1|2e−

1
2 |η2|2

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

1√
n1!n2!

(η∗1)
n1ηn2

2 ⟨n1|n2⟩

= e−
1
2 |η1|2e−

1
2 |η2|2

∞∑
n=0

1

n!
(η∗1η2)

n

= exp

(
−1

2
|η1|2 −

1

2
|η2|2 + η∗1η2

)
と計算することで示される。
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• コヒーレント状態 |η⟩におけるエネルギー量子数 nを測定する場合、n個のエネルギー量子
が測定される確率はポアソン分布

Pn =
n̄n

n!
e−n̄ (F.34)

で与えられる。ここで、n̄ = |η|2 はポアソン分布における量子数 nの期待値である。

(説明) これはレーザー中に n光子状態が存在する確率がポアソン分布で与えられることを示
している。エネルギー量子数期待値が

n̄ = |η|2

であることを示すには、N̂ = â†âがエネルギー量子の個数演算子であり、

N̂ |n⟩ = n|n⟩

であること、また、コヒーレント状態 |η⟩が消滅演算子 âの固有状態であり

⟨η|N̂ |η⟩ = ⟨η|â†â|η⟩ = |η|2

であることを用いればよい。一方、(F.29)式からは、エネルギー量子数が nである確率が

Pn = |⟨n|η⟩|2 =
1

n!
|η|2ne−|η|2

であることが分かるので、
Pn =

1

n!
n̄ne−n̄

が得られる。

• コヒーレント状態の完全性
1̂ =

1

π

∫
d2η |η⟩⟨η| (F.35)

ここで d2ηは複素平面上の積分である。

この性質を示すには、式 (F.35)の両辺を |n1⟩, |n2⟩で挟んだ

δn1n2 =
1

π

∫
d2η⟨n1|η⟩⟨η|n2⟩

を導くことができればよい。
η = reiθ

で与えられる変数 r, θを用い、
d2η = dr rdθ

として右辺に表れる複素平面上の積分を実行すると

1

π

∫
d2η⟨n1|η⟩⟨η|n2⟩ =

∫ ∞

0

dr
2rn1+n2+1e−r2

√
n1!n2!

1

2π

∫ 2π

0

dθei(n1−n2)θ

= δn1n2

∫ ∞

0

dr2
r2n1

n1!
e−r2

= δn1n2

が得られる。
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• コヒーレント状態の時間発展を計算すると

e−iĤt/ℏ|η⟩ = e−
i
2ωt|η(t)⟩, η(t) = e−iωtη(t = 0) (F.36)

となる。つまり、パラメータ ηは時間とともに角振動数 ωで振動している。

この事実は、

e−iĤt/ℏâe+iĤt/ℏ = e+iωtâ, e−iĤt/ℏâ†e+iĤt/ℏ = e−iωtâ†

を用いて
e−iĤt/ℏ|η⟩ = e−iĤt/ℏT̂ηe

iĤt/ℏe−
i
2ωt|0⟩

を計算すれば明らかであろう。

このような状態のパラメータの単振動の描像は、古典力学での調和振動子の単振動の描像に
符合するものとなっている。そのため、コヒーレント状態は「もっとも古典的な状態」とよ
ばれることがある。

F.5 ベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式
交換しない演算子 X̂, Ŷ の指数関数の積を

eX̂eŶ = eŴ (F.37)

のように単一の指数関数にまとめるとき、演算子 Ŵ を

Ŵ = X̂ + Ŷ +
1

2
[X̂, Ŷ ] +

1

12
[X̂ − Ŷ , [X̂, Ŷ ]] + · · · (F.38)

のように演算子 X̂, Ŷ とそれらの交換関係を使った項による展開で書き下すことができる。特に

[X̂, [X̂, Ŷ ]] = [Ŷ , [X̂, Ŷ ]] = 0

の場合は、
Ŵ = X̂ + Ŷ +

1

2
[X̂, Ŷ ] (F.39)

となる。これをベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式と呼ぶ。この公式は、具体的な問題を
解く上で役に立つことがしばしばあり、知っておいて損のない公式である。
公式 (F.38)を証明するには、実数パラメータ tを導入し

e
ˆ̃
W = etX̂etŶ (F.40)

で定義される演算子 ˆ̃
W のテイラー展開

ˆ̃
W = Ŵ0 + tŴ1 +

1

2!
t2Ŵ2 +

1

3!
t3Ŵ3 + · · · (F.41)

を求めればよい。Ŵ は t = 1のときの演算子

Ŵ = Ŵ0 + Ŵ1 +
1

2!
Ŵ2 +

1

3!
Ŵ3 + · · · (F.42)

となる。
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定義 (F.40)より、Ŵ0 = 0は明らかであろう。Ŵ1, Ŵ2, · · · を求めるには、式 (F.40)の両辺を微
分した [

d

dt
e
ˆ̃
W

]
e−

ˆ̃
W =

[
d

dt

(
etX̂etŶ

)]
e−tŶ e−tX̂ (F.43)

を考えると便利である。この式の左辺は

ˆ̃
W

′
= Ŵ1 + tŴ2 +

1

2!
t2Ŵ2 + · · · (F.44)

を用いて
ˆ̃
W

′
+

1

2
[
ˆ̃
W,

ˆ̃
W

′
] +

1

3!
[
ˆ̃
W, [

ˆ̃
W,

ˆ̃
W

′
]] + · · ·

と展開でき、この式に (F.41), (F.44), Ŵ0 = 0 を代入することで、[
d

dt
e
ˆ̃
W

]
e−

ˆ̃
W = Ŵ1 + tŴ2 +

1

2
t2
(
Ŵ3 +

1

2
[Ŵ1, Ŵ2]

)
+ · · · (F.45)

が得られる。一方、右辺は[
d

dt

(
etX̂etŶ

)]
e−tŶ e−tX̂ = X̂etX̂etŶ e−tŶ e−tX̂ + etX̂ Ŷ etŶ e−tŶ e−tX̂

= X̂ + etX̂ Ŷ e−tX̂

= X̂ + Ŷ + t[X̂, Ŷ ] +
t2

2!
[X̂, [X̂, Ŷ ]] + · · · (F.46)

と評価できる。式 (F.45)と式 (F.46)の tの各次数を比較することで、

Ŵ1 = X̂ + Ŷ , (F.47)

Ŵ2 = [X̂, Ŷ ], (F.48)

Ŵ3 =
1

2
[X̂ − Ŷ , [X̂, Ŷ ]], (F.49)

が得られることはもはや明らかであろう。
式 (F.45)も式 (F.46)も、各項が演算子 X̂, Ŷ とそれらの交換関係で表されることに注意しよう。
そのため、Ŵnの項は n− 1次の交換関係を含むことがわかる。このことから、２次以上の交換関
係がゼロになる場合、つまり

[X̂, [X̂, Ŷ ]] = [Ŷ , [X̂, Ŷ ]] = 0

となって、[X̂, Ŷ ]が X̂ とも Ŷ とも交換する場合には、Ŵ3以降の項は出現せず、式 (F.39)が導か
れることがわかる。

F.6 そのほかの最小不確定性状態
コヒーレント状態以外にも最小不確定性状態を構成することができる。たとえば、

D̂(ρ) = exp

(
− i

2ℏ
ρ(x̂p̂+ p̂x̂)

)
(F.50)

で与えられるパラメータ ρによるスケール変換で基底状態を変形させた状態がそれである。この演
算子がスケール変換を与えることは、状態

|u⟩ =
∫
dx|x⟩u(x)
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に作用すると
D̂(ρ)|u⟩ =

∫
dx|x⟩e− 1

2ρu(e−ρx)

なる状態を与えることから理解できる。調和振動子の基底状態 |0⟩の波動関数はガウス分布関数
なので、|0⟩をスケール変換した D̂(ρ)|0⟩の波動関数もガウス分布関数にとどまる。したがって、
D̂(ρ)|0⟩は最小不確定性状態になることがわかる。

x̂p̂+ p̂x̂ = iℏ
[
(â†)2 − (â)2

]
であることに注意しよう。コヒーレント状態の場合にならって、以降では、複素数パラメータ ζ を
導入し

|ζ⟩ = D̂ζ |0⟩, D̂ζ = exp(ζ(â†)2 − ζ∗(â)2) (F.51)

で与えられる状態の性質を考えてみよう。

• 状態 |ζ⟩の時間発展を計算すると

e−iĤt/ℏ|ζ⟩ = e
−
i

2
ωt
|ζ(t)⟩, ζ(t) = e−2iωtζ(t = 0) (F.52)

となる。つまり、パラメータ ζ は時間とともに角振動数 2ωで振動している。

• この状態では、位置と運動量の期待値は ⟨ζ| x̂ |ζ⟩ = ⟨ζ| p̂ |ζ⟩ = 0 であり、それらの不確定性
は (∆x)2 = ⟨ζ x̂2 |ζ⟩, (∆p)2 = ⟨ζ p̂2 |ζ⟩ と計算できる。

⟨ζ| x̂2 |ζ⟩ =
ℏ

2mω

[
cosh2(2|ζ|) + sinh2(2|ζ|) + 2

Reζ

|ζ|
cosh(2|ζ|) sinh(2|ζ|)

]
, (F.53)

⟨ζ| p̂2 |ζ⟩ =
ℏmω
2

[
cosh2(2|ζ|) + sinh2(2|ζ|)− 2

Reζ

|ζ|
cosh(2|ζ|) sinh(2|ζ|)

]
. (F.54)

(∆x)2 と (∆p)2 は角振動数 2ωで振動しているが、エネルギー期待値は

⟨ζ| Ĥ |ζ⟩ = 1

2m
⟨ζ| p̂2 |ζ⟩+ 1

2
mω2⟨ζ| x̂2 |ζ⟩ = 1

2
ℏω
(
cosh2(2|ζ|) + sinh2(2|ζ|)

)
(F.55)

となり、時間とともに変化しないことに注意。また、最小不確定性状態を与えるのは、変換
パラメータ ζ が実数の場合に限られることがわかる。

G 球座標・円筒座標系でのラプラシアン
この付録では、ブラケット記法を用いることによって３次元極座標系（球座標）や円筒座標系で
のラプラシアン ∆ が、簡単に導出できることを学ぶ。

G.1 デカルト座標系
最初にデカルト座標系の復習をするとともに記号の整理をしておく。３次元デカルト座標 (x, y, z)

では、座標点 (x, y, z)と (x+ dx, y + dy, z + dz)の間の距離（線素）は

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (G.1)
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で与えられる。３次元積分の無限小体積要素は

d3V = dxdydz (G.2)

である。
スカラー関数 f の勾配 (gradient)は

∇⃗f =

(
∂

∂x
f

)
e⃗x +

(
∂

∂y
f

)
e⃗y +

(
∂

∂z
f

)
e⃗z (G.3)

で与えられる。e⃗x, e⃗y, e⃗z は、それぞれ x方向, y方向, z方向への単位ベクトルである。３次元運
動量演算子 ˆ⃗pは

|f⟩ =
∫
d3V |x⃗⟩f(x⃗)

で与えられる状態 |f⟩に
ˆ⃗p|f⟩ =

∫
d3V |x⃗⟩

(
−iℏ ∇⃗f(x⃗)

)
(G.4)

と作用する。
次の量を考える。

I ≡ ⟨f1| ˆ⃗p · ˆ⃗p |f2⟩ (G.5)

この量がラプラシアン

∆ = ∇⃗ · ∇⃗

=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(G.6)

を用いて
I = −ℏ2

∫
d3V f∗1∆f2 (G.7)

と計算できることは明らかであろう。
通常の量子力学での仮定にしたがって、状態 |f1⟩, |f2⟩を与える波動関数 f1(x⃗), f2(x⃗)は二乗可
積分であり無限遠方で十分に早くゼロになるとする。このとき、式 (G.5)で与えられる量が、状態
ˆ⃗p|f1⟩と状態 ˆ⃗p|f1⟩ の内積であることは明らかである。

G.2 円筒座標系
次に円筒座標系 (R,Θ, Z)を考える。前節で考察したデカルト座標系との間の関係は

x = R cosΘ, y = R sinΘ, z = Z (G.8)

で与えられる。円筒座標系での線素は

ds2 = dR2 + (RdΘ)2 + dZ2 (G.9)

で与えられる。３次元積分の無限小体積要素は

d3V = dRRdΘ dZ = RdRdΘ dZ (G.10)

である。
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スカラー関数 f の勾配は

∇⃗f =

(
∂

∂R
f

)
e⃗R +

(
1

R

∂

∂Θ
f

)
e⃗Θ +

(
∂

∂Z
f

)
e⃗Z (G.11)

で与えられる。ここで e⃗Θの係数に現れる 1/Rの係数は、Θ方向の線素が RdΘ であったことに起
因している。デカルト座標の場合と同様に、状態

ˆ⃗p|f1⟩ =
∫
d3V |x⃗⟩

(
−iℏ∇⃗f1(x⃗)

)
と、状態

ˆ⃗p|f2⟩ =
∫
d3V |x⃗⟩

(
−iℏ∇⃗f2(x⃗)

)
との内積

I ≡ ⟨f1| ˆ⃗p · ˆ⃗p |f2⟩

= −ℏ2
∫
d3V f∗1∆f2

を考える。次のように部分積分をしてみよう。

I = ℏ2
∫
d3V (∇⃗f∗1 ) · (∇⃗f∗1 )

= ℏ2
∫ ∞

0

dR

∫ 2π

0

dΘ

∫ ∞

−∞
dZ R

[(
∂f∗1
∂R

)(
∂f2
∂R

)
+

1

R2

(
∂f∗1
∂Θ

)(
∂f2
∂Θ

)
+

(
∂f∗1
∂Z

)(
∂f2
∂Z

)]
= −ℏ2

∫ ∞

0

dR

∫ 2π

0

dΘ

∫ ∞

−∞
dZ

[
f∗1

∂

∂R

(
R
∂f2
∂R

)
+

1

R
f∗1

(
∂2f2
∂Θ2

)
+Rf∗1

(
∂2f2
∂Z2

)]
= −ℏ2

∫
d3V f∗1

[
1

R

∂

∂R

(
R
∂f2
∂R

)
+

1

R2

(
∂2f2
∂Θ2

)
+

(
∂2f2
∂Z2

)]
.

この式をラプラシアンを用いた表式

I = −ℏ2
∫
d3V f∗1∆f2

と比較して、円筒座標系でのラプラシアン

∆f =
1

R

∂

∂R

(
R
∂

∂R
f

)
+

1

R2

∂2

∂Θ2
f +

∂2

∂Z2
f (G.12)

が求められる。

G.3 球座標系
最後に３次元極座標系（球座標系）(r, θ, φ)を考察する。デカルト座標系との関係は

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ (G.13)

であり、線素および無限小体積要素は

ds2 = dr2 + (rdθ)2 + (r sin θdφ)2, (G.14)

d3V = dr rdθ r sin θdφ = r2 sin θ dr dθ dφ (G.15)
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で与えられる。スカラー関数 f の勾配は、したがって

∇⃗f =

(
∂

∂r
f

)
e⃗r +

(
1

r

∂

∂θ
f

)
e⃗θ +

(
1

r sin θ

∂

∂φ
f

)
e⃗φ (G.16)

と求められる。デカルト座標の場合と同様に積分

I ≡ ℏ2
∫
d3V (∇⃗f∗1 ) · (∇⃗f2)

= ℏ2
∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ r2 sin θ

[(
∂f∗1
∂r

)(
∂f2
∂r

)
+

1

r2

(
∂f∗1
∂θ

)(
∂f2
∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

(
∂f∗1
∂φ

)(
∂f2
∂φ

)]
を考え、部分積分をすることでラプラシアンを導出しよう。部分積分の結果は

I = −ℏ2
∫
d3V f∗1

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r
f2

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
f2

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
f2

]
であり、これをラプラシアンを使った表式

I = −ℏ2
∫
d3V f∗1∆f2

と比較することで、球座標系でのラプラシアンが

∆f =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r
f

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
f

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
f (G.17)

と求められる。

H 球座標における角運動量の微分演算子
H.1 ２次元極座標
２次元極座標 (r, θ)

x = r cos θ, y = r sin θ (H.1)

において、角運動量に対応する微分演算子

Lop = xpopy − ypopx = −iℏ
[
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

]
(H.2)

を求めよう。ここで
popx = −iℏ ∂

∂x
, popy = −iℏ ∂

∂y
(H.3)

である。微分のチェーン則

∂

∂r
=
∂x

∂r

∂

∂x
+
∂y

∂r

∂

∂y
,

1

r

∂

∂θ
=

1

r

∂x

∂θ

∂

∂x
+

1

r

∂y

∂θ

∂

∂y
, (H.4)

と極座標の定義式 (H.1)より ∂

∂r
1

r

∂

∂θ

 =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

) ∂

∂x
∂

∂y

 (H.5)
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はすぐにわかる。これから ∂

∂x
∂

∂y

 =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

) ∂

∂r
1

r

∂

∂θ

 (H.6)

を得るのも容易である。２次元極座標の定義式 (H.1)と式 (H.6)を角運動量に対応する微分演算子
の式 (H.2) に代入すると

Lop = −iℏ ∂
∂θ

(H.7)

を得る。

H.2 ３次元極座標（球座標）
次に、３次元極座標系（球座標系）(r, θ, φ)

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ (H.8)

における角運動量に対応する微分演算子

Lop
x = y popz − z popy , Lop

y = z popx − x popz , Lop
z = x popy − y popx (H.9)

を求めよう。ここで、運動量に対応する微分演算子は

popx = −iℏ ∂

∂x
, popy = −iℏ ∂

∂y
, popz = −iℏ ∂

∂z
(H.10)

である。２次元極座標での計算と同様に、微分のチェーン則と球座標の定義 (H.8)を用いると
∂

∂r
1

r

∂

∂θ
1

r sin θ

∂

∂φ

 = U


∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z

 , U =

 sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ

cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ

− sinφ cosφ 0

 (H.11)

と計算できる。式 (H.11)において、行列 U は直交行列であることに注意。従って、その逆行列は

U−1 = U† =

 sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ

sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

cos θ − sin θ 0

 (H.12)

で与えられ、 
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z

 = U−1


∂

∂r
1

r

∂

∂θ
1

r sin θ

∂

∂φ

 (H.13)

と求まる。３次元運動量の微分演算子の式 (H.10) に式 (H.13)を代入し、さらに３次元角運動量の
式 (H.9)に、式 (H.8), と (H.10)を代入することで

Lop
x = iℏ

[
sinφ

∂

∂θ
+ cosφ

cos θ

sin θ

∂

∂φ

]
,

Lop
y = iℏ

[
− cosφ

∂

∂θ
+ sinφ

cos θ

sin θ

∂

∂φ

]
, (H.14)

Lop
z = −iℏ ∂

∂φ
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が得られる。

H.3 (L⃗op)2 の具体形
付録 H.2 において、球面調和関数の定義に現れる微分演算子 Lop

z の具体形はすでに求まってい
る。ここでは、球面調和関数を定義するのに用いられるもう一つの微分演算子である (L⃗op)2 の具
体形を求めよう。
計算の方法はいくつかあるが、ここではふたつのやり方を紹介しよう。
最初の方法は、式 (H.14)の結果を愚直に使って

− 1

ℏ2
(L⃗op)2 =

[
sφ

∂

∂θ
+ cφ

cθ
sθ

∂

∂φ

] [
sφ

∂

∂θ
+ cφ

cθ
sθ

∂

∂φ

]
+

[
−cφ

∂

∂θ
+ sφ

cθ
sθ

∂

∂φ

] [
−cφ

∂

∂θ
+ sφ

cθ
sθ

∂

∂φ

]
+
∂2

∂φ2

を計算するやり方である。ここでは、表記のスペースの節約のため、

sθ = sin θ, cθ = cos θ, sφ = sinφ, cφ = cosφ

で定義される記号 sθ,φ, cθ,φ を用いた。微分演算子 ∂/∂θ や ∂/∂φ が、sθ,φ や cθ,φ にも作用する
ことに注意し、この式を次のように計算して (L⃗op)2 の具体形を得ることができる。

− 1

ℏ2
(L⃗op)2

=

[
sφ

∂

∂θ
+ cφ

cθ
sθ

∂

∂φ

] [
sφ

∂

∂θ
+ cφ

cθ
sθ

∂

∂φ

]
+

[
−cφ

∂

∂θ
+ sφ

cθ
sθ

∂

∂φ

] [
−cφ

∂

∂θ
+ sφ

cθ
sθ

∂

∂φ

]
+

∂2

∂φ2

= s2φ
∂2

∂θ2
+ sφcφ

cθ
sθ

∂

∂θ

∂

∂φ
+ sφcφ

[
∂

∂θ

cθ
sθ

]
∂

∂φ

+sφcφ
cθ
sθ

∂

∂θ

∂

∂φ
+ c2φ

cθ
sθ

∂

∂θ
+ c2φ

c2θ
s2θ

∂2

∂φ2
− sφcφ

c2θ
s2θ

∂

∂φ

+c2φ
∂2

∂θ2
− sφcφ

cθ
sθ

∂

∂θ

∂

∂φ
− sφcφ

[
∂

∂θ

cθ
sθ

]
∂

∂φ

−sφcφ
cθ
sθ

∂

∂θ

∂

∂φ
+ s2φ

cθ
sθ

∂

∂θ
+ s2φ

c2θ
s2θ

∂2

∂φ2
+ sφcφ

c2θ
s2θ

∂

∂φ
+

∂2

∂φ2

=
∂2

∂θ2
+
cθ
sθ

∂

∂θ
+
cθ
sθ

∂2

∂φ2
+

∂2

∂φ2

=
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
. (H.15)

もうひとつの方法は、スケール変換（ディラテーション変換）に対応する演算子

D̂ = x̂p̂x + ŷp̂y + ẑp̂z

とそのエルミート共軛 57

D̂† = p̂xx̂+ p̂y ŷ + p̂z ẑ

を用いる方法である。この演算子を用いれば、

ˆ⃗
L2 =

(
x̂2 + ŷ2 + ẑ2

) (
p̂2x + p̂2y + p̂2z

)
− D̂†D̂ − 2iℏD̂ (H.16)

57 本来は、スケール変換に対応する演算子 D̂ もエルミート演算子になるように定義される。ここでは、単に計算上のテ
クニックであると割り切り、式 (H.17)が簡単になるよう、D̂ としてあえてエルミート演算子ではない演算子を採用してい
る。
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であることを示すことができるので、D̂や D̂† に対応する微分演算子さえ求めることができれば、
(L⃗op)2をラプラシアン（−(p̂2x + p̂2y + p̂2z)/ℏ2 に対応する微分演算子）と関係づけることができる。
式 (H.10)と (H.13)を用いれば、D̂に対応する微分演算子は

Dop = −iℏx ∂

∂x
− iℏy

∂

∂y
− iℏz

∂

∂z

= −iℏ r sin θ cosφ(sin θ cosφ ∂

∂r
+ cos θ cosφ

1

r

∂

∂θ
− sinφ

1

r sin θ

∂

∂φ
)

−iℏ r sin θ sinφ(sin θ sinφ ∂

∂r
+ cos θ sinφ

1

r

∂

∂θ
+ cosφ

1

r sin θ

∂

∂φ
)

−iℏ r cos θ(cos θ ∂
∂r

− sin θ
1

r

∂

∂θ
)

= −iℏr ∂
∂r

(H.17)

のように計算できる。エルミート共軛な演算子 D̂† は、

⟨ψ1| D̂† |ψ2⟩ = (⟨ψ2| D̂ |ψ1⟩)∗ =

(
−iℏ

∫
drr2dθ sin θdφψ∗

2r
∂

∂r
ψ1

)∗

= iℏ
∫
drr2dθ sin θdφ

(
r
∂

∂r
ψ∗
1

)
ψ2

= −iℏ
∫
drr2dθ sin θdφψ∗

1

(
1

r2
∂

∂r
r3
)
ψ2 (H.18)

であることに注意すれば、
D†

op = −iℏ 1

r2
∂

∂r
r3 (H.19)

であることがわかる。式 (H.18)の 2行目から 3行目への変形には部分積分を用いた。
これで準備が整ったので、いよいよ (H.16)を用いた (L⃗op)2 の計算にはいろう。

− 1

ℏ2
(L⃗op)2 = r2∆+

2i

ℏ
Dop +

1

ℏ2
D†

opDop

= r2∆+ 2r
∂

∂r
− 1

r2
∂

∂r
r4
∂

∂r

= r2∆− ∂

∂r
r2
∂

∂r
(H.20)

と式 (G.17)で与えられる球座標表示でのラプラシアンの結果を用いると

− 1

ℏ2
(L⃗op)2 =

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
. (H.21)

が得られる。もちろん、この結果は式 (H.15)で愚直に計算した結果と同一のものである。

I 超球面調和関数とSO(4)対称性
I.1 超球面調和関数
仮に、x, y, z の３方向以外にも空間次元が存在する場合、角運動量演算子や球面調和関数の議
論はどのように拡張せねばならないだろうか。
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この節ではそのような世界として、x, y, zに加えて４番目の独立な空間方向 wが存在する仮想
世界を考察してみよう。このような洞察を行うことで、通常の３次元空間の角運動量演算子や球面
調和関数の性質についてのより深い理解が可能になる。
通常の３次元空間の世界では位置ベクトル x⃗と運動量ベクトル p⃗の両者と垂直な方向をもつ（軸
性）ベクトル量として角運動量が定義される。しかし、４次元空間の仮想世界では、x⃗にも p⃗にも
垂直な方向が複数存在する。したがって（軸性）ベクトル量としての角運動量の定義は不可能であ
る。そこでふたつの添字をもつ２階反対称テンソル量として角運動量演算子を

L̂ij = x̂ip̂j − x̂j p̂i, i, j = x, y, z, w (I.1)

と定義することにしよう。４次元空間での２階反対称テンソルの自由度 4× (4− 1)/2 = 6 に対応
して、４次元空間の角運動量の成分は 6つあることに注意しよう。
愚直に計算すれば、角運動量演算子と位置演算子あるいは運動量演算子との交換関係は

[L̂ij , x̂k] = iℏ (δikx̂j − δjkx̂i) , (I.2)

[L̂ij , p̂k] = iℏ (δikp̂j − δjkp̂i) , (I.3)

であることがわかる。従って、角運動量演算子どうしの交換関係は

[L̂ij , L̂kl] = iℏ
(
δikL̂jl + δilL̂kj − δjkL̂il − δjlL̂ki

)
(I.4)

と求められる。角運動量演算子は、このように非自明な交換関係をもつため、たとえば L̂xy と L̂yz

の同時固有状態は一般には存在しない。量子力学での状態の量子数を指定するためには、互いに交
換するひとくみの演算子の固有値を用いる必要がある。
そのような、互いに交換するひとくみの演算子として、ここでは

L̂xy, L̂2
(3), L̂2

(4) (I.5)

を採用する。ここで、L̂2
(3) は xyz３次元部分空間内の角運動量の大きさ（の二乗）

L̂2
(3) = L̂2

xy + L̂2
yz + L̂2

zx

であり、L̂2
(4) は４次元空間全体の角運動量の大きさ（の二乗）

L̂2
(4) = L̂2

xy + L̂2
yz + L̂2

zx + L̂2
xw + L̂2

yw + L̂2
zw

である。[L̂xy, L̂
2
(3)] = 0は３次元での角運動量の解析経験から明らかであろう。また、L̂2

(4) がす
べての L̂ij と交換すること（[L̂ij , L̂

2
(4)] = 0）をすぐに示すことができ、これから [L̂xy, L̂

2
(4)] = 0、

[L̂2
(3), L̂

2
(4)] = 0が得られる。

４次元仮想世界での球面調和関数対応物（超球面調和関数）を具体的に構成するにあたって、４
次元空間を動径座標 rと角度座標 ω, θ, φを用いて

w = r cosω, z = r sinω cos θ, x = r sinω sin θ cosφ, y = r sinω sin θ sinφ (I.6)

と極座標表示してみよう。極座標表示では、線素は

ds2 = dr2 + (r dω)2 + (r sinω dθ)2 + (r sinω sin θ dφ)2 (I.7)
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で与えられ、４次元体積要素 dx dy dz dwは

dx dy dz dw = dr r3 dω sin2 ω dθ sin θ dφ, (I.8)

スカラー関数 f の微分は

∇⃗f = e⃗r
∂

∂r
f + e⃗ω

1

r

∂

∂ω
f + e⃗θ

1

r sinω

∂

∂θ
f + e⃗φ

1

r sinω sin θ

∂

∂φ
f (I.9)

で与えられる。付録 Gで説明した計算テクニックを使えば、この座標でのラプラシアンが

∆f =
1

r3
∂

∂r

(
r3
∂

∂r
f

)
+

1

r2

(
1

sin2 ω

∂

∂ω

(
sin2 ω

∂

∂ω
f

)
+

1

sin2 ω sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
f

)
+

1

sin2 ω sin2 θ

∂2

∂φ2
f

)
(I.10)

となることを示すのは簡単である。さらに付録 H.3節で説明した方法を用いて、L̂2
(4) に対応する

微分演算子 (Lop
(4))

2 を式 (I.10)のラプラシアンから抽出することができる。その結果は、式 (I.10)

の２行目に r2 をかけた

− 1

ℏ2
(Lop

(4))
2 =

1

sin2 ω

∂

∂ω
sin2 ω

∂

∂ω
+

1

sin2 ω sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 ω sin2 θ

∂2

∂φ2
(I.11)

である。超球面調和関数を求めるには、このほか、L̂2
(3)に対応する微分演算子 (Lop

(3))
2 と L̂xy に対

応する微分演算子 Lop
xy の情報も必要になるが、それらは３次元角運動量での (L⃗op)2や Lop

z の結果
をそのまま流用すればよい。すなわち

− 1

ℏ2
(Lop

(3))
2 =

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
, (I.12)

Lop
xy = −iℏ ∂

∂φ
. (I.13)

である。
ここまでで概ね準備が整ったので、いよいよ超球面調和関数 Zklm(ω, θ, φ) を考えよう。超球面
調和関数は、微分演算子 (Lop

(4))
2, (Lop

(3))
2, Lop

xy の固有関数であり、

1

ℏ2
(Lop

(4))
2Zklm(ω, θ, φ) = k(k + 2)Zklm(ω, θ, φ), (I.14)

1

ℏ2
(Lop

(3))
2Zklm(ω, θ, φ) = l(l + 1)Zklm(ω, θ, φ), (I.15)

1

ℏ
Lop
xy Zklm(ω, θ, φ) = mZklm(ω, θ, φ) (I.16)

を満たす。ここで、ℏ2k(k+2), ℏ2l(l+1), ℏm はそれぞれ、L̂2
(4), L̂

2
(3), L̂xy の固有値である。 L̂2

(3)

と L̂xy については、通常の３次元空間の球面調和関数の議論が流用でき、量子数 lが非負の整数
（ゼロまたは正の整数）に量子化されること、量子数mは −l,−l + 1, · · · , l − 1, lのいずれかの値
をとる整数に量子化されることがわかる。以降では、超球面調和関数 Zklmの量子数 kも非負の整
数に量子化されること、lのとりうる値の上限が kになることを学ぶ。
このことを見るためには、通常の球面調和関数 Ylm(θ, φ)を使って、

Zklm(ω, θ, φ) = Gkl(ω)Ylm(θ, φ) (I.17)
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と変数分離すればよい。式 (I.17)が (I.15)と (I.16)を満たすことは、Ylm(θ, φ)が球面調和関数で
あることから明らかである。一方、(I.14)からは

1

sin2 ω

d

dω
sin2 ω

d

dω
Gkl +

[
k(k + 2)− l(l + 1)

sin2 ω

]
Gkl = 0 (I.18)

が得られ、さらに式 (I.18)を変数 ζ = cosωを導入して書き直すと

1√
1− ζ2

d

dζ

[
(1− ζ2)3/2

d

dζ
Gkl

]
+

[
k(k + 2)− l(l + 1)

1− ζ2

]
Gkl = 0 (I.19)

が得られる。このように、kの量子化の問題は、微分方程式 (I.19)を解く問題に最終的に帰着する。
l = 0の場合の微分方程式 (I.19)が、ν = 1, n = kの場合のゲーゲンバウアー微分方程式 (E.52)

に一致することに注意しよう。一般の lについて微分方程式 (E.52) を解くにあたって、ゲーゲンバ
ウアー微分方程式 (E.52)の知識が使えそうである。そこで、微分方程式 (I.19)に含まれる l(l+1)

に比例する項を処理するよう
Gkl = (1− ζ2)l/2G̃kl (I.20)

と置いてみる。実際、式 (I.19)に (I.20)を代入して変形すると

1

(1− ζ2)l+1/2

d

dζ

[
(1− ζ2)l+3/2 d

dζ
G̃kl

]
+ [k(k + 2)− l(l + 2)] G̃kl = 0 (I.21)

が得られ、解くべき微分方程式 (I.21)が、ゲーゲンバウアー微分方程式 (E.52)の ν = l+1, n = k−l
の場合に帰着できる。
ゲーゲンバウアー微分方程式 (E.52)は ζ = ±1で確定特異点を持つ微分方程式であり、フロベ
ニウスの方法を用いて解くことができる。ζ = ±1で有限に留まる解が存在することを要求すると、
n = k− lが非負の整数であることがわかる。したがって、超球面調和関数 Zklmでは、kが非負の
整数に量子化され、各 kに対して量子数 lは

l = 0, 1, 2, · · · , k

の値のいずれかである。また、各 lについて、量子数mは

m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l

の 2l+1とおりの可能性があることになる。kをひとつ固定した場合、とりうる l, mの場合の数は

(k + 1)2 =

k∑
l=0

(2l + 1) (I.22)

であることがわかる。
超球面調和関数 Zklm(ω, θ, φ)の具体形は結局、n = k− lが非負の整数の場合の微分方程式 (I.19)

の解が付録 (E.3)で学んだゲーゲンバウアー多項式（超球多項式）C(ν=l+1)
n=k−l を使って

Gkl = Nkl(1− ζ2)l/2C
(ν=l+1)
n=k−1 (ζ) (I.23)

となることを用いて、

Zklm(ω, θ, φ) = Nkl(1− ζ2)ℓ/2 C
(ν=l+1)
n=k−l (ζ) Ylm(θ, φ), ζ = cosω (I.24)

である。ここでNkl は規格化の定数。
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最後に、Zklm の規格化∫ π

0

dω sin2 ω

∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφZ∗
klmZk′l′m′ = δkk′δll′δmm′ (I.25)

を考える。Ylm がすでに規格化されていることに注意し、ゲーゲンバウアー多項式 C
(ν)
n の直交性

の式 (E.53)を用いると、規格化定数 Nkl は

Nkl =
1

2ℓl!

[
2

π
(k + 1)

(k − l)!

(k + l + 1)!

]1/2
(I.26)

と求められる。

I.2 4次元空間角運動量の量子化（演算子法）
前節の超球面調和関数を用いた４次元角運動量の議論で、演算子 L̂2

(4)の固有値が ℏ2k(k+ 2) に
量子化（kは非負の整数）されることが導かれた。また、kをひとつの値に固定すると、独立な角
運動量の状態数（l, mの場合の数）が (k + 1)2であることもわかった（式 (I.22)）。この節では演
算子法を用いて、これらの結果を再現してみよう。
そのためには、４次元空間の６つの角運動量演算子 L̂ij を直接取り扱うのではなく、線形結合を
取り直して

Â1 ≡ 1

2

(
L̂yz + L̂wx

)
, Â2 ≡ 1

2

(
L̂zx + L̂wy

)
, Â3 ≡ 1

2

(
L̂xy + L̂wz

)
, (I.27)

B̂1 ≡ 1

2

(
L̂yz − L̂wx

)
, B̂2 ≡ 1

2

(
L̂zx − L̂wy

)
, B̂3 ≡ 1

2

(
L̂xy − L̂wz

)
(I.28)

で定義される演算子 Âiと B̂i （i = 1, 2, 3）を用いて考えるとよい。このようにすると、角運動量
演算子 Âi, B̂i の交換関係が

[Âi, B̂j ] = 0 (I.29)

となり、演算子 Âiと演算子 B̂iがそれぞれで閉じた交換関係を持つからである。さらに、Âiどう
しの交換関係と、B̂i どうしの交換関係が

[Â1, Â2] = iℏÂ3, [Â2, Â3] = iℏÂ1, [Â3, Â1] = iℏÂ2, (I.30)

[B̂1, B̂2] = iℏB̂3, [B̂2, B̂3] = iℏB̂1, [B̂3, B̂1] = iℏB̂2, (I.31)

となり、それぞれが３次元角運動量の交換関係 (7.32)と同型であることもわかる。したがって、角
運動量 Âi, B̂iの量子化には、本文 7.2節と 8.1節で説明した３次元角運動量の演算子法による量子
化の方法がそのまま適用できる。つまり、演算子 Â2 と B̂2 を

Â2 ≡
∑

i=1,2,3

Â2
i , B̂2 ≡

∑
i=1,2,3

B̂2
i (I.32)

と定義し、それらの固有値を

ℏ2ℓA(ℓA + 1), ℏ2ℓB(ℓB + 1), (I.33)
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とすると、ℓA, ℓB は、0, 1/2, 1, 3/2, 2, · · · に量子化される。また、Â3, B̂3 の固有値をmA, mB と
するとそれらの取りうる値は

mA = −ℓA,−ℓA + 1, · · · , ℓA − 1, ℓA, (I.34)

mB = −ℓB,−ℓB + 1, · · · , ℓB − 1, ℓB , (I.35)

であることがわかる。
定義に基いて Â2, B̂2 を具体的に計算すると

Â2 = B̂2 =
1

4
L̂2
(4) (I.36)

が得られることに注意しよう。したがって、L̂2
(4) の固有値を ℏ2k(k + 2)とすると

ℓA(ℓA + 1) = ℓB(ℓB + 1) =
1

4
k(k + 2) (I.37)

となり
ℓA = ℓB =

1

2
k (I.38)

が得られ、k = 2ℓA = 2ℓB が非負の整数に量子化されることが見て取れる。また、kを固定したと
きの独立な状態の数は

(2ℓA + 1)(2ℓB + 1) = (k + 1)2 (I.39)

と計算され、前節の結果とたしかに一致している。

J 球ベッセル関数と３次元井戸型ポテンシャル
J.1 ３次元自由粒子波動関数の球座標表示
３次元自由粒子

V = 0 (J.1)

の波動関数を球座標を用いて考察しよう。このときの動径方程式は[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
+

2µ

ℏ2
E

]
R(r) = 0 (J.2)

である。エネルギーを
E =

ℏ2

2µ
k2 (J.3)

とし、動径座標を無次元量
ρ ≡ kr (J.4)

に取り直して動径方程式を書き直すと[
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
+ 1

]
R = 0 (J.5)

が得られる。この節では、微分方程式 (J.5) の解について考察しよう。
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ここでは、ρ→ ∞ (r → ∞)の領域を考えよう。このとき主要項だけを残して動径方程式を考察
すると [

d2

dρ2
+ 1

]
R ≃ 0 (J.6)

となって、解
R ∼ e±iρ = e±ikr (J.7)

が得られることがわかる。58 つまり、十分遠方では、波動関数は平面波と同様の振動解としてふ
るまっている。このような球対称な自由粒子の解を球面波と呼ぶ。

J.2 球ベッセル関数
ここでは、３次元自由粒子の波動関数の球座標表示をもう少し精密に行おう。
まず、この微分方程式 (J.5)の解の ρ≪ 1の領域を級数展開で調べる。この微分方程式は、ρ = 0

で確定特異点を持つので

Rℓ(ρ) = ρs
∞∑
k=0

akρ
k (J.8)

と展開可能である。フロベニウスの方法での決定方程式を解くことで冪 s は求められ、その結果は

s = ℓ,−ℓ− 1 (J.9)

である。つまり、ρ = 0 (r = 0)近傍で、
Rℓ ∼ ρℓ, (J.10)

と
Rℓ ∼

1

ρℓ+1
(J.11)

の２種の解が存在している。式 (J.10)の解を原点で正則な解、式 (J.11)の解を正則でない解と呼
ぶ。平面波の場合と同様、自由粒子を取り扱う場合は、（系を適当な有限領域に限って定義しない
かぎり）波動関数の二乗可積分条件を課すことができないことに注意しておく。
動径波動関数 Rℓ のふるまいをより精密に決定するためには、級数展開 (J.8)での係数 ak の漸
化式を解けばよい。微分方程式 (J.5)は、ρ = 0の確定特異点を除いて ρの有限領域には特異点が
存在していない。このような場合の２階微分方程式の解は、合流型超幾何関数の理論を使って記
述できることが知られている。ただ、球面波の微分方程式 (J.5)の場合は、初等関数の知識だけを
使って解を得ることも可能である。この節では、超幾何関数や合流型超幾何関数の議論は省略し、
初等関数の知識だけを使った解の導出方法を紹介する。
そのために

Rℓ(ρ) = (−ρ)ℓχℓ(ρ) (J.12)

なる関数 χℓ を導入する。動径方程式 (J.5)を χℓ について書き直すと

Dℓχℓ = 0, Dℓ ≡
d2

dρ2
+

2(ℓ+ 1)

ρ

d

dρ
+ 1 (J.13)

が得られる。ρの任意の関数 f に対し、微分演算子Dℓ は

Dℓ
1

ρ

d

dρ
f =

1

ρ

d

dρ
Dℓ−1f (J.14)

58 もう少し近似の精度をあげると、実際は R ∼ e±ikr/r であることもわかる。1/r の項は確率流の保存に由来する。
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なる性質をもつことに注意。式 (J.14)をよく見ると、いったん Dℓ−1χℓ−1 = 0の解 χℓ−1が得られ
れば、Dℓχℓ = 0の解 χℓ が

χℓ =
1

ρ

d

dρ
χℓ−1 (J.15)

の形で自動的に求めることができる構造になっていることがわかる。
量子力学での対応物はないが、ℓ = −1のとき微分方程式はとても単純な形

D−1χ−1 = 0, D−1 =
d2

dρ2
+ 1 (J.16)

をしており、その解は
χ−1 = −C1 cos ρ− C2 sin ρ (J.17)

である。ここで C1 と C2 は任意定数。これを式 (J.15)を適用すれば、ℓ = 0のときの解 χ0 が

χ0 =
1

ρ

d

dρ
χ−1 =

C1

ρ
sin ρ− C2

ρ
cos ρ (J.18)

であることがわかる。さらに任意の整数 ℓ ≥ 0のときの解 χℓ が

χℓ =
1

ρ

d

dρ
χ−1 = C1

(
1

ρ

d

dρ

)ℓ(
sin ρ

ρ

)
− C2

(
1

ρ

d

dρ

)ℓ(
cos ρ

ρ

)
(J.19)

であることを示すことも容易である。
以上の結果をまとめると、微分方程式 (J.5)の解が

Rℓ = C
(ℓ)
j jℓ(ρ) + C(ℓ)

n nℓ(ρ) (J.20)

で与えられることがわかる。ここで、C(ℓ)
j , C

(ℓ)
n は定数であり、関数 jℓ(ρ)と nℓ(ρ)は

jℓ(ρ) = (−ρ)ℓ
(
1

ρ

d

dρ

)ℓ(
sin ρ

ρ

)
, (J.21)

nℓ(ρ) = −(−ρ)ℓ
(
1

ρ

d

dρ

)ℓ(
cos ρ

ρ

)
(J.22)

で定義されている。jℓ(ρ)は ρ = 0で正則であるが、jℓ(ρ)は ρ = 0で正則でないことに注意。球面
状に外向きに進行する球面波を表す解と内向きに進行する波を表す解は jℓと nℓの重ね合わせで記
述され、それぞれ

h
(1)
ℓ = jℓ(ρ) + inℓ(ρ), (J.23)

h
(2)
ℓ = jℓ(ρ)− inℓ(ρ), (J.24)

である。
関数 jℓ, nℓ, h

(1)
ℓ , h

(2)
ℓ を総称して球ベッセル関数と呼ぶ 59。関数 jℓ を（狭い意味の）球ベッセ

ル関数、nℓ を球ノイマン関数、h(1)ℓ , h
(2)
ℓ を球ハンケル関数と呼ぶ。

59 このように、球ベッセル関数は３次元量子力学の自由粒子の波動関数を球座標表示するときにあらわれる関数である。
同様に、３次元量子力学の自由粒子の波動関数の円筒座標表示にはベッセル関数（円筒関数）があらわれる。
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以下に、ℓ = 0, 1, 2, 3, 4の場合について、球ベッセル関数 jℓ(ρ) と球ノイマン関数 nℓ(ρ) の具体
形を示す。

j0(ρ) =
1

ρ
sin ρ,

n0(ρ) = −1

ρ
cos ρ,

j1(ρ) =
1

ρ2
sin ρ− 1

ρ
cos ρ,

n1(ρ) = − 1

ρ2
cos ρ− 1

ρ
sin ρ,

j2(ρ) =

(
3

ρ3
− 1

ρ

)
sin ρ− 3

ρ2
cos ρ,

n2(ρ) = −
(

3

ρ3
− 1

ρ

)
cos ρ− 3

ρ2
sin ρ,

j3(ρ) =

(
15

ρ4
− 6

ρ2

)
sin ρ−

(
15

ρ3
− 1

ρ

)
cos ρ,

n3(ρ) = −
(
15

ρ4
− 6

ρ2

)
cos ρ−

(
15

ρ3
− 1

ρ

)
sin ρ,

j4(ρ) =

(
105

ρ5
− 45

ρ3
+

1

ρ

)
sin ρ−

(
105

ρ4
− 10

ρ2

)
cos ρ,

n4(ρ) = −
(
105

ρ5
− 45

ρ3
+

1

ρ

)
cos ρ−

(
105

ρ4
− 10

ρ2

)
sin ρ.

球ハンケル関数 h(1), h(2) の具体形は、ρの代わりに ρ = iρ̃で定義される ρ̃で表すと見やすくなる。

h
(1)
0 (iρ̃) = −1

ρ̃
e−ρ̃,

h
(2)
0 (iρ̃) =

1

ρ̃
e+ρ̃,

h
(1)
1 (iρ̃) = i

(
1

ρ̃
+

1

ρ̃2

)
e−ρ̃,

h
(2)
1 (iρ̃) = i

(
1

ρ̃
− 1

ρ̃2

)
e+ρ̃,

h
(1)
2 (iρ̃) =

(
1

ρ̃
+

3

ρ̃2
+

3

ρ̃3

)
e−ρ̃,

h
(2)
2 (iρ̃) = −

(
1

ρ̃
− 3

ρ̃2
+

3

ρ̃3

)
e+ρ̃,

h
(1)
3 (iρ̃) = −i

(
1

ρ̃
+

6

ρ̃2
+

15

ρ̃3
+

15

ρ̃4

)
e−ρ̃,

h
(2)
3 (iρ̃) = −i

(
1

ρ̃
− 6

ρ̃2
+

15

ρ̃3
− 15

ρ̃4

)
e+ρ̃,

h
(1)
4 (iρ̃) = −

(
1

ρ̃
+

10

ρ̃2
+

45

ρ̃3
+

105

ρ̃4
+

105

ρ̃5

)
e−ρ̃,

h
(2)
4 (iρ̃) =

(
1

ρ̃
− 10

ρ̃2
+

45

ρ̃3
− 105

ρ̃4
+

105

ρ̃5

)
e+ρ̃.

ρ̃→ ∞の極限で、h(1)(iρ̃)はゼロになり、h(2)(iρ̃)は無限大になることに注意しておく。
最後に、球ベッセル関数の ρ ≪ 1と ρ ≫ ℓでの性質を（証明抜きで）まとめておく。証明は比
較的簡単なので、各自で確かめておくとよい。
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• ρ≪ 1での球ベッセル関数のふるまい

jℓ(ρ) ≃ +
ρℓ

(2ℓ+ 1)!!
, (J.25)

nℓ(ρ) ≃ − (2ℓ− 1)!!

ρℓ+1
. (J.26)

ここで n!!は自然数 nの二重階乗を意味し、nが奇数であれば 1から nまでのすべての奇数
の積を、nが偶数であれば 1から nまでのすべての偶数の積を表す。

1!! = 1, 2!! = 2, 3!! = 3 · 1, 4!! = 4 · 2, 5!! = 5 · 3 · 1, · · ·

• ρ≫ ℓでの球ベッセル関数のふるまい

jℓ(ρ) ≃ 1

ρ
sin

(
ρ− ℓπ

2

)
, (J.27)

nℓ(ρ) ≃ −1

ρ
cos

(
ρ− ℓπ

2

)
. (J.28)

つまり、原点で正則な解 Rℓ = jℓ(kr)は、r ≫ ℓ/kでは

Rℓ(r) ≃ − 1

2ikr

[
e−i(kr−ℓπ/2) − ei(kr−ℓπ/2)

]
と近似できる。この式の初項は原点に向かって落ち込んで行く球面波を、第２項は原点から
外向きに出て行く球面波を表している。原点で正則な解 Rℓ = jℓ(kr)において、この両者の
大きさは等しい。

ℓ = 0, 1, 2, 3, 4について、球ベッセル関数 jℓ(ρ)と球ノイマン関数 nℓ(ρ)の振る舞いを下図に示す。

ℓ = 0, 1, 2, 3, 4の場合の球ベッセル関数
jℓ(ρ)

ℓ = 0, 1, 2, 3, 4の場合の球ノイマン関数
nℓ(ρ)

付録 J.2で示されるように、微分方程式 (J.6)の一般解は、球ベッセル関数 jℓ(ρ)と球ノイマン
関数 nℓ(ρ)を用いて、

R(ρ) = Cjjℓ(ρ) + Cnnℓ(ρ) (J.29)

で与えられる。球ベッセル関数 jℓ(ρ)は ρ = 0で正則であり、球ノイマン関数 nℓ(ρ)は正則ではな
いことに注意。
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ℓ = 0 1 2 3 4 5 6 7 8

n = 1 3.14 4.49 5.76 6.99 8.18 9.36 10.51 11.66 12.79

2 6.28 7.73 9.10 10.42 11.70 12.97 14.21 15.43 16.64

3 9.42 10.90 12.32 13.70 15.04 16.35 17.65 18.92 20.18

4 12.57 14.07 15.51 16.92 18.30 19.65 20.98 22.30 23.59

5 15.71 17.22 18.69 20.12 21.53 22.90 24.27 25.60 26.93

6 18.85 20.37 21.85 23.30 24.73 26.13 27.51 28.87 30.22

表 2: 球ベッセル関数 jℓ(x)の n番目のゼロ点 xℓ,n の値

具体的な計算を行ううえで、球ベッセル関数 jℓ(x)のゼロ点 xℓ,nの値（jℓ(xℓ,n) = 0の解）が必
要になることがある。ゼロ点 xℓ,n の値を小数点以下の有効数字 2ケタで表 2にまとめておく。十
分に大きな nでは、球ベッセル関数の漸近形の式 (J.27)で期待されるように

xℓ,n =

(
n+

1

2
ℓ

)
π (J.30)

で xℓ,n が近似できることに注意すること。

J.3 球の内部に閉じ込められた粒子
半径 aの球の内部に閉じ込められた質量 µの粒子のエネルギー準位と波動関数を考えよう。そ
のために無限に深い球対称井戸型ポテンシャル

V (r) =

{
0 for r ≤ a

∞ for r > a
(J.31)

を導入し、このポテンシャルに束縛された質量 µの粒子の量子力学を考える。ここで rは球座標系
での動径座標である。考えている粒子のエネルギーを E とし、

k ≡
√

2µE

ℏ2
(J.32)

で kを定義すると、半径 aのこの球の内部では、前節で求めた自由粒子の球対称解をそのまま使え
ることがわかる。ただし前節とは違って、この節での状況設定では二乗可積分条件が使えること、
また、r = aでの波動関数がゼロにならねばならないことに注意する。

• 二乗可積分であること、原点でのシュレディンガー方程式を満たさねばならないことから、
動径波動関数の線形独立なふたつの解 jℓ と nℓ のうち、正則でないほうの解 nℓ を捨てるこ
とができる。したがって、動径波動関数が (規格化の定数 C を除いて)ほぼ完全に決定でき、
球ベッセル関数を使って

Rℓ = Cjℓ(kr) (J.33)

と表すことができる。規格化の定数を求めるには、

1 = |C|2
∫ a

0

drr2|jℓ(kr)|2 (J.34)

を計算すればよい。
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• r = aで波動関数がゼロになることから

jℓ(kr) = 0 (J.35)

が要求される。したがって kは、球ベッセル関数 jℓ の n番目のゼロ点 xℓ,n を使って、

k =
xℓ,n
a

(J.36)

と量子化される。エネルギーの量子化は

E =
ℏ2

2µ

(xℓ,n
a

)2
(J.37)

である。

軌道角運動量量子数 ℓについては spdfg · · · のアルファベット表記を採用し、動径方向の量子数
n(E の量子化の式 (J.37)で、n番目のゼロ点の場合)を用いて、1s, 2s, 2p, · · · のようにハミルト
ニアンの固有状態をラベルすることにする。
これらの状態をエネルギー固有値の低いの順番にリストすると

1s, 1p, 1d, 2s, 1f, 2p, 1g, 2d, 1h, · · ·

となる。水素原子のときに存在したようなアクシデンタルな縮退は存在しないことに注意するこ
と。また、この結果は、表 2から容易に読み取れるので各自確かめておくこと。

J.4 ３次元球対称井戸型ポテンシャル
この付録では、質量 µの粒子の３次元球対称井戸型ポテンシャル

V (x⃗) = V (r) =

{
−V0, for r < a,

0, for r > a,
r ≡

√
x2 + y2 + z2 (J.38)

への束縛状態を考える 60。ここで、a > 0は長さの次元をもつ定数（井戸の半径）であり、−V0 < 0

は井戸の深さを表す。
時間に依存しないシュレディンガー方程式

Eu =

[
− ℏ2

2µ
∆+ V (x⃗)

]
u (J.39)

を球座標を用いて書き直し、波動関数 uを

u = Rℓ(r)Yℓm(θ, φ) (J.40)

と変数分離することで、動径方程式[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
+

2µ

ℏ2
(E − V (r))

]
Rℓ(r) = 0 (J.41)

を得る。k > 0と κ > 0を
E + V0 =

ℏ2

2µ
k2, E = − ℏ2

2µ
κ2 (J.42)

60 ３次元球対称井戸型ポテンシャルが引き起こす粒子散乱の散乱断面積計算は、量子力学３で学ぶ。
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で定義する。動径方程式 (J.41)を解くことによって、動径関数Rℓ(r)が、球ベッセル関数を用いて

Rℓ(r) =

{
Aℓjℓ(kr) +Bℓnℓ(kr), for r < a,

Cℓh
(1)
ℓ (iκr) +Dℓh

(2)
ℓ (iκr), for r > a,

(J.43)

と表せることがわかる。ここで、jℓ, nℓ, h(1)ℓ , h
(2)
ℓ の定義は付録 J.2を参照のこと。また、Aℓ, Bℓ,

Cℓ, Dℓは定数である。r = 0で波動関数が正則であることと、 lim
r→∞

Rℓ(r) = 0より、Bℓ = Dℓ = 0

でなければならない。さらに、r = aにおける接続条件から、

Aℓjℓ(ka) = Cℓh
(1)
ℓ (iκa), Aℓkj

′
ℓ(ka) = Cℓiκh

(1)′
ℓ (iκa) (J.44)

が得られる。ここで、j′ℓ, h
(1)′
ℓ はそれぞれ球ベッセル関数の導関数である。式 (J.44)が非自明な解

をもつためには、

det

(
jℓ(ka) −h(1)ℓ (κa)

kjℓ(ka) −iκh(1)′ℓ (κa)

)
= 0 (J.45)

を満たされねばならない。
以下では、角運動量がゼロ（ℓ = 0）のときについて条件 (J.45)を少し詳しく調べてみよう。こ
のとき、条件 (J.45)から

κ = − k

tan ka
(J.46)

が得られる。これは１次元量子力学での井戸型ポテンシャルの奇パリティ解の存在条件式 (4.73)と
まったく同一の条件である。つまり、３次元量子力学の球対称井戸型ポテンシャルに対し、ℓ = 0

の束縛状態が存在するためには、ポテンシャルの深さ V0 は

V0a
2 >

π2ℏ2

8µ
(J.47)

の条件を満たさねばならない。同様に、ℓ = 1の束縛状態が存在するためには、ポテンシャルの深
さは

V0a
2 >

π2ℏ2

2µ
(J.48)

を満たさねばならないことがわかる。
１次元量子力学では、どんなにポテンシャルが浅くても、引力でありさえすれば束縛状態が存在
したことを思い起こそう。この性質は、実は、１次元の場合に特有のものであって２次元以上の量
子力学では成立しない性質である。２次元以上の場合は、ポテンシャルが非常に浅い場合は粒子を
束縛することが不可能になる。
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