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第1章 ニュートン力学

この章ではニュートンの運動法則に基づいた運動の記述を復習する。１個
の質点の１次元および２次元運動について考察する。運動の形態には、２
つのタイプしか存在しないことが示される。

1.1 ニュートンの運動法則

慣性の法則

すべての物体は、外力によってその状態を変えられない限り、その静止
の状態あるいは一直線上の一様な運動の状態をそのまま続ける。

作用・反作用の法則

質点１が質点２に力F12を及ぼしている時には、必ず同時に質点２は質
点１に力 F21 = −F12を及ぼす。

運動方程式（Equation of motion）

物体の運動の変化は、物体に働く力に比例し、その力が作用する直線上
に生じる。

• 質点の位置 r = (x, y, z)

• 速度 v = dr/dt

• 加速度 a = d2r/dt2

• 質点の質量 m

• 力 F

• 運動方程式
F = m

d2r
dt2

(1.1)

初期条件を与え、この微分方程式を解くことにより、物体の運動（物
体の位置の時間変化）が求まる。

力学の目的は、この運動方程式に基づいて物体の運動がどのように記述
されるか、説明することにある。
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1.2 質点の１次元運動

1.2.1 運動量保存則とエネルギー保存則

力の働かない１個の質点の運動方程式は、mv̇ = F = 0.したがって、こ
れを積分して、

mv = P (1.2)

が得られる。P は積分定数であり一定である。
力 F が作用している質量mの質点の一次元運動を表す運動方程式は

m
d2x

dt2
≡ mẍ = F (x) (1.3)

となる。このような運動方程式は時間について２階の微分方程式である。
このことは、初期条件として物体の位置と速度が与えられれば、それ以後
の物体の運動が決定するという自然の法則に対応している。運動方程式を
解いて、物体の位置と時間の関係を求めることが力学の重要な問題とい
える。
（1.3）式に ẋをかけて積分を一度行ってみよう。この時、ポテンシャ
ルエネルギーを、

U(x) = −
∫ x

x0

F (x)dx (1.4)

と定義すると、次のエネルギー保存則が導かれる。

1
2
mẋ2 + U(x) = E (1.5)

このようにして、運動方程式を一回積分することでエネルギー保存則が得
られる。このことは運動量保存則の場合も同様であった。
上式は変数分離によって次の積分の形に変形できる。

∫
dt =

∫
dx

[
2
m
{E − U(x)}

]− 1
2

(1.6)

これから、t = t(x)が得られ、これを逆に解いて x(t)が得られる。

1.2.2 運動の形態

ポテンシャルエネルギー U(x)の x依存性とエネルギー保存則から、こ
の質点の運動の形態として基本的に２つの種類があることがわかる。質
量は正の値であるから、エネルギー保存則から E − U(x) ≥ 0となる。
この条件を満たす領域には二つのタイプがある。一つは図 1-1 において
x1 ≤ x ≤ x2の領域の限られた振動的運動であり、もう一つは、x3 ≤ xの
領域の散乱的運動である。
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図 1.1: １次元運動の領域

1.2.3 保存力とポテンシャル

(1.5)式は１次元系の場合であった。３次元の場合にはもっと一般的に
考える必要がある。平面上で点ＡからＢまで質量mの質点が運動したと
きのエネルギー保存は

B∫

A

Fdr =
1
2
mv2

B −
1
2
mv2

A (1.7)

で与えられる。右辺は運動エネルギー変化、左辺は仕事量である。
ここで注意しなければならない点は、仕事量をきめる積分が、積分経路
のとり方に依存することである。１次元の場合には、経路は１つしかなく
この問題は現れなかった。積分

∫ B
A Fdrが積分経路によらず、

∫ B
A Fdr =

U(rA)−U(rB)のように位置の関数 U(r)のＡ、Ｂでの値の差として決ま
るとき、力 Fを保存力、U(r)をそのポテンシャルという。この場合には
エネルギー保存則は、

1
2
mv2

A + U(rA) =
1
2
mv2

B + U(rB) = constant (1.8)

となる。
保存力 Fとポテンシャル U(r)の関係を微分型であらわすと、

F = −∇U(r) (1.9)

であり、力 Fが保存力（２次元の場合）かどうかは

∂Fx

∂y
=

∂Fy

∂x
(1.10)

が成立するかどうかで判定する。
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1.2.4 バネの単振動：運動方程式の積分

質量mの質点のついたバネ定数 kのバネの単振動を考えよう。バネを
伸ばした時、バネの伸び xに比例する復元力が働く。したがって、運動方
程式は、

mẍ = −kx (1.11)

となる。この型の解法手順は次の通りである。
ω2 = k/mとおくと、

ẍ = −ω2x (1.12)

この方程式を満たす解（特殊解）を見つける。x = eλtとおいて、（1.12）
式を満たすようにλを決めると、特殊解は自然に２つ（２階の微分方
程式なので２つ特殊解が存在する）求まる。今の場合は、λ2 = −ω2

となるので λ = ±iω の２つ、したがって、特殊解は x = eiλt と
x = e−iλtの２つとなる。

また、cosωtと sinωtとが (1.12）式を満たすことはすぐにわかる。し
たがって、これらが特殊解となっていることがわかる。

得られた特殊解をAeiωt+Be−iωtのように１次結合させたものも、（1.12）
式を満たす。これを一般解という。この一般解が（1.12）式の微分
方程式の解である。

e±ωt = cosωt± i sinωtを用いると、x = Aeiωt + Be−iωtは

x = A(cos ωt + i sinωt) + B(cos ωt− i sinωt) (1.13)

= (A + B) cosωt + i(A−B) sin ωt

= A′ cosωt + B′ sinωt (1.14)

となる。したがって、cosωtと sinωtを特殊解としても同じことになる。
ただし、xが位置を表していれば実数であり、cosωtと sinωtも実数なの
で、A′と B′は実数でなければならない。したがって、一般には Aと B

は複素数となる。

AとB（または A′とB′）は未知の定数であり、これらは初期条件から
決定する。（1.13）式を次のように変形してもよい。

x = A′ cosωt + B′ sinωt

= C cos(ωt + δ) (1.15)

A′ = C cos δ、B′ = C sin δである。単振動の場合には、C は振幅、
δは位相である。
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1.3 質点の２次元運動

1.3.1 極座標表示

力、位置、速度、加速度などはベクトルである。したがって、それらを
指定するために座標系が必要である。座標系には直交 (デカルト）座標系、
極座標系、円筒座標系などがある。ここでは、２次元極座標について考え
る。x− y平面上での質量mの１個の質点の運動を考える。

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

図 1.2: ２次元極座標

a = (ẍ, ÿ) = F = (Fx, Fy) (1.16)

ここで座標を

x = r cosϕ (1.17)

y = r sinϕ

と変換し、極座標表示での速度ベクトルと加速度ベクトルを求める。（1.17）
式を時間で微分すると、

vx = ẋ = ṙ cosϕ− r sinϕϕ̇ (1.18)

vy = ẏ = ṙ sinϕ + r cosϕϕ̇

ax = ẍ = r̈ cosϕ− 2ṙϕ̇ sinϕ− r cosϕϕ̇2 − r sinϕϕ̈ (1.19)

ay = ÿ = r̈ sinϕ + 2ṙϕ̇ cosϕ− r sinϕϕ̇2 + r cosϕϕ̈

となる。
一般のベクトルB = (Bx, By)の rおよび ϕ成分BrとBϕは

Br = Bx cosϕ + By sinϕ (1.20)

Bϕ = −Bx sinϕ + By cosϕ
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の関係にあるので、これを用いると、極座標表示での速度ベクトル v =
(vr, vϕ)と加速度ベクトル a = (ar, aϕ)は各々

vr = ṙ (1.21)

vϕ = rϕ̇

および

ar = r̈ − rϕ̇2 (1.22)

aϕ = 2ṙϕ̇ + rϕ̈

となる。

1.3.2 角運動量保存則

角運動量Mの定義はM = r×pで与えられる。運動方程式 ṗ = mv̇ = F
にrをかけると、r×ṗ = r×Fとなり、また、d

dt(r×p) = ṙ×p+r×ṗ = r×ṗ
である。これら２式より

d

dt
(r× p) = r× F ≡ N (1.23)

となる。ここでNは回転力（トルク）である。したがって、１個の質点
に働く回転力がゼロであれば、角運動量は保存する、すなわち、

r× p ≡ M (1.24)

が一定である。
角運動量の時間微分がトルク、運動量の時間微分が力、という対応関係
に注目せよ。すなわち、回転運動の方程式、Ṁ = Nであり、直線運動の
方程式 ṗ = Fと対をなしている。

�

�

� �
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�

図 1.3: 左：力 FとトルクNとの関係。右：速度 υ と角運動量Mとの
関係。
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1.4 練習問題

問 1 座標表示での速度、加速度の表式（1.21）式、（1.22）式を確か
めよ。

問 2 重力加速度を gとして、質量mの質点の自由落下運動を求めよ。
初期条件は t = 0で高さゼロ、速度ゼロとする。

問 3 初速度 uで、地表とのなす角度が θとなる方向に質量mの質点を
放り投げた。その後の質点の運動を求めよ。重力加速度は gとする。

問 4 ばね定数K のばねの一端に質量mの質点が取り付けられ、他端
は固定されている。ばねの伸びを xとした時、質点の運動方程式は
どのようになるか。また、t = 0で x = x0となるようにばねを伸ば
して静かに離した後の質点の運動を決定せよ。ただし、重力は無視
することとする。

問 5 長さ `の糸の端に質量mの質点が取り付けられ、他端は固定され
ている。このおもりを振動させるときの運動方程式を求めよ。重力
加速度は gとする。振幅が十分小さいとして、この振動の周期、振
動数を求めよ。ここで、sin θ ∼ θの関係を用いよ。

�

�

�

�

�

�

図 1.4: 単振り子の運動

問 6 外力が働かない場合、２つの質点（質量はm1, m2）の衝突前後に
おいて運動量が保存することを示せ。

問 7 互いに力を及ぼしあう２つの質点の角運動量保存則を導け。

問 8 物体の自由落下を表す運動方程式mÿ = −mg、単振動の運動方程
式mẍ = −kxより各々の運動に対するエネルギー保存則を導け。

問 9 両端を固定して、長さ `の糸を強く引っ張る。糸の中点に質量m

の質点を取り付けて糸と直角の方向に少し引っ張って放す。このと
きのポテンシャルエネルギーを求め、質点の運動を求めよ。
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図 1.5: 糸の張力による振動

問 10 (1.6)式に重力ポテンシャル U(x) = −mgxを用いて、x(t)の表
式を求めよ。初期条件は t = 0で、x = 0, ẋ = 0とせよ。

問 11 平面上を運動する質点に働く力の成分が、質点の座標を (x, y)と
して、Fx = αxy, Fy = βy2で与えられる時、この力が保存力がどう
か調べよ。また、ｘ軸上の点 A = (a, 0)からｙ軸上の点B = (0, a)
まで、円周にそって質点が移動する場合と、弦に沿って移動する場
合の仕事量を比較せよ。
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図 1.6: 保存力と質点の運動経路

問 12 (1.7)式を証明せよ。
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図 1.7: 質点の径路とエネルギー

問 13 (1.9)式, (1.10)式を証明せよ。
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第2章 中心力と運動

以下では２次元空間での質点の運動を考察する．この結果は惑星の運動に
適用できる．後者は３次元空間での運動であるが，角運動量保存則がある
ため，運動は平面内に限られ，このため２次元空間での取り扱いで十分と
なる．

2.1 運動方程式

前章で述べたように、２次元運動の加速度を極座標表示すると

ar = r̈ − rϕ̇2 (2.1)

aϕ = 2ṙϕ̇ + rϕ̈ =
1
r

d

dt
(r2ϕ̇) (2.2)

となる。また、力 Fに対して (1.20)式が成立するので、

Fr = Fx cosϕ + Fy sinϕ (2.3)

Fϕ = −Fx sinϕ + Fy cosϕ (2.4)

更に、力 Fに対してポテンシャル U(x, y)を定義すると、F = −∇U で
あり

∂U

∂r
= −(Fx cosϕ + Fy sinϕ) = −Fr (2.5)

∂U

∂ϕ
= −r(−Fx sinϕ + Fy cosϕ) = −rFϕ (2.6)

が得られる。したがって、２次元の運動に対して、次の運動方程式が成立
することになる。

m(r̈ − rϕ̇2) = −∂U

∂r
= Fr (2.7)

m
d

dt
(r2ϕ̇) = −∂U

∂ϕ
= rFϕ (2.8)

ここで、Fϕ = −(∇U)ϕ = −(∂U/∂ϕ)/rを用いた。∇U に 1/rの因子が
つく理由は次の通りである。ϕ方向に質点の位置を δ`移動させたときの
ポテンシャル変化を δU とすると、そのときの傾きは、δU/δ` = δU/rδϕ
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となる。ポテンシャルが角度に依存しない場合には、Fϕ = 0であり、こ
のような力を中心力と呼ぶ。この場合には、

m
d

dt
(r2ϕ̇) = 0

となり、mr2ϕ̇ =一定が得られる。これは角運動量保存則に他ならない。

2.2 運動方程式の解と軌跡

中心力の場合には、運動方程式（2.7）、（2.8）式は１回積分できて、エ
ネルギー保存則と角運動量保存則を与える。すなわち、

E =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2) + U(r) (2.9)

Mz = mr2ϕ̇ (2.10)

が得られる。これら２つの式から、ϕ̇を消去すると、

E =
m

2
ṙ2 +

M2
z

2mr2
+ U(r) (2.11)

となる。これは、変数分離法によって次のように積分型に書き換えること
ができる。

t =
∫

dt =
∫

dr

[
2
m

(E − U(r))− M2
z

m2r2

]− 1
2

(2.12)

この積分を実行することにより、時間の関数としての r(t)が求まること
になる。角度 ϕの時間変化は、Mz = mr2ϕ̇より

∫
dϕ =

∫
Mz

mr2
dt =

∫
M2

z

mr2

[
2
m

(E − U(r))− M2
z

m2r2

]− 1
2

dr (2.13)

より、ϕ(r)が得られ、これと r(t)とを組み合わせ、ϕ(t)がもとまる。
このようにして、質点の運動の軌跡 r(t) = (r(t), ϕ(t))が決まることに

なる。ここで、いくつかの点に注意しておく必要がある。

• １次元の運動との類似性
U(r) + M2

z /2mr2 ≡ Ueff (r)とおくと、エネルギー保存則は、

E =
m

2
ṙ2 + Ueff (r) (2.14)

となり、１次元運動と類似していることがわかる。ただし、r ≥ 0
であることに注意すること。
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図 2.1: 運動領域を示す図

• 運動領域
１次元の場合の図と同様に、質点のエネルギーと有効ポテンシャル
Ueff (r)との兼ね合いで、散乱的な運動と、運動領域の限られた（有
界な）運動との２つに分けられる。どちらの場合でも、角運動量が保
存しているため ϕ̇ = Mz/mr2の符号は一定であることに注意せよ。

• ２次元有界運動
一般に軌跡が閉じるとは限らず、軌道は r1 ≤ r ≤ r2の領域を埋め
尽くす。しかし、万有引力 U(r) = −1/rと３次元振り子 U(r) ∝ r2

の場合には軌跡は閉じる。

2.3 惑星の運動

2.3.1 距離の逆数に比例する引力的中心力

前節で調べたように、ポテンシャルエネルギー U(r)のもとで運動する
質点の軌跡は、

∫
dϕ =

∫
Mz

mr2
dt =

∫
M2

z

mr2

[
2
m

(E − U(r))− M2
z

m2r2

]− 1
2

dr (2.15)

で与えれらる。距離の逆数に比例する中心力を考えることにしよう。重力
場での引力、クーロン場での引力、斥力がその例である。

U(r) = − b

r
(2.16)

引力の場合には、b > 0である。有効ポテンシャル Ueff は、

Ueff = − b

r
+

M2
z

2mr2
(2.17)
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図 2.2: 有効ポテンシャル

であり、E > 0の場合には、r′min < rに、E ≤ 0の場合には、rmin ≤ r ≤
rmaxに運動が制限される。運動の軌道は、（2.15）式より、

∫
dϕ = ϕ =

Mz√
2m

∫
dr

1

r2

√
E + b

r − M2
z

2mr2

(2.18)

で与えられる。ここで、u = 1/r, a = M2
z /2mとおくと、

ϕ = −√a

∫
du

1√
E + bu− au2

(2.19)

となる。この積分は（積分公式により）

ϕ = −√a

[
− 1√

a
arcsin

−2au + b√
b2 + 4aE

]
(2.20)

となる。ここで、a > 0であるから E + bu − au2 > 0であるためには、
E + bu− au2 = 0が実根を持つこと、すなわち、b2 − 4aE > 0でなけれ
ばならない。
（2.20）式は

sinϕ =
−2au + b√
b2 + 4aE

(2.21)

となるので、ϕ → ϕ−π/2, ε =
√

1 + 2M2
z E/mb2, λ = M2

z /mbとおくと、

r =
λ

1 + ε cosϕ
(2.22)

となる。これが質点の軌道を表す式である。
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図 2.3: 楕円軌道

楕円軌道

E < 0の場合には、0 < ε =
√

1 + 2EM2
z /mb2 < 1であるから、1−ε >

0となり、予想通り楕円軌道となる。この時、rは有界であり、その最小
値、最大値を rmin, rmaxとすると、これらは各々ϕ = 0, ϕ = πに対応する
ことが、（2.22）式よりわかる。すなわち、

λ

rmin
= 1 + ε (2.23)

λ

rmax
= 1− ε (2.24)

楕円軌道の長軸、短軸は、それぞれ、α = λ/(1 − ε2) = b/2|E|, β =
λ/
√

1− ε2 = Mz/
√

2m|E| と与えられる。長軸の長さは角運動量に依
存しないことがわかる。

• 面積速度

質点の楕円運動において、微小時間 δtの間に、微小扇形の面積が r2δϕ/2
だけ変化した時、その面積の時間変化

1
2
r2ϕ̇ ≡ ḟ (2.25)

を面積速度と呼ぶ。

• 楕円運動の周期とケプラーの第３法則

角運動量を面積速度を用いて表すと、Mz = 2mḟ.これを 1周期 T にわ
たって時間積分する。角運動量は定数なので、

∫ T

0
Mzdt = MzT = 2m

∫ T

0

df

dt
dt = 2m

∫ T

0
df (2.26)
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図 2.4: 双曲線運動（左）と放物線運動（右）

となるが、微小面積 df を１周期にわたって積分すると、楕円の面積 παβ

となるので、結局周期として、

T =
2mπαβ

Mz

= bπ

√
m

2|E|3 (2.27)

が得られる。これをケプラーの第３法則と言う。

双曲線運動

E > 0の場合には ε > 1であり、質点の運動は双曲線を描く。ϕ = 0で
中心力の原点からの距離が最短 rmin = λ/(1 + ε)となり、ϕ = π/2の時の
距離が r = λとなるような軌道を描く。

放物線運動

E = 0では ε = 1であるので、放物線運動となり、運動は rmin = λ/2
となるような図形を描く。全エネルギーはゼロであるので、r →∞では
ポテンシャルエネルギーも運動エネルギーもゼロである。したがって、無
限遠方では静止した状態からゆっくりと運動を始めることになる。

2.3.2 斥力的中心力の場合

b < 0の場合である。有効ポテンシャルは

Ueff =
|b|
r

+
M2

z

2mr2
(2.28)
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となり、常に正またはゼロである。この場合の軌跡は

r =
λ

−1 + ε cosϕ

となる。したがって、有界な運動は存在せず、双曲線運動（E > 0）、ま
たは放物線運動（E = 0）のどちらかとなる。

2.4 練習問題

問 1 中心力F = −∇U(r)の方向は rベクトルの方向と一致することを
示せ。

問 2 中心力場における質点の３次元空間での運動は２次元平面上の運
動を考えれば十分であることを示せ。

問 3 (2.7)式の意味が、mr̈＝力＋遠心力であること、また (2.8)式の
意味が、z方向の角運動量の時間変化＝回転力であることを示せ。

問 4 エネルギー保存則 (2.9), 角運動量保存則 (2.10)式を証明せよ。

問 5 軌道を表す式（2.22）は、� 1− ε2 > 0の場合には楕円軌道、�
1− ε2 < 0の場合には双曲線軌道、� 1− ε2 = 0の場合は放物線軌
道、となることを確かめよ。また斥力の場合の軌道は双曲線となる
ことを確かめよ。（放物線軌道は極限でのみ存在）

問 6 質量M、半径 aの密度の一様な球が、その中心から xの距離（x >

a）にある質量mの質点に及ぼすポテンシャルを求めよ。

問 7 質量mの質点が、大きさmf(r)の中心力を受けて運動する時、そ
の軌道は、

d2u

dϕ2
+ u = −f( 1

u)
h2u2

(2.29)

で定まることを示せ。ただし、ここで u = 1/rであり、hは面積速
度の２倍である。
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第3章 散乱問題

互いに力を及ぼしあう２つの粒子が無限遠方から近づき、方向を変えて再
び無限遠方に飛び去る現象、すなわち散乱の問題を取り扱う。この運動を
記述する際、原点の取り方に二通りある。一つは、２粒子の重心を原点と
するものであり、これを重心系と呼んでいる。この場合には、相対座標、
相対速度を用いて運動を記述する必要がある。もう一つは、外界、例えば
実験室の何処かに原点をとるものであり、実験室系と呼ばれる。この場合
には、２つの粒子の座標を用いる必要がある。以下では、簡単のために、
２つの粒子のどちらか一方の質量が他方の質量に比べて格段に大きいと
する。こうすると、質量の大きな粒子は静止していると考えてよい。した
がって、それを原点とする記述が可能となる。このようにすると、２粒子
間の相互作用による散乱を、固定点を中心とする中心力場内での１個の粒
子の散乱として取り扱うことができる。

� �
����

���
	

� �
����

���
	

図 3.1: 粒子の散乱の様子

3.1 散乱角

図 3.1のように、無限遠方から入射した粒子が、原点０にある散乱体の
影響を受け、方向を変えて無限遠方に飛び去るとする。入射エネルギーは
E > 0であり、軌道は双曲線となる。この場合の入射粒子の方向変化、角
度 χを求めるのが、ここでの問題である。散乱する前に入射粒子が無限
遠方にいる時の角度は、ϕ = 0であり、粒子が最短距離にいる時の角度を
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ϕ = ϕ0とすると、図 3.1より、

χ = |π − 2ϕ0| (3.1)

の関係があることがわかる。ϕ0は、粒子が r = rminと r = ∞に存在す
るときの間の角度であるから、第３章の結果より、

ϕ0 =
∫ ∞

rmin

Mz

r2

[
2m(E − U(r))− M2

z

r2

]− 1
2

dr (3.2)

と計算されることになる。
（3.2）式の中の定数、エネルギーEと角運動量Mz とを、入射粒子の
初期状態を制御できる量で表すことにしよう。エネルギーは入射粒子の初
速 v∞を用いて、E = mυ2∞/2と表すことができる。角運動量は、衝突パ
ラメーター ρを用いて、Mz = mρυ∞と書ける（図 3.1参照のこと）。こ
れらのパラメーターを用いると、（3.2）式は

ϕ0 =
∫ ∞

rmin

ρ
r2√

1− ρ2

r2 − 2U(r)
mυ2∞

dr (3.3)

となる。この式は、中心力ポテンシャルが既知の時、粒子を打ち込む速さ
と場所を決めれば、散乱角が決定できることを表している。実際には、入
射速度と入射位置を決め、散乱角を測定することから、ポテンシャルの情
報を得る実験解析として用いられる。

3.2 散乱断面積

ラザフォードが行ったような、原子による粒子線散乱の場合には、入射
粒子は微小であり、入射速度は制御できても、入射位置は制御不能であ
る。この場合には、空間的に一様な多くの粒子を入射させ、入射角度から
測ってどの方向にどれだけの数の粒子が散乱されたかを測定することにな
る。すなわち

図 3.2: 衝突パラメーターと散乱角の関係
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• 散乱実験：多くの同一粒子（いろいろな ρの値）を入射させる。ρ

が異なると散乱角が異なる。単位時間あたり、[χ, χ + dχ]の間の角
度に散乱される粒子数 dN を測定する。

• 微分散乱断面積：
dN は入射粒子数に比例するので、n =単位時間に入射粒子束の横
断面の単位面積を通過する粒子数、を定義し、これを用いて、dσ =
dN/nを導入する。これを微分散乱断面積と呼ぶ。dσ が面積の次
元をもつことは次のようにしてわかる。まず、χと ρとが一対一に
対応すると仮定する。（この仮定はもっとなものと考えられる。）
単位時間あたり χと χ + dχの間に散乱される粒子数 dN は、ρと
ρ + dρの間に単位時間あたりに入射する粒子数に等しい。したがっ
て、dN = 2πnρdρとなる。これから、

dN

n
= dσ = 2πρdρ (3.4)

が得られ、dσが確かに面積の次元（面積の微分型）を持つことがわ
かる。

• 中心力ポテンシャルと散乱断面積との関係：
（3.3）式から、ρと ϕ0の関係が決まり、したがって、ρと χとの関
係が決まる。散乱断面積と χとの関係は

dσ = 2πρ
dρ

dχ
dχ → 2πρ| dρ

dχ
|dχ (3.5)

とすればよい。ここで、dρ/dχは負となりうることも考慮した。実
験では、角度 χを変えながら散乱される粒子数を測定する。中心力
ポテンシャルが与えられていれば、上式の dχの係数が決まり、微
分散乱断面積が求まることになる。

• 立体角を用いた表示：
dχを用いるよりは、微小立体角 dΩ = 2π sinχdχを用いたほうが便
利なので、（3.5）式の替わりに、

dσ =
ρ(χ)
sinχ

|dρ(χ)
dχ

|dΩ (3.6)

を用いる。
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図 3.3: 微小表面積の表現

3.3 ラザフォードの散乱公式

これは、クーロン場による荷電粒子の散乱を取り扱うもので、中心力ポ
テンシャルはU(r) = α/rで与えられる。α適当な定数である。以下では、
計算手順と得られた結果のみを示すことにする。まず、

ϕ0 =
∫ ∞

rmin

ρ
r2√

1− ρ2

r2 − 2U(r)
mυ2∞

dr (3.7)

の積分を実行する必要がある。これには、rminが 1− ρ2

r2 − 2U(r)
mr2∞

= 0の解
であることに注意すると、

ϕ0 = arccos
α

mυ2∞ρ√
1 +

(
α

mυ2∞ρ

)2
(3.8)

が得られる。ϕ0 = (π − χ)/2に注意してこれを書き直す。

ρ2 =
α2

m2υ4∞
tan2 ϕ0 (3.9)

=
α2

m2υ4∞
cot2

χ

2
(3.10)

となるので、これから dρ/dχを計算すると、

dσ = π

(
α

mυ2∞

)2 1
sin4 χ

2

dΩ (3.11)

となる。これがラザフォードの散乱公式である。

3.4 練習問題

問 1 角運動量は、衝突パラメーター ρを用いて、Mz = mρv∞と書け
ることを確認し、式（3.3）を求めよ。
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問 2 半径 aの剛体球の微分散乱断面積、散乱断面積を求めよ。

問 3 式 (3.8), (3.10), (3.11)を導け。
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第4章 ラグランジェアンとラグラン
ジェ方程式

与えられた問題に対して、ニュートンの運動方程式を導くには、適当な座
標系をとり、加速度ベクトル、速度ベクトル、位置ベクトルさらには働く
力のベクトルを考慮せねばならない。ベクトル考慮して運動方程式を導く
ことは、しばしば複雑な問題となる。もっと簡単に運動方程式を導く方法
はないだろうか。この問に答えるのが、ラグランジェ法である。この手法
では、問題となっている系のエネルギーさえわかれば運動方程式を導くこ
とができる。エネルギーはスカラー量なので、複雑な問題の運動方程式も
簡単に書き下すことができる。以下ではその手法を説明する。

4.1 ラグランジェ方程式

ラグランジェ法では、運動エネルギー T と位置エネルギー U を用いて
ラグランジェアン L(x, ẋ)と呼ばれる関数をまず定義する。

L(x, ẋ) = T − U (4.1)

１次元での１個の質点（質量m）の問題では、運動エネルギーは

T =
1
2
mẋ2 (4.2)

である。位置エネルギー（ポテンシャルエネルギー）は xのみの関数U(x)
とする。ラグランジェ法での運動方程式は

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 (4.3)

で与えられる。この式をラグランジェ方程式という。以下 L(x, ẋ)を Lと
略記することにする。
このラグランジェ方程式から次のニュートン方程式が簡単に導かれる。

mẍ = −dU(x)
dx

= F (4.4)
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4.2 一般速度、一般座標、ラグランジェアンとラグラ

ンジェ方程式

ラグランジェ法をより一般的にするため、広い意味での座標（一般座
標）、および広い意味での速度（一般速度）、を導入してラグランジェア
ンを書き下すことにする。３次元空間でのN 個の質点の運動を考える場
合には、運動の自由度は 3N = f となる。したがって、一般座標、一般速
度の変数の数としては各々f 個存在する。この場合に運動エネルギー T と
ポテンシャルエネルギー U を一般座標 {q1...qf},と一般速度 {q̇1...q̇f}と
を用いて表すと、ラグランジェアン Lは次のように書ける。

L(q1...qn, q̇1...q̇n) = T (q1...qn, q̇1...q̇n)− U(q1...qn) (4.5)

ここで、運動エネルギーは位置と速度の関数、ポテンシャルエネルギーは
位置のみの関数とした。ラグランジェの運動方程式は

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 (i = 1, ...f) (4.6)

であり、一般に自由度 f だけの連立微分方程式である。
運動に束縛条件が存在する場合には、運動の自由度以上の変数を持ち込
んでも良い。この場合には、運動方程式の数は自由度の数よりも多くなる
が、束縛条件があるので、それらを考慮すると、自由度の数と運動方程式
の数は一致することになる。
一般座標は、例えば、直行座標では通常の、x, y, z であり、極座標では、

r, θ, ϕである。一般速度はこれらに対応して、ẋ, ẏ, ż または、ṙ, θ̇, ϕ̇であ
る。θ̇や ϕ̇などが速度ではないことに注意すること。例えば、回転速度は
rθ̇である。

• 簡単な例 1：１個の質点の２次元の運動

ラグランジェアン

L = T − U =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy (4.7)

ラグランジェ方程式

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 (4.8)

d

dt

(
∂L

∂ẏ

)
− ∂L

∂y
= 0 (4.9)
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これらから

mẍ = 0 (4.10)

mÿ + mg = 0 (4.11)

が得られる。

• 簡単な例 2：単振り子の振動

運動エネルギーとポテンシャルエネルギーとをを２次元極座標を用いて
表す。質点の座標と速度は次のように変形される。

x = ` cosϕ (4.12)

y = ` sinϕ

ẋ = −` sinϕϕ̇

ẏ = ` cosϕϕ̇ (4.13)

これらを用いると、

L = T − U =
1
2
m`2ϕ̇2 + mg` cosϕ−mg` (4.14)

ラグランジェ運動方程式は、

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 (4.15)

より、
m`2ϕ̈ + mg` sinϕ = 0 (4.16)

振幅が小さければ、sinϕ ' ϕであるから、

ϕ̈ + (g/`)ϕ = 0 (4.17)

となり、単振動の運動方程式が得られる。

4.3 ラグランジェ方程式の導出

ラグランジェ方程式から導いた運動方程式はニュートン方程式となるこ
とは具体的に確かめることができた。では、ニュートン方程式からラグラ
ンジェ方程式を導くにはどのようにすれば良いであろうか。１次元の１個
の質点の運動に対してこのことを調べてみよう。
ニュートン方程式は

mẍ = X (4.18)
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で与えられる。ここで、座標 xを qに変換すると、

x = ζ (q, t) = x (q, t) (4.19)

と書ける。座標が変換されていることを顕に示す場合には、ζ(q, t)を用い
るほうが良いが、以下では x = x(q, t)と表すことにする。
まず、

ẋ =
∂x

∂q
q̇ +

∂x

∂t
(4.20)

∂

∂q

(
∂x

∂t

)
=

∂

∂t

(
∂x

∂q

)
(4.21)

∂ẋ

∂q
=

∂

∂q

(
dx

dt

)
=

d

dt

(
∂x

∂q

)
(4.22)

∂ẋ

∂q̇
=

∂

∂q̇

(
∂x

∂q
q̇ +

∂x

∂t

)
=

∂x

∂q
(4.23)

の関係式が成り立つ。
これらを用いると次の関係式が成立する。

d

dt

∂

∂q̇

(
1
2
ẋ2

)
= ẍ

∂ẋ

∂q̇
+ ẋ

d

dt

(
∂ẋ

∂q̇

)
(4.24)

= ẍ
∂ẋ

∂q̇
+ ẋ

d

dt

(
∂x

∂q

)
(4.25)

= ẍ
∂ẋ

∂q̇
+ ẋ

∂ẋ

∂q
(4.26)

= ẍ
∂ẋ

∂q̇
+

∂

∂q

(
1
2
ẋ2

)
(4.27)

したがって、

ẍ
∂ẋ

∂q̇
=

d

dt

∂

∂q̇

(
1
2
ẋ2

)
− ∂

∂q

(
1
2
ẋ2

)
(4.28)

が成立し、全体に質量mをかけ、運動エネルギーが T = mẋ2/2であるこ
とに注意すると、

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= mẍ

∂ẋ

∂q̇
= X

∂ẋ

∂q̇
= X

∂x

∂q
(4.29)

が得られる。ここで、

Q ≡ X
∂x

∂q
(4.30)

とおく。Qは一般力と呼ばれるものである。
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力XがポテンシャルU で決まる場合、X = −∂U/∂xの関係があるので

Q = −∂U

∂x

∂x

∂q

= −∂U

∂q

となる。
ポテンシャル U が速度に依存しなければ、∂U/∂q̇ = 0なので、ラグラ
ンジェアンを L = T − U と定義して、

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 (4.31)

が得られる。

4.4 循環座標と保存則

ラグランジェアン L(q1, ...., qn, q̇1, ....q̇n)に座標 qi を含まない時この座
標 qiを循環座標という。この時、

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
=

d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 (4.32)

従って、

∂L

∂q̇i
= constant (4.33)

となり、これが保存する。

• ３次元空間内の自由粒子：運動量保存

T =
1
2
m

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
(4.34)

U = 0 (4.35)

したがって、
∂L

∂ẋ
= mẋ = cons tan t (4.36)

ラグランジェアンに (x, y, z)を含まない。これは座標を任意に変化させ
ても系が不変であることを意味する。すなわち、運動量保存は空間の並進
不変性の帰結である。

• 中心力場の中の１個の質点の運動：角運動量保存＝空間の回転不変性
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ラグランジェアンは

L =
m

2

{
ṙ2 +

(
rθ̇

)2
+ (rϕ̇ sin θ)2

}
− U (r) (4.37)

となり、その中に ϕを含まない。したがって、

∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ sin2 θ = Mz = cons tan t (4.38)

となり、角運動量が保存する。これは、系を z軸周りに回転させてもラグ
ランジェアンが変わらないということの帰結である。、

• ラグランジェアンに時間 tを顕に含まない場合＝エネルギー保存

∂L/∂t = 0であるので、

dL

dt
=

∑

i

∂L
∂q̇i

q̇i +
∑

i

∂L
∂q̇i

q̈i (4.39)

=
∑

i

{
d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
q̇i +

∂L
∂q̇i

q̈i

}

=
d

dt

{∑

i

∂L
∂q̇i

q̇i

}
(4.40)

したがって、
d

dt

{∑

i

∂L
∂q̇i

q̇i−L

}
= 0 (4.41)

これから、 ∑

i

∂L
∂q̇i

q̇i − L = const . (4.42)

ここで、

L =
∑

i

1
2
miq̇

2
i − U (q1 ∼ qn) = T − U (4.43)

を用いると、constant=T + U = Eであることがわかる。すなわち、エネ
ルギー保存則が得られたことになる。Lに時間を顕に含まない場合は、時
間をずらしても Lは変化せず、運動は不変となる。

4.5 練習問題

問 1 三次元ポテンシャル中の質量mの一個の質点の運動方程式をラグ
ランジェアンからもとめよ。
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問 2 中心力の働く三次元系における一個の質点のラグランジェアンを
極座標で表し、運動方程式をラグランジェ法により求めよ。

問 3 下図のような場合のラグランジェアンを求めよ。ただし、質点１
（質量m）は x軸上で可動、質点２（質量m′）は長さ `の糸でぶら
下がっており、かつ振動している。

�

��

�
�

�

��

�
�

図 4.1: 支点が可動な場合の振り子の振動

問 4 式（4.42）の中の定数がエネルギーとなることを確かめよ。

問 5 速度 v1で運動している質量mの粒子が、一定のポテンシャル U1

の半空間から、ポテンシャル U2一定の半空間に移行する。この時
の粒子の運動方向の変化を求めよ。

問 6 半径 r0の無限に長い円柱を考える。円柱内ではポテンシャルエネ
ルギーは一定値 U0であり、r > r0で無限大となるとする。この円
柱内で一個の質点の運動に対して、運動量および角運動量のどの成
分が保存されるか、ラグランジェアンを書き下すことにより調べよ。
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第5章 微小振動

振動の振幅が十分に小さくなるような振動を微小振動と呼ぶ。振幅が小さ
くなると、振動のほとんどのものは単振動（調和振動）となる。ここでは
一般の振動から単振動を導く手続きについて調べることにする。

5.1 １自由度の振動

図 5.1のような一次元ポテンシャルU(q)中の質点の運動を考える。ここ
で qは一般座標である。U(q)をその極値を与える q0のまわりでテ―ラー
展開する。dU/dq|q=q0 = 0であるので、

U (q) ' U (q0) +
dU

dq
q=q0

(q − q0) +
1
2

(
d2U

dq2

)

q=q0

(q − q0)
2 + · · · (5.1)

= U(q0) +
1
2
k(q − q0)2 + ... (5.2)

となる。ここで、

k ≡ 1
2

(
d2U

dq2

)

q=q0

(5.3)

とおいた。

� �� �

�� �

� �� �

�� �

図 5.1: ポテンシャルの形

運動エネルギーは一般には、座標を含んでもよい。したがって、

T =
1
2
a(q)q̇2 (5.4)
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と表される。振動が微小の場合には、速度 q̇2も小さい量となるので、(5.4)
式中の qを q0と置き換えてよい。したがって、ラグランジェアンは

L = T − U ≈ 1
2
a(q0)q̇2 − 1

2
k(q − q0)2 (5.5)

となる。これが、一次元単振動のラグランジェアンの一般形である。こ
こで、

x ≡ q − q0 (5.6)

とおくと、

L =
1
2
a (q0) ẋ2 − 1

2
kx2 (5.7)

となる。xがデカルト座標であれば、a(q0)は質量である。

• 例題

図 4.2のようなバネの先端に質量m のおもりがついて、直線上を微小
振動している。バネの長さが `のとき力 Fで引っ張られている。このと
きの振動数を求めよ。

�

�

�

�

�

�

図 5.2: 質点は破線にそって運動する。

解答

ラグランジェアン、運動エネルギーはそれぞれ、

L = T − U (x) (5.8)

T =
1
2
mẋ2 (5.9)

である。xは質点の水平方向位置を表す。ポテンシャル U をまず U(y)と
して表そう。バネの伸びの２乗の項までをポテンシャルとして取り入れる
ことにすると、

U (y) = U (y0) +
1
2
k (y − y0)

2 (5.10)
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である。y0はバネの自然長であるが、その値は未知である。また kはバ
ネ定数である。yを xを用いて表そう。xの２次まで残すことにすると、

U (y) = U (y0) +
1
2
k

(√
x2 + `2 − y0

)2
(5.11)

∼ U (y0) +
1
2
k

(
` +

x2

2`
− y0

)2

∼ U(y0) +
1
2
k(`− y0) +

1
2
k(`− y0)

x2

`

となる。y0と kは未知数である。わかっていることは、y = `の時、力が
F であることである。したがって、

F =
(
−∂U

∂y

)

y=`

= −k (`− y0) (5.12)

これを用いると、ポテンシャルが

U (y) ∼ 1
2
|F |
`

x2 + const. (5.13)

となるる。したがって、ラグランジェアンが

L =
1
2
mẋ2 − |F |

2l
x2 (5.14)

という単振動のかたちとなる。
運動方程式は、

mẍ +
|F |
l

x = 0 (5.15)

となるので、振動数は

ω =

√
|F |
ml

(5.16)

で与えられる。

5.2 多自由度の振動

通常、多くの物体は複雑な振動をする。このような振動の取り扱いは、
問題とする系を多くの振動子の集まりと考える。このようにすると、結果
として自由度の大きな系の振動を取り扱わねばならない。本章ではそのよ
うな取り扱いを学ぶ。ここでは、固有振動という新しい概念が登場する。
また数学的取り扱いには線形代数の知識が必要となる。
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5.2.1 多自由度系のラグランジェアン

n粒子系のラグランジェアンは、各々の粒子の質量をmiとして

L =
1
2

∑

i

mi

(
ẋ2

i + ẏ2
i + ż2

i

)− U (r1, r2 · · · rn) (5.17)

と一般に表される。このラグランジェアンを系の運動を記述するのに便利
な座標系に変換することにする。f は自由度の数 3nである。

xi = fi (q1, q2 · · · qf ) (5.18)

yi = gi (q1, q2 · · · qf ) (5.19)

zi = hi (q1, q2 · · · qf ) (5.20)

一般速度の関係は

ẋi =
∑

k

∂fi

∂qk
q̇k (5.21)

などとなるので、変換されたラグランジェアンは

L =
1
2

∑

kl

akl (q1 ∼ qf ) q̇kq̇l − U (q1 ∼ qf ) (5.22)

となる
次に、ポテンシャルU(q1 · · · qf )を平衡位置の周りでテイラー展開する。

U (q1 ∼ qf ) ∼= U (q10 ∼ qf0) +
∑

i

(
∂U

∂qi

)

qi=qi0

(qi ∼ qi0) (5.23)

+
1
2

∑

ij

(
∂2U

∂qi∂qi

)
qi=qi0
qj=qj0

(qi − qi0) (qj − qj0) + · · ·

' 1
2

∑

ij

kij (qi − qi0) (qj − qj0) (5.24)

ここで xi ≡ qi − qi0とおき、

akl (q1 ∼ qf ) ' akl (q10 ∼ qf0) ≡ mkl (5.25)

と定数と近似すると、最終的にラグランジェアンが

L =
1
2

∑

ij

mij ẋiẋj − 1
2

∑

ij

kijxixj (5.26)

となる。ここで mij = mji、および kij = kjiであることに注意しよう。
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5.2.2 運動方程式と固有（規準）振動

ラグランジェアンとラグランジェの運動方程式

L =
1
2

∑

ij

mij ẋiẋj − 1
2

∑

ij

kijxixj (5.27)

d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
−

(
∂L

∂xi

)
= 0 (5.28)

から運動方程式として、次の連立方程式が得られる。
∑

j

mij ẍj +
∑

j

kijxj = 0 (i = 1, f) (5.29)

f は自由度を表す。ここで、xj = Aj exp(iωt)と置く。Ajは未定の定数で
ある。

f∑

j=1

(−mijω
2 + kij)Aj = 0 (5.30)

が得られる。これは f 個の連立方程式であるが、未知数はA1からAf の
f 個と振動数 ωの合わせて f + 1個ある。このような連立方程式の解法は
線形代数でよく知られており、次のようになる。
まずこの式はA1 = A2 = ..... = Af = 0の解をもつが、これは意味が無

い。これ以外の解を持つ条件は次の式で与えられる。

det(−mijω
2 + kij) = 0 (5.31)

これは、ω2に関して f 次方程式であり、一般に f 個の解を持つ。これら
の ω`(> 0, ` = 1, f)を固有（規準）振動数という。
各解に対して、A1 から Af の比が求まる。それらを A

(`)
1 , A

(`)
2 · · · A(`)

f

としよう。運動方程式の一般解は次のように与えられる。
まず、xj = Aje

iωtと置いたことから、各 ω`に対して、

xj = A
(`)
j

{
c`e

iωet + c′`e
−iωt

}
(5.32)

= A
(`)
j ae cos (ωet + δl)

= A
(`)
j Ql (t) (5.33)

となる。これは ` = 1 · · · f のすべてに対して成り立つ。すなわちどの `に
対するA

(`)
j Ql (t)ももとの運動方程式をみたす。したがって、一般解は、

xj =
∑

`

A
(`)
j Q`(t) (5.34)

となる。ここで、Q`(t) = a` cos(ω`t + δ`)を固有（規準）振動という。
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• ω`はすべて実数である。これは次の式中の行列が対称行列であるこ
とから証明できる。




−m11ω
2 + k11 · · · −m1fω2 + k1f

· ·
· ·
−mf1ω

2 + kf1 · · · −mffω2 + kff







A1

·
·

Af


 = 0 (5.35)

5.2.3 A
(`)
j の直交関係と規格化

A
(`)
j を次のように考える。

ω`に対するベクトル：A(`) = (A(`)
1 , A

(`)
2 , ...A

(`)
f )

ωmに対するベクトル：A(m) = (A(m)
1 , A

(m)
2 , ...A

(m)
f )

するとベクトルに対する直交関係が ω` 6= ωmに対して∑

ij

mijA
(`)
j A

(m)
i = 0 (5.36)

となる。もし、mij = δij ·mであれば、通常の直交関係∑

i

A
(`)
i A

(m)
i = A(`) ·A(m) = 0 (5.37)

が得られる。

• 証明
まず、次の式が成り立つ。

∑

j

(−ω2
` mij + kij

)
A

(`)
j = 0 (5.38)

∑

j

(−ω2
mmij + kij

)
A

(m)
j = 0 (5.39)

第２式で iと jを入れ替え、mij = mjiと kij = kjiに注意すると、∑

i

(−ω2
mmij + kij

)
A

(m)
i = 0 (5.40)

となる。ここで、次の恒等的関係式の左辺を変形していく。
∑

i

(5.38)×A
(m)
i −

∑

j

(5.39)×A
(`)
j = 0 (5.41)

∑

ij

{(−ω2
l mij + kij

)− (−ω2
mmij + kij

)}
A

(`)
j A

(m)
i = 0 (5.42)

(
ω2

m − ω2
`

) ∑

ij

mijA
(`)
j A

(m)
i = 0 (5.43)
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したがって、ωm 6= ω`の時には、
∑

ij

mijA
(`)
j A

(m)
i = 0 (5.44)

となる。
A

(`)
j などの絶対値を決めるために次の条件、

∑

ij

mijA
(`)
j A

(`)
i = 1 (5.45)

を課する。これを規格化条件という。
直交関係と規格化条件を合わせて、一般に

∑

ij

mijA
(`)
j A

(m)
i = δ`m (5.46)

と記す。

5.3 例題

5.3.1 バネで連結された２つの質点

図 5.3のように二個の質点（質量はともにm）が三個の同じバネ（バネ
定数 k）で一直線につながれ、両端Ａ、Ｂでバネは固定されている。この
系の微小振動（Ａ－Ｂ方向の振動）を調べよ。すなわち、基準振動数を求
め、基準振動の様子を示せ。

� �

� �

� � �

� �

� �

� � �

図 5.3: バネで連結された２つの質点の振動

解答

一般座標として、おもりの変位 x1, x2をとる。ラグランジェアンは、

L = T − U (5.47)

T =
1
2
m

(
ẋ2

1 + ẋ2
2

)
(5.48)

U =
1
2
k

{
x2

1 + (x1 − x2)
2 + x2

2

}

=
1
2
k

(
2x2

1 − 2x1x2 + 2x2
2

)
(5.49)
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となる。ラグランジェ運動方程式

d

dt

(
∂L

∂ẋ1

)
−

(
∂L

∂x1

)
= 0 (5.50)

d

dt

(
∂L

∂ẋ2

)
−

(
∂L

∂x2

)
= 0 (5.51)

より

mẍ1 + k (2x1 − x2) = 0 (5.52)

mẍ2 + k (2x2 − x1) = 0 (5.53)

が得られる。
ここで、x1 = A1e

iωt, x2 = A2e
iωtと置くと、

{
−mω2A1 + k (2A1 −A2) = 0
−mω2A2 + k (2A2 −A1) = 0

(5.54)

の連立方程式がえられる。これは行列を用いて表すと、
[
−mω2 + 2k −k

−k −mω2 + 2k

][
A1

A2

]
= 0 (5.55)

のようになる。A1 = A2 = 0以外の解をもつためには、
∣∣∣∣∣
−mω2 + 2k −k

−k −mω2 + 2k

∣∣∣∣∣ = 0 (5.56)

が成り立たねばならない。したがって、これから
(−mω2 + 2k

)2 − k2 = 0 (5.57)

となり、振動数が

ω2 =
k

m
,

3k

m
(5.58)

として２つもとまる。これらを固有振動数と呼ぶ。ω2 は行列の固有値、
(A1, A2)は固有ベクトルに対応する。

ω2 = k
m ≡ ω2

1 に対応する固有ベクトルを、A(1) ≡
(
A

(1)
1 , A

(1)
2

)
、ω2 =

3k
m ≡ ω2

2 に対応する固有ベクトルを、A(2) ≡
(
A

(2)
1 , A

(2)
2

)
としよう。固

有値をもとの連立方程式に代入すると、
(−mω2

1 + 2k
)
A

(1)
1 − kA

(1)
2 = 0 (5.59)

より、A
(1)
1 −A

(1)
2 = 0が、

(−mω2
2 + 2k

)
A

(2)
1 − kA

(2)
2 = 0 (5.60)
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より、A
(2)
1 −A

(2)
2 = 0が得られる。したがって、これらを規格化すると、

A(1) =
(

1√
2

1√
2

)
(5.61)

A(2) =
(

1√
2

− 1√
2

)
(5.62)

が得られる。
変位 x1 (t) , x2 (t)の解としては、

x1 (t) = A
(1)
1 e±iω1t, A

(2)
1 e±iω2t (5.63)

x2 (t) = A
(1)
2 e±iω1t, A

(2)
2 e±iω2t (5.64)

があるので、一般解は次のように書ける。

x1 (t) = A
(1)
1

{
beiω1t + b′e−iω1t

}
+ A

(2)
1

{
ceiω2t + c′e−iω2t

}
(5.65)

= A
(1)
1 a1 cos (ω1t + δ1) + A

(2)
1 a2 cos (ω2t + δ2)

≡ A
(1)
1 Q(1) (t) + A

(2)
1 Q(2) (t)

=
1√
2

{
Q(1) (t) + Q(2) (t)

}
(5.66)

x2 (t) = A
(1)
2

{
beiω1t + b′e−iω1t

}
+ A

(2)
2

{
ceiω2t + c′e−iω2t

}
(5.67)

=
1√
2

{
Q(1) (t)−Q(2) (t)

}
(5.68)

ここで、Q` (t) = a` cos (ω`t + δ`)を固有（規準）振動と呼ぶ。

• これら、x1 (t) , x2 (t)は、Q` (t)の振幅 a`のとり方により、２つの
振動の重ねあわせとなる。今、a2 = 0,すなわち Q(2) (t) = 0とす
ると、x1 = x2 = Q1/

√
2となり、２つのおもりの変位の方向は同

じとなる。すなわち同じ位相で振動する。一方、a1 = 0とすると、
x1 = −x2 = Q2/

√
2となり２つのおもりは逆位相で振動する。

5.3.2 ２重振り子

下図右のような二重振り子が微小振動している。この時の基準振動数を
求め、基準振動の様子を示せ。二つの糸の長さも二つの重りの重さも同じ
とする。

解答
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図 5.4: ２重振り子

各質点の座標を次のように変換する。

x1 = ` cosϕ1

y1 = sinϕ1

x2 = x1 + ` cosϕ2

y2 = y1 + ` sinϕ2

運動エネルギーは、

T =
1
2
m(ẋ2

1 + ẏ2
1) +

1
2
m

(
ẋ2

2 + ẏ2
2

)

ポテンシャルエネルギーは

U = −mgx1 −mgx2

であり、これらを糸の長さと角度で表すと、

T =
1
2
m`2

[
2ϕ̇2

1 + ϕ̇2
2 + 2 cos (ϕ1 − ϕ2) ϕ̇1ϕ̇2

]

U = −2mg` cosϕ1 −mg` cosϕ2

となる。微小振動であるので、

cosϕ1(2) ∼ 1− 1
2
ϕ2

1(2)

cos (ϕ1 − ϕ2) ∼ 1

とし、ラグランジェアンの定数項を無視すると、

L =
1
2
m`2

(
2ϕ̇2

1 + ϕ̇2
2 + 2ϕ̇1ϕ̇2

)− 1
2
mg`

(
2ϕ2

1 + ϕ2
2

)

となる。運動方程式も求め、

ϕ1 = A1e
iωt

ϕ2 = A2e
iωt
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と置くと、 (
2m(g − `ω2) −m`ω2

−`ω2 g − `ω2

)(
A1

A2

)
= 0.

行列式=0より、規準振動数が２つ

ω2 =
(
2∓

√
2
) g

`

求まる。

• ω2 = ω2
1 =

(
2−√2

)
g/`の時、A

(1)
2 =

√
2A

(1)
1 であり、二つの振り

子は同位相で振れる。

• ω2 = ω2
2 =

(
2 +

√
2
)
g/`の時、A

(2)
2 =

√
2A

(2)
1 であり、二つの振り

子は逆位相で振れる。

図 5.5: ２重振り子の基準振動の様子

5.4 練習問題

問 1 次のポテンシャルのなかでの微小振動のようす（単振動の振動数）
を調べよ。

(1) U(q) =
A

B
e−Bq + Aq − A

B

(2) U(q) = −A2

q
+

B2

q2

問 2 一個のおもり（質量 m ）を二つの同じバネ（自然長 `0、バネ定数
k）で下図左のように保つ。この時、バネは長さ sだけ伸びたとす
る。このおもりを下に押してはなした時の微小振動の振動数を求め
よ。重力は働いていないとする。
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図 5.6: バネで繋がれた質点の鉛直方向の振動

問 3 連立運動方程式（5.29）式を確かめよ。

問 4 Q` (t)はその定義より Q̈` + ω2
` Q` = 0を満たすことを確かめよ。

また、例題において、

x1 =
1√
2
(Q1+Q2)

x2 =
1√
2
(Q1 −Q2)

と変換すると、ラグランジェアンおよびラグランジェ運動方程式か
ら導かれる運動方程式はどのようになるか。
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第6章 剛体の運動

この章では、剛体の運動をラグランジェアン形式で取り扱う。物体が大き
さのある系であるため、物体の回転を取り入れねばならない。その結果、
剛体の運動を記述するには、剛体の並進運動と回転運動とを考慮せねばな
らない。回転運動は、慣性モーメントを導入することで取り入れられる。
剛体の運動を理解するうえで注意しなけらばならないのは次の点である。
剛体の回転運動は、回転を記述する回転ベクトルで決まるが、これは保存
量ではない。保存するのは角運動量であり、角運動量ベクトルは、一般に
は回転ベクトルとは一致しない。この結果としてコマのような複雑な運動
が生じることになる。

6.1 剛体の定義と剛体の運動の特徴

剛体とはその字の通り硬い物質のことであるが、物理的には「相互間の
距離が不変であるような質点の集合」と定義する。剛体の内部運動は考え
ない。剛体は質量が連続的に分布している連続体であるが、以下の取り扱
いでは、剛体を多数の質点の集まりと考えることにする。このようにする
と、数学的取り扱いが見易くなる。全質量m0は

m0 =
∑

i

mi (6.1)

と表されることになる。
剛体に内部運動がないということは、これらの質点の相対的位置は不変
であることを意味する。したがって剛体の運動の自由度は、３次元空間で、
並進運動を表す３つの自由度と、回転運動を表す３つの自由度の合わせて
６つになる。並進運動は重心の運動を考えればよい。また回転運動は重心
まわりの回転を考えればよい。したがって運動方程式の数は基本的には６
つとなる。これらの運動方程式をラグランジェアンから導く必要がある。
ラグランジェアンは運動エネルギーと位置エネルギーの和として与えら
れた。後者は各質点の位置エネルギーの和とすればよい。前者は並進運動
のエネルギーと回転運動のエネルギーの和となる。並進運動のエネルギー
は質量に速度の２乗をかけたものであった。回転運動のエネルギーはどの
ように表されるであろうか。質量に相当するものとして慣性モーメント、
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速度に相当するものとして角速度が現れることが以下に述べることからわ
かるであろう。また、回転運動をしているわけであるから、角運動量も問
題となる。慣性モーメントは角運動量と角速度を関係づけるものとなって
いることもわかるであろう。慣性モーメントは剛体の形と質量とが回転運
動に関係することを示している。
なお、(6.1)式を連続体に適用すると、密度 ρ(r)を用いて、

m0 =
∫ ∫ ∫

ρ(r)dxdydz (6.2)

となる。

�
�

�

���� �
� 	


��

�
�

�

���� �
� 	


��

図 6.1: 剛体を特徴づける位置ベクトル

6.1.1 速度

固定された座標系での剛体の運動を考えよう。座標原点から、剛体内の
ある点Ｐの位置ベクトルを ξ、重心までの位置ベクトルをR、重心と点
Ｐとの間の位置ベクトルを rとしよう。そうすると、

ξ = R + r (6.3)

の関係がある。ここで、剛体が重心まわりで、角速度 Ωで回転している
としよう。（Ωや ξはベクトルであることに注意せよ。）このように剛体が
運動している場合、剛体内の点Ｐの位置の変化は、重心の移動＋重心ま
わりの回転によって決まることになる。無限小の移動を考えると、

δξ = δR + (δϕ×r) (6.4a)

となる。ここで、δϕは回転角度のベクトル表示である。これを一般的に
理解するためには、もう少し準備が必要である。ここでは、Z軸まわりの
回転を考えてみよう。回転ベクトル（角速度ベクトル）は Z 軸方向のベ
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クトルである。回転角度を表すベクトルも Z 軸方向を向いている。その
成分はX − Y 平面上の角度である。(9.4)式を時間で微分すると、

dξ

dt
=

dR
dt

+
(

dϕ

dt
×r

)
(6.5a)

となる。ここで点Ｐの速度と重心の速度をそれぞれ、

v =
dξ

dt
(6.6)

V =
dR
dt

(6.7)

と定義すると、角速度は

Ω =
dϕ

dt
(6.8)

であるから、点Ｐの速度ベクトルは

v = V + (Ω× r) (6.9)

のように重心の運動＋重心まわりの回転として表される。

6.1.2 角運動量

角運動量は
M =

∑

i

mi(ξi × vi) (6.10)

で与えられる。ここに (4.9)式から得られる、

vi = V + (Ω× ri) (6.11)

を代入すると、

M =
∑

i

mi {(R+ri)× (V+Ω× ri)}

=
∑

i

mi {ri × (Ω× ri)}+
∑

i

miR×V

+
∑

i

miR× (Ω× ri) +
∑

i

miri ×V (6.12)

となる。
ここで、 ∑

i

miri ≡ 0 (6.13)
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となることに注意しよう。これは、次のことから理解される。位置ベクト
ル riは剛体の重心から測った相対ベクトルである。つまり重心がその相
対座標系の原点である。また

∑
i

miri/m0は重心の位置である。したがっ

て上式が成立することになる。
このことより、(6.12)式の第４項はゼロとなる。また第３項も次のよう

にしてゼロとなる。

R×
(

Ω×
∑

i

miri

)
= 0 (6.14)

全質量の定義、m0 =
∑
i

miを用いると、

M = m0R×V +
∑

i

mi {ri × (Ω× ri)} (6.15)

が得られる。第１項は重心が固定座標系で回転運動することによる角運動
量である。第２項は、剛体が重心まわりに回転運動することによる角運動
量である。

6.1.3 慣性テンソルの導入

角運動量の成分をあらわに求めるために、(6.15)式を次のように少し変
形する。

M = m0R×V +
∑

i

mi {Ω(ri · ri)− ri (ri · Ω)}

= M0 +
∑

i

mi

{(
x2

i + y2
i + z2

i

)
Ω− (xiΩx + yiΩy + ziΩz) ri

}

(6.16)

ここで、M0は重心運動の角運動量である。各成分をあらわに書き下すと、


Mx

My

Mz


 =




M0x

M0y

M0z




+
∑

i

mi




y2
i + z2

i −yixi −zixi

−xiyi x2
i + z2

i −ziyi

−xizi −yizi x2
i + y2

i







Ωx

Ωy

Ωz


 (6.17)

となる。行列の部分が慣性テンソルと呼ばれるもので、



Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz


 =

∑

i

mi




y2
i + z2

i −yixi −zixi

−xiyi x2
i + z2

i −ziyi

−xizi −yizi x2
i + y2

i


 (6.18)
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で定義される。これを用いると、（6-17）式は

Mα = M0α +
∑

β

IαβΩβ (6.19)

または
M = M0 + I • Ω (6.20)

とコンパクトに表現される。なお、α、β は x, y, z を表す。なお、（6-18）
式は

Iαγ ≡
∑

i

mi





∑

β

r2
iβδαγ − riαriγ



 (6.21)

とも書き表される。ここで Iを慣性テンソルと呼ぶ。

• ベクトル演算

A× (B×C) = (A·C)B− (A·B)C

(A×B) · (C×D) = (A·C) (B·D)− (A·D) (B·C)

• 注意１ 角運動量と回転ベクトル Ωの方向は一致しない。

• 注意２ 角運動量は保存量であるが、回転ベクトルは時間変化する。

• 注意３ 慣性テンソル Iは剛体固有の量である。

6.1.4 運動エネルギー

運動エネルギーは

T =
∑

i

1
2
miv

2
i (6.22)

で定義される。これに速度の定義式、（6.11）式を代入し、変形すると、

T =
∑

i

1
2
mi {V+(Ω× ri)}2

=
1
2
m0V

2 +
1
2

∑

i

mi (Ω× ri)
2 (6.23)

となる。となる。第１項は重心の運動エネルギー、第２項は重心まわりの
回転エネルギーである。
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回転エネルギーは慣性テンソルを用いて表すことができる。それには第
２項を次のように変形する。

(Ω× r)2 = (Ω× r) · (Ω× r)

=
∑
αγ

ΩαΩγ





∑

β

r2
βδαγ − rαrγ



 (6.24)

したがって

T =
1
2
m0V

2 +
1
2

∑

i

mi

∑
αγ

ΩαΩγ





∑

β

r2
iβδαγ − riαriγ



 (6.25)

が得られる。慣性テンソルの定義 (4.6)式を用いると、

T =
1
2
m0V

2 +
1
2

∑
αγ

IαγΩαΩγ (6.26)

と表される。

6.2 慣性テンソルと慣性モーメント

慣性テンソル

Iαγ ≡
∑

i

mi





∑

β

r2
iβδαγ − riαriγ



 (6.27)

を連続体に一般化すると

Iαγ =
∫

ρ(r)





∑

β

r2
βδαγ − rαrγ



dr (6.28)

となる。具体的には、

Ixx =
∫

ρ (r)
(
y2 + z2

)
dxdydz (6.29)

Ixy = −
∫

ρ (r)xydxdydz (6.30)

などである。
慣性テンソルは対称行列であり、

Iαγ = Iγα (6.31)
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の関係が成立する。慣性テンソル行列のなかで、対角要素、Ixx, Iyy, Izzを
慣性モーメント、非対角要素を慣性乗積と呼んでいる。
対称性の良い場合には

I =




Ix 0 0
0 Iy 0
0 0 Iz


 (6.32)

Ix =
∫

ρ (r)
(
y2 + z2

)
dr (6.33)

Iy =
∫

ρ (r)
(
x2 + z2

)
dr (6.34)

Iz =
∫

ρ (r)
(
x2 + y2

)
dr (6.35)

であり、運動エネルギーは

T =
1
2

(
IxΩ2

x + IyΩ2
y + IzΩ2

z

)
(6.36)

となる。

6.2.1 重心と回転中心とが一致しない場合の慣性モーメント

剛体の重心と回転の中心とが一致しない場合の慣性モーメントはどのよ
うになるだろうか。この場合でも、慣性モーメントの定義にしたがってそ
れを計算すれば良いわけであるが、実はその場合の慣性モーメントと、重
心が回転中心になる場合の慣性モーメントとの間には簡単な関係があり、
後者を一度計算しておけば、前者は簡単に求まることになる。このことを
以下で見ていこう。
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図 6.2: 異なる座標系の間の位置ベクトルの関係

重心をO、回転中心をO′とし、重心からの位置ベクトルを r,そのまわ
りの慣性テンソルを Iとしよう。また回転中心からの位置ベクトルを r′,
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そのまわりの慣性テンソルを I′としよう。また、OとO′とはベクトル a
だけ離れているとする。すなわち、

r = r′ + a (6.37)

慣性テンソルの定義にしたがって、I′を書き下すと、

I ′αγ =
∑

i

mi





∑

β

r′iβ
2δαγ − r′iαr′iγ



 (6.38)

となる。ここで、r′に r− aを代入すると、

I ′αγ =
∑

i

mi





∑

β

(riβ − aβ)2 δαγ − (riα − aα) (riγ − aγ)





=
∑

i

mi





∑

β

r2
iβδαγ − riαriγ





+
∑

i

mi





∑

β

(−2riβaβ + a2
β

)
δαγ + riαaγ + riγaα − aαaγ



 (6.39)

となる。
上式は riが重心から測った位置ベクトルであることに注意すると簡単
になることがわかる。すなわち、

∑

i

miri = 0 (6.40)

であるから、ri = (xi, yi, zi)として、(riα = xi, yiまたは zi)
∑

i

mixi =
∑

i

miyi =
∑

i

mizi = 0 (6.41)

が成り立つ。これらに、aγ(ax, ayまたは az)を掛けても、ゼロであるから、
∑

i

miriαaγ = 0 (6.42)

が成り立つ。また、γ = αとしてαについて和を取ってもゼロであるから、
∑

i

∑
α

miriαaα =
∑

i

mi (ri·a) = 0 (6.43)

も成立する。したがって、

I ′αγ = Iαγ +
∑

i

mi





∑

β

a2
βδαγ − aαaγ



 (6.44)

となる。
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6.2.2 角運動量と回転ベクトルとの関係

重心と回転中心とが異なる場合、角運動量と回転ベクトルとの関係はど
のようになるだろうか。

M = M0 + I • Ω

である。ここで回転中心は固定されているとしよう。こうすると、M0は、
重心が回転中心まわりに回転することによる角運動量である。したがって、

M0 = m0a×V

= m0a× (Ω×a) (6.45)

となる。上式を成分に分解して書きなおすと、

m0a× (Ω×a) = m0




a2
y + a2

z −ayax −azax

−axay a2
z + a2

x −azay

−axaz −ayaz a2
x + a2

y







Ωx

Ωy

Ωz


 (6.46)

となる。a =
(

0 0 az

)
とすると、

m0a× (Ω×a) = m0




a2
z 0 0
0 a2

z 0
0 0 0







Ωx

Ωy

Ωz


 (6.47)

となるので、

Mx = IxΩx + m0a
2
zΩx =

(
Ix+m0a

2
z

)
Ωx (6.48)

My =
(
Iy+m0a

2
z

)
Ωy (6.49)

Mz = IzΩz (6.50)

が得られる。

6.2.3 運動エネルギーの具体的な表示

運動エネルギーは

T =
1
2
m0V

2 +
1
2

∑
αγ

IαγΩαΩγ (6.51)

と表された。これを具体的問題に当てはめてみよう。
まず、回転ベクトルの成分を定義せねばならない。図のように z軸まわ
りの回転を考えよう。回転ベクトルは z軸方向となり、その大きさは x−y
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図 6.3: z軸まわりの回転

平面上の角度 ϕの時間変化で与えられる。以下では、このように考えや
すい軸まわりの回転を取り扱うことにする。
簡単な例として、質量m,厚さ b,半径 Rの円盤が平面上をまさつなく
回転、移動している場合を考えよう。平面に垂直方向を z軸とし、重心の
速度を V , 回転角を ϕとすると、運動エネルギーは

T =
1
2
mV 2 +

1
2
IzΩ2

z (6.52)

V 2 = Ẋ2 + Ẏ 2 (6.53)

Ωz = ϕ̇ (6.54)

である。ここで (X,Y )は重心の位置座標である。したがって、

T =
1
2
m

(
Ẋ2 + Ẏ 2

)
+

1
2
Izϕ̇

2 (6.55)

となる。

6.3 練習問題

問 1 簡単な場合に対して、(6.4a)式、(6.5a)式を図示することにより、
(6.9)式を理解せよ。

問 2 (6.9)式を図示せよ。

問 3 式 (6.15)を確かめよ。

問 4 (6.23)式を確かめよ。

問 5 (6.24)式を確かめよ。
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問 6 次の一様な物体の重心まわりの主慣性モ－メントを求めよ。質量は
すべてmとする。

1) 長さ ` の細長い棒
2) 半径Rの球
3) 半径R、高さ hの円柱

問 7 対称性の良い楕円体に対して、図のように回転中心が重心の位置と
異なる場合の慣性モーメントを求めよ。重心が回転中心となってい
るときの慣性モーメントを Izz とする。
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図 6.4: 楕円体の慣性モーメント

問 8 質量m,半径 a,長さ `の円柱が平面を x方向に転がるときの運動エ
ネルギーを表せ。摩擦は無視する。平面に垂直方向を z軸とせよ。
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第7章 剛体のラグランジェアンと運
動方程式

本章では、剛体の運動を具体的に取り扱おう。

7.1 剛体のラグランジェアン

剛体のポテンシャルエネルギーは剛体内の位置 ξiでのポテンシャルエネ
ルギーの和である。これを U({ξi})と書くことにしよう。座標軸は図 4.1
のようにとってある。運動エネルギーは、重心の運動エネルギーと回転エ
ネルギーの和である。したがってラグランジェアンは

L =
1
2
m0V2 +

1
2

∑

αβ

IαβΩαΩβ − U({ξi}) (7.1)

と与えられる。

�
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図 7.1: 水平面上の円盤の回転運動

簡単な例として、質量m,厚さ b,半径Rの円盤が平面上をまさつなく回
転、移動している場合を考えよう（図 7.1）。 すなわち、平面に垂直方向
を z軸とし、重心の速度を V , 回転角を ϕとすると、運動エネルギーは

T =
1
2
mV 2 +

1
2
IzΩ2

z (7.2)

V 2 = Ẋ2 + Ẏ 2 (7.3)

Ωz = ϕ̇ (7.4)

と与えられる。ここで (X, Y )は重心の位置座標である。したがって、

T =
1
2
m

(
Ẋ2 + Ẏ 2

)
+

1
2
Izϕ̇

2 (7.5)
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となる。水平運動であるので、ポテンシャルエネルギーは考えなくてよ
い。したがってラグランジェアンは、

L = T − U =
1
2
m

(
Ẋ2 + Ẏ 2

)
+

1
2
Izϕ̇

2 (7.6)

となる。

7.2 運動方程式 － 簡単な例

前節の例において、Ẋ, Ẏ , ϕ̇を一般速度、X,Y, ϕを一般座標と考える
と、今までのやり方と同様に、運動方程式は

d

dt

(
∂L

∂Ẋ

)
− ∂L

∂X
= 0 (7.7)

d

dt

(
∂L

∂Ẏ

)
− ∂L

∂Y
= 0 (7.8)

と
d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 (7.9)

である。前二つは重心の運動方程式であり、後者は剛体の回転運動を表
す。これらの式はすでに何度も現れてきたものである。具体的に書き下す
と、それぞれ

mẌ = 0 (7.10)

mŸ = 0 (7.11)

Izϕ̈ = 0 (7.12)

となる。これらの式を比べると、Iz が回転運動における質量の役割を果
たしていることがわかるであろう。これらの微分方程式は簡単に積分でき
て、それぞれ速度一定の重心の運動と、回転速度一定の回転を与えること
になる。
この例では、角速度ベクトルの向きは、z方向であるので、ϕ̇ = Ωz で
ある。したがって、(7.9)式は、

d

dt

(
∂L

∂Ωz

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 (7.13)

と書くことができる。以上を一般化すると、運動方程式は、重心運動に対
しては、

d

dt

(
∂L

∂V

)
− ∂L

∂R
= 0, (7.14)
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回転運動に対しては、

d

dt

(
∂L

∂Ωα

)
− ∂L

∂ϕα
= 0 (7.15)

と与えられることが想像される。このことは、次講で考察しよう。

7.3 拘束条件のある場合の運動

前節の例は、重心運動と回転運動とが独立（無関係）であった。剛体の
運動においては、重心運動と回転運動とに関係がある場合が多い。例え
ば、図 7.2のように円柱が水平面上を滑らずに転がる場合である。
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図 7.2: 平面上の円柱の回転運動

このような場合には、運動に対する拘束条件が存在する。円柱が水平面
上を滑らずに転がる場合を考えよう。円柱の慣性主軸は y方向とし、円盤
は x方向に転がるとしよう。慣性モーメントは Iy である。重心の運動は
x方向であり、水平運動であるから、ラグランジェアンは、

T =
1
2
mẊ2 +

1
2
IyΩ2

y (7.16)

Ωy ≡ θ̇ (7.17)

L = T − U = T (7.18)

となる。したがって運動方程式は、

d

dt

(
∂L

∂Ẋ

)
− ∂L

∂X
= 0 (7.19)

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 (7.20)

の２つとなる。しかしながら、円盤はすべらずに転がるわけであるから、
回転と重心とが関係している。すなわち、円盤の半径を aとすると、

δX = aδθ (7.21)
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の関係がある。これを時間で微分すると、

Ẋ = aθ̇ (7.22)

となる。これが拘束条件である。この関係式から変数を消去することが
でき、運動方程式は実質上１つとなる。θ̇を消去すると、ラグランジェア
ンは、

L =
1
2
mẊ2 +

1
2
Iy

(
Ẋ

a

)2

=
1
2

(
m +

Iy

a2

)
Ẋ2 (7.23)

となる。したがって運動方程式は、

d

dt

(
∂L

∂Ẋ

)
− ∂L

∂X
=

(
m +

Iy

a2

)
Ẍ = 0 (7.24)

となる。

• ラグランジェの未定係数法

拘束条件付きの問題を解く場合の手法として、ラグランジェの未定係
数法というものがある。これを上記の問題に適用してみよう。拘束条件
δX = aδθを

X − aθ = 0 (7.25)

と書き直し、これに未定の定数 λを掛けて、ラグランジェアンに加える。
新しいラグランジェアンは

L′ =
1
2
mẊ2 +

1
2
Iy θ̇

2 + λ(X − aθ) (7.26)

となる。X と θについて運動方程式をたてると

mẌ − λ = 0 (7.27)

Iy θ̈ + aλ = 0 (7.28)

となる。これらから、λを消去すると、

mẌ +
Iy

a
θ̈ = 0 (7.29)

となる。これに、Ẍ = aθ̈を代入すると、上で求めた運動方程式と同じも
のが得られる。
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• ホロノーム系と非ホロノーム系
拘束条件には、ホロノーム系と非ホロノーム系の二つがある。前者は変
数 xと yとの間の拘束条件が、f(x, y) = 0のような形になるものである。
前例では、X − aθ = 0であった。後者はこのように表せないもので、こ
こでは詳しくは述べない。例えば、都築卓司著「なっとくする解析力学」、
ゴールドシュタイン「古典力学」などを参考されたい。
拘束条件は回転運動に限られるわけではない。つぎのような、斜面を摩
擦なしにすべるおりる物体の運動を考えてみよう。図 7.3のように座標を
とると、運動方程式は、

mẍ = N sinϕ (7.30)

mÿ = N cosϕ−mg (7.31)

これに、物体が斜面にそって運動するという条件、すなわち

y = −x tanϕ (7.32)

が付く。これらの式から運動が決まることになる。
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図 7.3: 斜面を滑り落ちる剛体

7.4 剛体の運動方程式：一般型

7.4.1 剛体のラグランジェアン

剛体のポテンシャルエネルギーは剛体内の位置 ξiでのポテンシャルエネ
ルギーの和である。これをU({ξi})と書くことにしよう。運動エネルギー
は重心の運動エネルギーと回転エネルギーの和である。したがってラグラ
ンジェアンは

L =
1
2
m0V2 +

1
2

∑

αβ

IαβΩαΩβ − U({ξi}) (7.33)

と与えられる。これから重心の運動である並進運動と、回転運動の運動方
程式が次のようにして求まる。
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7.4.2 並進運動

重心の位置がR → R + δRのように微小量変化したとしよう。剛体内
の各質点の相対位置は変化しないから（これが剛体の定義であった）、

ξi → ξi + δR (7.34)

が成り立つ。この時ポテンシャルエネルギー U({ξi})の変化は δξi = δR
であるから、

δU =
∑

i

∂U

∂ξi
δξi = δR

∑

i

(−fi) = −δR · F (7.35)

となる。ここで、力を

f i= −∂U

∂ξi
(7.36)

F =
∑

i

f i (7.37)

と定義した。したがって、

F = −∂U

∂R
(7.38)

が得られる。これは、質点と同様の関係が剛体でも成立することを示して
いる。ただし、ここでの力は重心に働く全体の力と解釈される。
他方、

∂L

∂V
= m0V ≡ P (7.39)

∂L

∂R
= −∂U

∂R
= F (7.40)

と、ニュートンの方程式
Ṗ = F (7.41)

より
d

dt

(
∂L

∂V

)
− ∂L

∂R
= 0 (7.42)

が得られる。３次元空間での運動の場合には、x, y, z方向について合わせ
て３つの運動方程式があることになる。これがラグランジェ形式での重心
の運動方程式である。これは質点の運動方程式とまったく同じである。重
心の運動は、剛体の質量が重心に集中しているとして考えれば良いことを
示している。
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7.4.3 回転運動

回転運動を与えるラグランジェの運動方程式は、次のように与えられる。

d

dt

(
∂L

∂Ωα

)
− ∂L

∂ϕα
= 0 (7.43)

α = x, y, z成分であり、この場合も基本的には３つの運動方程式が存在す
る。この運動方程式は、ニュートン力学の形式では、角運動量の時間微分
が回転力（トルク）に等しいという関係

Ṁ = K (7.44)

と同等である。以下でこのことを見てみよう。

• Ṁ = Kについて

ここでは重心周りの回転のみについて考える。すなわち、V = 0. こ
の場合には角運動量は、

Ṁ =
∑

i

(ξi × pi) (7.45)

である。ξi = R + ri, ξ̇i = V + vi = vi = Ω× riであるから、

Ṁ =
∑

i

(
ξ̇i × pi

)
+

∑

i

(ξi × ṗi)

=
∑

i

(vi × pi) +
∑

i

(ξi × ṗi) (7.46)

=
∑

i

ξi×fi

= K (7.47)

となる。

• ラグランジェ方程式について

剛体が重心周りに微小角 δϕだけ回転したときのポテンシャルエネルギー
の変化は、δξi = δri = δ~ϕ× riに注意して、

δU =
∑

i

∂U

∂ξi
δξi

= −
∑

i

f iδri

= −δ~ϕ
∑

i

(ri × fi)

= −δ~ϕ ·K (7.48)
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と与えられる。ここで、δϕや δξiはベクトルであることに注意されたい。
また重心周りの回転であるので、δξi = δriが成立している。図を描いて
確認されたい。以上より、

∂L

∂~ϕ
= −∂U

∂~ϕ
= K (7.49)

が得られる。
他方、ラグランジェアンを Ωαで微分すると、

∂L

∂Ωα
=

∑

β

IαβΩβ = Mα (7.50)

のように、角運動量成分が得られる。これらから、

d

dt

(
∂L

∂Ωα

)
− ∂L

∂ϕα
= Ṁα −Kα = 0 (7.51)

の運動方程式が得られる。

7.5 例題

7.5.1 物理振り子

図 7.4のように慣性主軸が x, y, z軸であり、かつ z軸周りで対称な剛体
を考える。z軸上に、重心から `だけ離れた箇所に回転軸があり、x軸ま
わりに回転できるとする。この剛体が振動的に運動するときの振動数を求
めよ

�

�

�

�

図 7.4: 物理振り子

解答
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重心の速度を V ,角速度ベクトルを Ωとすると、ラグランジェアンは、

L = T − U (7.52)

T =
1
2
mV 2 +

1
2

(
IxΩ2

x + IyΩ2
y + IzΩ2

z

)
(7.53)

U = mg` (1− cosϕ) ∼ 1
2
mg`ϕ2 (7.54)

となる。ここでmは剛体の質量、Ix, Iy, Izは重心周りの慣性モーメント、
ϕは振れの角度である。

z軸周りで対称であるから、Ix = Iy, x軸まわりに回転するので、Ωy =
Ωz = 0である。また Ωx = ϕ̇である。さらに拘束条件から、

V = `ϕ̇ (7.55)

の関係がある。したがって、

L =
1
2
m`2ϕ̇2 +

1
2
Ixϕ̇2 − 1

2
mg`ϕ2

=
1
2

(
m`2 + Ix

)
ϕ̇2 − 1

2
mg`ϕ2 (7.56)

が得られる。
ラグランジェの運動方程式、

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 (7.57)

より (
m`2 + Ix

)
ϕ̈ + mg`ϕ = 0 (7.58)

の運動方程式が得られる。これは、振動数が

ω2 =
mg`

m`2 + Ix
(7.59)

の単振動であることを示している。
なお、回転軸周りの慣性モーメントをはじめから用いると、直接m`2 + Ix

の因子が現れる。

7.5.2 斜面を転がる円柱

斜面を滑らずに転がり落ちる円柱を考える。この円柱の転がり落ちる速
さを求めよ。回転軸まわりの円柱の慣性モーメントを I、質量をm、円柱
の半径を rとする。回転軸周りの角速度ベクトルを Ωとする。斜面方向
に位置 xを定義する。また斜面の傾きを ϕとする。
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�

�

�

�

�

�

図 7.5: 斜面を転がり落ちる円柱

解答

Ω = θ̇であるから運動エネルギーとポテンシャルエネルギーはそれぞれ、

T =
1
2
mẋ2 +

1
2
Iθ̇2 (7.60)

U = −mgx sinϕ (7.61)

となる。拘束条件は、
rdθ = dx (7.62)

であるから、
rθ̇ = ẋ (7.63)

となる。したがって、ラグランジェアンは

L =
1
2
mẋ2 +

1
2
I
ẋ2

r2
+ mgx sinϕ (7.64)

となり、ラグランジェ運動方程式

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 (7.65)

より (
m +

I

r2

)
ẍ−mg sinϕ = 0 (7.66)

が得られる。慣性モーメントとして、

I =
1
2
mr2 (7.67)

を用いると、

ẍ =
2
3
g sinϕ (7.68)

となり、重力加速度が一定値小さくなることがわかる。
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7.6 練習問題

問 1 斜面を転がる円柱に対する問題をラグランジェの未定係数法を用
いて解け。

問 2 剛体に働くすべての力の和 F = 0の場合には、回転力は座標原点
の取り方に依存しないことを示せ。この場合、力 Fを偶力と呼ぶ。

問 3 半径 a、長さ 2L、 質量 m の細長い円柱でできている物理振り子
がある。振り子の回転軸は円柱の中心軸を通り、円柱の上端から b

の距離にあるとする。この物理振り子に対するラグランジェアンを
書き下し、振り子が微小振動している時の振動数を求めよ。また、
回転軸まわりの慣性モ－メントを求めよ。

�

���

�

�

���

�

円柱でできた物理振り子

問 4 空洞になっている固定された円柱（内側の半径R）の内側に沿って
滑らずに転がる半径 a の一様な円柱の微小振動を調べよ。ヒント：
拘束条件は、Rδϕ = a (δθ + δϕ)である。

�

�

�

�

図 7.6: 空洞の円柱内を振動する小円柱の運動
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第8章 オイラー角とコマの運動

今までは、ラグランジェアンとラグランジェ方程式は慣性テンソルと角速
度ベクトルを用いて一般的に書いてきたが、そもそも角速度ベクトルに対
応する角度そのものをどうあらわすかについては、考えてこなかった。い
くつかの例で示したとおり、対称性のよい場合は直感的に角度のとり方を
指定できた。以下では一般的な角度の指定方法について述べる。このよう
な角度を用いると、コマの運動が比較的簡単に記述できることがわかる。

8.1 オイラー角

通常問題とする剛体では、ほとんどの場合対称性の良いものを考える。
その剛体は固定座標系で指定された空間内で回転運動をしている。今、剛
体に固定された座標軸（運動座標系）を考え、それらの軸は剛体の対称性の
良い方向に取られているとしよう。以下では、固定座標系の軸を (X, Y, Z),
運動座標系の軸を (x, y, z)とする。剛体の回転運動エネルギーは、対称性
の良い方向に座標軸が取られているので

T =
1
2

(
IxΩ2

x + IyΩ2
y + IzΩ2

z

)
(8.1)

となる。ここで、角速度ベクトルを角度の時間微分としてどのように表せ
ば良いかが問題である。そこでオイラー角を導入する。その定義は図 8.
１で示されているが、固定座標系から運動座標系に次のようにして移行す
ると考えると理解しやすい。

1. Z 軸周りに図の円盤を角度 ϕだけ回転させる。

2. ON軸（交線という）まわりに Z 軸を角度 θだけ回転させる。

3. その Z 軸を運動座標系の z軸とする。

4. z軸まわりに角度 ψ回転させ、運動座標系の x軸を定義する。y軸
は自動的に決まる。

このように角度 (θ, ϕ, ψ)を定義し、その時間時間微分 (θ̇, ϕ̇, ψ̇)を取る。
各々の角度の時間変化に対するベクトル ~θ, ~ϕ, ~ψから角速度ベクトル ~Ω =
~̇
θ + ~̇ϕ + ~̇

ψが決まる。ベクトル ~θ, ~ϕ, ~ψの x, y, z成分は
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図 8.1: オイラー角





θ̇x = θ̇ cosψ

θ̇y = −θ̇ sinψ

θ̇z = 0





ϕ̇x = ϕ̇ sin θ sinψ

ϕ̇y = ϕ̇ sin θ cosψ

ϕ̇z = ϕ̇ cos θ





ψ̇x = 0
ψ̇y = 0
ψ̇z = ψ̇

(8.2)

となることが図 8.1からわかる。したがって




Ωx = ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

Ωy = ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

Ωz = ϕ̇ cos θ + ψ̇

(8.3)

が得られる。

8.2 下端が固定された対称コマ

図 8.2のような対称コマの重力のものでの運動を考えよう。
このコマに対しては、

• 対称コマ：Ix = Iy 6= Iz

• 重心座標：(X, Y, Z)

• 運動エネルギー：T = 1
2m(Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2)+ 1

2

(
IxΩ2

x + IyΩ2
y + IzΩ2

z

)

• ポテンシャルエネルギー：U = mg` cos θ

• ラグランアジェアン：L = T − U

である。角度を図 8.1のように定義する（オイラー角）と、
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図 8.2: 下端の固定されたコマの回転





X = ` sin θ sinϕ

Y = −` sin θ cosϕ

Z = ` cos θ

(8.4)

Ż = −` sin θθ̇

Ẏ = −
(
`θ̇ cos θ cosϕ− `ϕ̇ sin θ sinϕ

)

Ẋ = `θ̇ cos θ sinϕ + `ϕ̇ sin θ cosϕ

となるので、ラグランジェアンは

L =
1
2

(
Ix + m`2

) (
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+

1
2
Iz

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)2
−mg` cos θ

(8.5)
でなる。ここで、Ixは重心まわりの慣性モーメント、Ix + m`2 = I ′xは固
定点（原点)まわりの慣性モーメントであることに注意しよう。

8.2.1 角運動量保存則

このラグランジェアンから保存則が存在することがすぐにわかる。すな
わち、ϕ,ψは循環座標であるので保存則が二つ存在する。それらは、Z軸
まわりと z軸まわり角運動保存則である。

d

dt

(
∂L

∂ψ̇

)
=

d

dt

[
Iz

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)]
= 0 (8.6)

d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
=

d

dt

[(
I ′x sin2 θ + Iz cos2 θ

)
ϕ̇ + Izψ̇ cos θ

]
= 0 (8.7)
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から、Mz とMZ を定数として、

Iz

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)
= Mz (8.8)

(
I ′x sin2 θ + Iz cos2 θ

)
ϕ̇ + Izψ̇ cos θ = MZ (8.9)

となる。
Mz とMZ は各々、z軸まわりの角運動量、Z軸まわりの角運動量であ

ることは次のようにしてわかる。

• 角運動量と角速度ベクトルの関係は、Mα =
∑
β

IαβΩβである。した

がって、

Mz = IzzΩz

= Iz

(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)
(8.10)

• MZ は (Mx,My, Mz)と次のような関係にある。MZ = Mx × (xと
Zの方向余弦）+ My × (yと Zの方向余弦）+ Mz × (zと Zの方向
余弦）.xとZの方向余弦は、~̇ϕの x成分 /|ϕ̇| = sin θ sinψ, yとZの
方向余弦は ~̇ϕの y成分/|ϕ̇| = sin θ cosψ, zと Z の方向余弦 = cos θ

と

Mx = I ′xΩx = I ′x
(
ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

)
(8.11)

My = I ′yΩy = I ′y
(
ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

)
(8.12)

Mz = IzΩz = Iz

(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)
(8.13)

より

MZ = Mz cos θ + I ′y
(
ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

)
sin θ cosψ

+ I ′x
(
ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

)
sin θ sinψ

= Mz cos θ + I ′xϕ̇ sin2 θ (8.14)

ここで、I ′y = I ′xを用いた。

8.2.2 エネルギー保存則と運動の形態

エネルギー保存則 T + U = E（定数）も成立する。ここで、

E = T + U =
1
2
I ′x

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+

1
2
Iz

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)2
+ mg` cos θ

(8.15)
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である。

ϕ̇ =
MZ −Mz cos θ

I ′x sin2 θ
(8.16)

ψ̇ + ϕ̇ cos θ =
Mz

Iz
(8.17)

の関係を用いると、

E =
1
2
I ′xθ̇2 +

1
2

(MZ −Mz cos θ)2

I ′x sin2 θ
+

1
2

Mz

Iz

2

+ mg`cos θ

=
1
2
I ′xθ̇2 + mg` +

1
2

Mz

Iz

2

+
1
2

(MZ −Mz cos θ)2

I ′x sin2 θ
−mg` (1− cos θ)

(8.18)

有効ポテンシャルを

Ũ(θ) =
(MZ −Mz cos θ)2

2I ′x sin2 θ
−mg`(1− cos θ) (8.19)

と定義すると、

1
2
I ′xθ̇2 + Ũ(θ) = E − M2

z

2Iz
−mg` ≡ E′ (8.20)

が得られる。I ′x = Ix + m`2は原点周りの慣性モーメントである。この式
をみると、変数が θのみとなったことがわかる。θに関する運動方程式の
解は

θ̇ = ±
√

2
I ′x

√
E′ − Ũ(θ) (8.21)

を解けばよい。これは楕円積分
∫

dt = t = ±
∫

dθ
1√

2
I′x

(
E′ − Ũ (θ)

) (8.22)

で与えられる。注意することは、図 8.3に示したよう、運動がE′−Ũ(θ) ≥ 0
の領域でのみ可能となることである。

8.3 練習問題

問 1 Mz が実際に z軸まわりの角運動量であることを示せ。

問 2 MZ が実際に Z 軸まわりの角運動量であることを示せ。
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図 8.3: 回転運動の許される領域

問 3 下端が固定された対称コマについて、Z軸まわりでの回転（θ = 0）
が安定となる条件を求めよ。

ヒント：こまが傾いて θが増すということは、θ̇ > 0ということで
ある。一方、E′ (8.20)式 を θの２次まで残してみる。エネルギー
保存則から E′は一定であることから求めるものが得られる。

問 4 （8.5）式のラグランジェアンから θに関する運動方程式を書きく
だせ。

問 5 前問で求めた運動方程式に、定常才さ運動 (θ =一定、θ̇ = θ̈ = 0)
となる条件を当てはめ、定常才さ運動が可能となる角運動量の範囲
を求めよ。
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第9章 変分原理

力学系の運動（時間発展）や、その定常状態がどのように決定されるか、
という問題が力学で取り扱うことであった。ニュートン方程式やラグラン
ジェ方程式を解けばその結果が得られることが、これまでの講義で理解さ
れたと思う。このようなアプローチのほかに、力学の原理を次のように考
えるやり方がある。ある量が最小ないしは極小となるように運動または
定常状態が定まる、という考え方である．ある量が最小となるということ
は、その量の１次微分がゼロであることを意味する．このことから微分方
程式が導かれる。運動を決定する場合に、最小となるように取られるもの
は，エネルギーないしは作用である。最小作用の原理から、ラグランジェ
の運動方程式が導かれる。ここでは作用を最小にするように、ある関数
の形を決定する微分方程式が導かれる。それがラグランジェの運動方程式
である。定常状態を決定する場合に極小とするものは、問題によって異な
る。この場合も定常状態を表す関数形を決定する微分方程式が導かれる。

9.1 変分法

変数 xの関数として y(x)と微係数 y′ = dy(x)/dxを定義する。次に、
x, y, y′の関数 F (x, y, y′)の xに関する積分

I =
∫ b

a
F (x, y, y′)dx (9.1)

を考える。ただし、x = a, bで y(x)は一定とする。この時、y(x)の関数
形を変えても I の値が停留値をとる y(x)は次の微分方程式を満たす。

d

dx

(
∂F

∂y′

)
− ∂F

∂y
= 0 (9.2)

• 証明
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I が停留値をとる条件は、δI = 0である。そこで y(x)を変化させた時
の I の変化 δI を求めてみよう。

δI =
∫ b

a
F

(
x, y + δy, y′ + δy′

)
dx−

∫ b

a
F

(
x, y, y′

)
dx

=
∫ b

a

{
F

(
x, y, y′

)
+

∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′

}
dx−

∫ b

a
F

(
x, y, y′

)
dx

=
∫ b

a

{
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′

}
dx

=
∫ b

a

{
∂F

∂y
δy −

(
d

dx

∂F

∂y′

)
δy

}
dx +

∂F

∂y′
δy

∣∣∣ba

=
∫ b

a

{
∂F

∂y
−

(
d

dx

∂F

∂y′

)}
δy · dx (9.3)

となるので、恒等的に δI = 0となるためには、

d

dx

(
∂F

∂y′

)
− ∂F

∂y
= 0 (9.4)

でなくてはならない。
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図 9.1: AB間を結ぶ曲線

• 例題１

xy平面上の２点 A、Bを結ぶ曲線のうちで長さが最小となるものを求
めよ。

解答

曲線 y = y(x)がある時、x = a ∼ bでの曲線の長さは、

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 =

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx (9.5)
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を区間 [a, b]で積分した、

I =
∫ b

a

√
1 + y′2dx (9.6)

で与えられる。I を最小にする y(x)は、

d

dx

{
∂

∂y′
√

1 + y′2
}
− ∂

∂y

√
1 + y′2 = 0 (9.7)

であるので、
∂
√

1 + y′2

∂y′
= C (9.8)

となる。ここで、C は定数である。すなわち、

y′√
1 + y′2

= C (9.9)

であり、y′は一定となり、

y = Ax + B (9.10)

が得られる。すなわち、直線が求める解である。

9.2 条件付き変分法（Lagrangeの未定係数法）

関数 y(x)が、
∫ b
a G(x, y, y′)dx = ` を満たすという条件のもとで、I =∫ b

a F (x, y, y′)dxを最小にするような y(x)を求めるには、

δ

∫ b

a

{
F (x, y, y′) + λG(x, y, y′)

}
dx = 0 (9.11)

を満たすような y(x)を求めればよい。ここでλはLagurangeの未定係数と
呼ばれる係数である。λはy(x)をλの関数として求めた後、

∫ b
a G(x, y, y′) =

`を満たすように決める。

9.3 最小作用の原理

一般座標 qと一般速度 q̇で決る、ある系の運動を考える。一般座標と一
般速度および時間 tの関数として L (q1 ∼ qf , q̇1 ∼ q̇f , t) ≡ L (q, q̇, t)が与
えられており、t = t1で q = q1, q̇ = q̇1, t = t2で q = q2, q̇ = q̇2であると
する。ここで、qは一般座標、q̇は一般速度である。Lは q̈や

...
q には依存
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しない。なぜなら、力学系は位置と速度が時間の関数としても求まれば決
定されるからである。
時間区間 [t1, t2]で、この系の運動は

S =
∫ t2

t1
L(q, q̇, t)dt (9.12)

を最小にする関数 q(t)として決定される。すなわち、δS = 0（S を極小
にするように）運動が決定される。これを最小作用の原理と呼ぶ。
このような q(t)は次の微分方程式を満たすことが変分原理からわかる。

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0 (9.13)

Newtonの運動方程式と比較することにより、L = T −U、すなわちLagu-
rangianであることがわかる。自由度が f の場合には、i = 1 ∼ f に対
して、

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 (9.14)

が成立する。

9.4 練習問題

問 1 線密度 ρの糸の両端を固定し、これを重力場のなかでつるす時、ど
のような形をとるか。次の手順に従って解け。

� � �
�

�

� �
� � �

�

�

� �

水平な点A、Bで固定されて
吊るされた糸

（１）系はそのエネルギーを最小にするような状態となる。運動エネル
ギーはないので、位置エネルギーを最小にすれば良い。全位置エネ
ルギーは

E = ρg

∫ a

−a
y
√

1 + y′2dx (9.15)

となることを示せ。
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（２）束縛条件（糸の長さが一定）に対してラグランジェ未定係数法を用
い、Eを ρgで割って長さの次元にすると、

I =
∫ a

−a
(y + λ)

√
1 + y′2dx (9.16)

を最小とすればよいこと、すなわち、式 (1)における F は、

F = (y + λ)
√

1 + y′2 (9.17)

となることを示せ。

（３）F を決定する微分方程式は、

d

dx

(
∂F

∂y′

)
− ∂F

∂y
= 0 (9.18)

である。これから、

d

dx

[
(y + λ)

y′√
1 + y′2

]
−

√
1 + y′2 = 0 (9.19)

が得られることを示せ。

（４）ここで、
f ≡ y′ (9.20)

とおくと、上の微分方程式が、

f(y + λ)
df

dy
= (1 + f2) (9.21)

のように変形できることを示せ。

（５）変数分離を行い積分を実行し、適当に式変形を行うと、

dy√(
y + λ

c1

)2

− 1

= ±dx (9.22)

のようにさらに変数分離した形となることを示せ。

（６）ここで

u ≡ y + λ

c1
(9.23)

と置くと、次のように積分できることを示せ。

u =
1
2

(
eα + e−α

)
(9.24)
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ただし、
α ≡ x + c2

c1
(9.25)

と置いている。±の符号が現れるが、これは c1, c2の符号に繰り込
んでいる。

（７）境界条件 y(x = ±a) = 0を用いると、

c2 = 0 (9.26)

が得られることを示せ。

したがって

y =
c1

2


e

x

c1 + e
−

x

c1


− λ (9.27)

となるが、長さが `であることから c1が定まる。λは境界条件から定まる。
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第10章 仮想仕事の原理

仮想仕事の原理も変分原理と基本的に同等である。定常状態すなわち釣り
合いの状態から、その状態を多少変化させても仕事がゼロとなる、という
考え方から釣り合い状態そのものを決定しようという考え方である。

10.1 仮想仕事の原理

力Fが作用している系を δrだけ変位させる時の仕事は δW = F · δrで
ある。系が釣り合いの状態あり（F = 0)、変位の間で力は変化しないとす
ると、δW = 0となる。これを、釣り合いの条件と考えることができる。
力 Fを系に作用している外力 F0と束縛力Rとにわける。すなわち、

F = F0 + R (10.1)

変位 δrを束縛条件を満たすようにとると、一般に、

R · δr = 0 (10.2)

となる。もっとも簡単な例は、平面上に静止している物体を平面にそって
動かす場合であり、束縛力（抗力）を Rとすると、R · δr = 0である。
従って、δrが束縛条件を破らないように変位すると、

F0 · δr = 0 (10.3)

となる。これを仮想仕事の原理という。

�

���

���
�

���

���

図 10.1: 仮想仕事を表す簡単な例

• 例題
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半径 aの球面 x2 + y2 + z2 = a2の上に束縛されている質点の釣り合い
の位置を求めよ。

解答 外力は F = (Fx, Fy, Fz) = (0, 0,−mg)であるので、F · δr = 0
より

Fz · δz = −mgδz = 0 (10.4)

となる。ここで、極座標をもちいると、

z = a cos θ (10.5)

なので、束縛条件を満たす変位は

δz = −a sin θδθ (10.6)

である。したがって、仮想仕事の原理は、

mga sin θδθ = 0 (10.7)

と表すことができる。δθは任意の微小量であるので、sin θ = 0,すな
わち θ = 0, πがつりあいの位置である。これは、x = y = 0, z = ±a

がつりあいの位置であることを意味する。

10.2 ダランベールの原理

Newtonの運動方程式 Ṗ = Fを F− Ṗ = 0と書き直すと、これは釣り
合いの式と考えられる。従って、束縛条件を満たす変位 δrに対して

(F− Ṗ)δr = 0 (10.8)

が成立する。これをダランベールの原理という。一般には、
∑

i

(Fi − Ṗi)δri = 0 (10.9)

10.3 ラグランジェ方程式の導出

ダランベールの原理からラグランジェ方程式を導出してみよう。束縛条
件を満たすような変位 δrは直交座標系で表せるとは限らない。そこで、
束縛条件を表現しやすいような座標系（一般座標 {q1, q2, ....qn}）を導入
する。

ri = ri(q1, q2, ...qn, t) (10.10)
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すると、これの時間についての全微分より

ṙi =
n∑

k=1

∂ri

∂qk
q̇k +

∂ri

∂t
≡ vi (10.11)

が、qk → qk + δqkの変化による riの変化として

δri =
∑

k

∂ri

∂qk
δqk (10.12)

が得られる。また、次の式により一般化力Qkを導入する。
∑

i

Fi · δri =
∑

i

∑

k

Fi · ∂ri

∂qk
δqk ≡

∑

k

Qkδqk (10.13)

すなわち、

Qk ≡
∑

i

Fi
∂ri

∂qk
(10.14)

である。
ここで次のような式変形をおこなう。

∑

i

Ṗiδri=
∑

i

mir̈iδri (10.15)

=
∑

i

∑

k

mir̈i
∂ri

∂qk
δqk

=
∑

i

∑

k

[
d

dt

(
miṙi

∂ri

∂qk

)
−miṙi

d

dt

(
∂ri

∂qk

)]
δqk

=
∑

i

∑

k

[
d

dt

(
mivi

∂vi

∂q̇k

)
−mivi

∂vi

∂qk

]
δqk

=
∑

i

∑

k

[
d

dt

(
∂

∂q̇k

1
2
miv2

i

)
− ∂

∂qk

(
1
2
miv2

i

)]
δqk

=
∑

k

[
d

dt

(
∂

∂q̇k
T

)
− ∂T

∂qk

]
δqk (10.16)

以上の関係式を用いると、
∑
i

(Fi − Ṗi)δri = 0は次のように変形できる。

∑

k

[
Qk − d

dt

(
∂T

∂q̇k

)
+

∂T

∂qk

]
δqk = 0 (10.17)

ただし、ここで T は系の運動エネルギーである。束縛条件を満たす範囲
内で δqkは任意である。従って、

d

dt

(
∂T

∂q̇k

)
− ∂T

∂qk
= Qk (10.18)
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ポテンシャル U をQk = −∂U/∂qkと定義し、さらにポテンシャルは速度
に依存しないとすると、L = T − U として、

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= 0 (10.19)

これは、ラクランジェ方程式である。

10.4 練習問題

問 1 (10.16)式を確かめよ。またこの式変形で、

∂ri

∂qk
=

∂vi

∂q̇k
(10.20)

d

dt

(
∂ri

∂qk

)
=

∂vi

∂qk
(10.21)

を用いた。これらを証明せよ。ヒント：vi =
∑
`

∂ri
∂q`

q̇` + ∂ri
∂t を用いよ。
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第11章 ハミルトンの原理

これまでは、運動を表す変数として位置と速度を用いてきた。ハミルトン
の表現では、速度の代わりに運動量を用いる。この結果、ラグランジェア
ンに代わってハミルトニアンという量が導入される。これは全エネルギー
そのものである。また運動方程式として、１次微分のみで表される２つの
連立方程式が得られる。これをハミルトンの運動方程式という。２次微分
は含まれないものの、連立方程式となっており、実質的にラグランジェの
方程式、ニュートン方程式と同じである。

11.1 ハミルトン方程式

ラグランジェアンの変数は座標 qと速度 q̇、すなわち L(q, q̇, t)である。
ところが速度を変数とするよりは運動量 pを変数とするほうが良い。なぜ
なら保存量は運動量であるからである。特に量子力学では保存量を用いて
状態が指定されるため、運動量を用いる体系が良い。以下では、座標と運
動量を用いた運動方程式を導くことにしよう。運動量の定義は

p =
∂L

∂q̇
(11.1)

である。ここで、q, q̇から q, pへの変数変換を行う。
まず、時間を顕に含まないラグランジェアン L(q, q̇)の全微分（完全導
関数）を書き下そう。

dL =
∑

i

∂L

∂qi
dqi +

∑

i

∂L

∂q̇i
dq̇i

=
∑

i

ṗidqi +
∑

i

pidq̇i

=
∑

i

ṗidqi + d

(∑

i

piq̇i

)
−

∑

i

q̇idpi (11.2)

したがって、

d

(
L−

∑

i

piq̇i

)
=

∑

i

ṗidqi −
∑

i

q̇idpi (11.3)
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となる。ここで、
L−

∑

i

piq̇i = −H(p, q) (11.4)

で与えられる関数H(q, p)を定義する。これをハミルトニアンという。H =
T + U であり、全エネルギーに対応することが具体的な計算からわかる。
また、この関数の変数が q = {qi}, p = {pi}であることは、上式左辺の全
微分の形からわかる。これは、ルジャンドル変換の一種でもある。
次にH(q, p)に対する運動方程式を次のようにして導く。

dH =
∑

i

∂H

∂qi
dqi +

∑

i

∂H

∂pi
dpi (11.5)

と上式とを比較して、次の自由度の数 ×２個の変数 {qi(t), pi(t)}につい
ての連立一階微分方程式が得られる。

∂H

∂qi
= −ṗi (11.6)

∂H

∂pi
= q̇i (11.7)

これらをハミルトン方程式という。

11.2 ハミルトンの原理

最小作用の原理からハミルトン方程式が直接次のようにして導かれる。
最小作用の原理は

S =

t2∫

t1

L(q1, ...qn,q̇1, ...q̇n, t)dt (11.8)

を最小（極小）にするように運動が定まる、（δS = 0）というものであっ
た。この式のラグランジェアンに

L =
∑

i

piq̇i −H (11.9)

を代入すると、

S =

t2∫

t1

(∑

i

piq̇i −H

)
dt

=

t2∫

t1

(∑

i

pidqi −Hdt

)
(11.10)
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したがって、

δS =

t2∫

t1

∑

i

(
δpidqi + pid(δqi)− ∂H

∂qi
δqidt− ∂H

∂pi
δpidt

)

=

t2∫

t1

∑

i

δpi

(
dqi − ∂H

∂pi
dt

)
+

∑

i

piδqi|qi(t2)
qi(t1) −

t2∫

t1

∑

i

δqi

(
dpi +

∂H

∂qi
dt

)

(11.11)

上式第２項はゼロであるので、任意の δpi,δqiに対して δS = 0となるため
には、

∂H

∂qi
=−ṗi (11.12)

∂H

∂pi
=q̇i (11.13)

でなくてはならない。このようにしてハミルトンの方程式が導かれた。ハ
ミルトニアンを用いて最小作用の原理を記述することをハミルトンの原理
という。

11.3 ポワッソン括弧式

ある関数 f(q1, ...qn, p1, ...pn, t)の時間ｔに関する完全導関数（全微分）
を考える。

df

dt
=

∂f

∂t
+

∑

i

(
∂f

∂q̇i
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi

)

=
∂f

∂t
+

∑

i

(
∂H

∂pi

∂f

∂qi
− ∂H

∂qi

∂f

∂pi

)

≡ ∂f

∂t
+ {H, f} (11.14)

{...}をポワッソン括弧式という。
座標と運動量を変数とする関数が系の運動の間一定であるとき、その関
数を運動の恒量（積分）と呼ぶ。上記の f が運動の恒量である条件は

df

dt
=

∂f

∂t
+ {H, f} = 0 (11.15)

である。これは、f が時間に顕に依存しないときには、

{H, f} = 0 (11.16)
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とあらわすことができる。時間微分を取らなくても、時間依存性があるか
ないか判定できることになる。
なお、任意の一対の関数、f, gに対するポワッソン括弧式を一般に次の
ように定義する。

{f, g} =
∑

i

(
∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi

∂g

∂pi

)
(11.17)

この括弧式は本章では特に何かに利用することは考えないが、この形式
が量子力学に登場する交換関係と同じ形式であることに着目することが大
事である。量子力学においても、変数が位置と運動量とで表される。

11.4 例題 １次元調和振動子

１次元調和振動子のラグランジェアンからハミルトニアンを求め、ハミ
ルトン運動方程式を書き下せ。ただし適当ｊな変数変換をおこなって位置
と運動量が同等な表現となるようにせよ。
単振動のラグランジェアンは

L =
1
2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 (11.18)

であった。したがって、運動量とハミルトニアンは

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ (11.19)

H = pẋ− L

=
1
m

p2 − 1
2m

p2 +
1
2
mω2x2

=
1

2m
p2 +

1
2
mω2x2 (11.20)

である。
まず、ハミルトニアンを座標と運度量について対称的にする。そこで、

q = γx (11.21)

としてラグランジェアンを書き直す。

L =
m

2γ2

(
q̇2 − ω2q2

)
(11.22)

これから運動量とハミルトニアンを決めると

p =
∂L

∂q̇
=

m

γ2
q̇ (11.23)

H =
γ2

2m
p2 +

m

2γ2
ω2q2 (11.24)
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となる。
γ2

2m
=

mω2

2γ2
(11.25)

となるように、γを決めると、γ2 = mωとなり、

H =
ω

2
(
p2 + q2

)
(11.26)

である。したがって、ハミルトン方程式は、

q̇ =
∂H

∂p
= ωp (11.27)

ṗ = −∂H

∂q
= −ωq (11.28)

となる。これから、
p̈ + ω2p = 0 (11.29)

の単振動の運動方程式が得られる。なお、

p2 + q2 =
2E

ω
(11.30)

は一定であり、エネルギー保存を示す。

11.5 正準変換

座標と運動量 {q, p}を変数とするハミルトンの表示は、ハミルトンの
原理を満たすようなものであり、ハミルトン運動方程式が成立していた。
ここでさらに変数変換 {q, p} → {Q,P}を考える。この座標変換を行った
あとでも、ハミルトン方程式が成り立っているような変換を正準変換とい
う。すなわち、

Qi = Qi (q1 ∼ qf , p1 ∼ pf ) (11.31)

Pi = Pi (q1 ∼ qf , p1 ∼ pf ) (11.32)

H = H (Q1 ∼ Qf , P1 ∼ Pf , t) (11.33)

に対して、

∂H

∂P1
= Q̇i (11.34)

∂H

∂Q1
= −Ṗi (11.35)

を満たすとき、正準変換と呼ぶわけである。
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ある変数変換が正準変換となるための条件を求めてみよう。{q, p} →
{Q,P}が正準変換となるためには、{Q, P}がハミルトンの原理を満たせ
ばよい。すなわち、

S =
∫ t2

t1

{∑

i

PiQ̇i−H
}

dt (11.36)

δS = 0. (11.37)

これが成立するためには、

∑

i

piq̇i −H (q, p, t) =
∑

i

PiQ̇i−H (Q,P, t) +
dW

dt
(11.38)

W であれば良い。なぜならば、

δ

∫ t2

t1

dW

dt
dt = δ (W2 −W1) = 0 (11.39)

であるからである。ここで、Wは母関数と呼ばれるもので、Q1 ∼ Qf , P1 ∼
Pf , tの任意の関数である。ただし、１価連続で微分可能な関数でなけれ
ばならない。この母関数が定まれば、上式により変数変換ができることに
なる。

11.6 ハミルトン・ヤコビの方程式

母関数を与えて、変数変換を行うことを考えてみよう。簡単のため変数
の添え字を省略しよう。母関数の変数は

W = W (Q,P, t) (11.40)

であったが、これを、
W = W (q, p, t) (11.41)

としよう。これはいつでも可能である。なぜなら、

Q = Q (q, p, t) (11.42)

P = P (q, p, t) (11.43)

であり、これらを解いて、

q = q (P,Q, t) (11.44)

p = p (P, Q, t) (11.45)



第 11章 ハミルトンの原理 84

とし、上式第１式を解いて

P = P (q,Q, t) (11.46)

をW = W (Q,P, t)に代入すれば良いからである。
さて、このようにとると、

dW

dt
=

∑

i

∂W

∂qi
q̇i +

∂W

∂Qi
Q̇i +

∂W

∂t
(11.47)

となり、したがって、

∑

i

piq̇i −H =
∑

i

PiQ̇i−H+
∑

i

∂W

∂qi
q̇i +

∂W

∂Qi
Q̇i +

∂W

∂t
(11.48)

∑

i

(
pi − ∂W

∂qi

)
q̇i −

∑

i

(
Pi +

∂W

∂Qi

)
Q̇i = H −H+

∂W

∂t
(11.49)

これは恒等式であるので、

pi =
∂W

∂qi
(11.50)

Pi =
∂W

∂Qi
(11.51)

H = H +
∂W

∂t
(11.52)

が得られる。

• W が tに依存しない場合は、H = H(p, q)である。

• W =
∑
i

qiQiとすると、pi = Qi、P = −qiとなり、座標と運動量が

入れ替わってしまう。このような変換のあとでは、変数を座標・運
動量と呼ぶことは意味が無くなってしまう。このような関係にある
変数を、正準共役量と呼ぶ。

• H = 0となるような正準変換を求めると、もはや運動方程式を解く
必要がなるなる。このような正準変換を求めることは、

H +
∂W

∂t
= 0 (11.53)

となる母関数を求めることにほかならない。この式をハミルトン・
ヤコビの方程式と呼ぶ。本稿ではこれを解くことは行わない。数学
的になりすぎ、簡単な母関数を求めるのも、かえって面倒となるか
らである。
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11.7 練習問題

問 1 ポテンシャル U(x, y, z)中の一個の質点のハミルトニアンを書け。

問 2 単振動する系のハミルトニアンを書け。

問 3 ハミルトニアンが顕に時間を含まない時、エネルギー保存が成立す
ることを示せ。

問 4 次の関係式を証明せよ。

{f, g} = −{g, f} (11.54)

{f1 + f2, g} = {f1, g}+ {f2, g} (11.55)

{f1 · f2, g} = f1 {f2, g}+ f2 {f1, g} (11.56)

{f, qi} =
∂f

∂pi
, {f, pi} = − ∂f

∂qi
(11.57)

{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {pi, qj} = δij (11.58)

問 5 中心力場の中を運動する質点の角運動量をM = (Mx,My,Mz)と
する。dMx

dt = 0などを示すことにより、角運動保存を示せ。

問 6 ヤコビの恒等式 {f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}} = 0を証明
せよ。

問 7 f と gが運動の恒量である時、{f, g}も運動の恒量となる事を示せ。

問 8 ポワッソンの括弧式について次の関係式を証明せよ。

∂

∂t
{f, g} =

{
∂f

∂t
, g

}
+

{
f,

∂g

∂t

}
(11.59)

d

dt
{f, g} =

{
df

dt
, g

}
+

{
f,

dg

dt

}
(11.60)


