
論理・オートマトン・関係

• 1変数xの論理式φは集合を表せる
w ∈ L iff w |= φ

• 例：P (x)をxが整数かつ偶数のとき真となる論理式とする
2 |= P (x)

P (x)は偶数の集合を表すとみなせる

• n変数x1, . . . , xnではn項関係を表す
(w1, . . . , wn) ∈ R iff w1, . . . , wn |= φ
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• (木)オートマトンは文字列(木)の関係を表せる

• 文字列の組(aba, ε, bbba)の文字列表現：

[aba, ε, bbba] =
a
⊥
b

b
⊥
b

a
⊥
b

⊥
⊥
a

• 例：2進数表現での加算の関係R+を表すオートマトン
- R+の定義

(xR, yR, zR) ∈ R+ iff x = y + z

-







0
0
0
,
0
0
1
, · · · ,

1
1
1







をアルファベットする文字列を入力し

関係R+を認識するオートマトン
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• 例の続き：

- 2進数で1100 = 0101+ 0111、したがって、

[0011,1010,1110] =
0
1
1

0
0
1

1
1
1

1
0
0
は受理される
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木オートマトンによる木上の２項関係のクラス

• クラスRec×：正規木言語L1,L2から定まる関係L1×L2

- ∆ = {(t, t) | t ∈ T(F)}はRec×に属さない

• クラスRec：正規木言語Lから定まる関係{(t, u) | [t, u] ∈

L}

- 木の組の木表現
[f1(t1, . . . , tn), f2(u1, . . . , um)]

= f1f2([t1, u1], . . . , [tm, um],

[tm+1,⊥], . . . , [tn,⊥]) (n ≥ mのとき)

- 例：[f(g(a), g(a)), f(f(a, a), a)]

= ff(gf(aa,⊥ a), ga(a ⊥))
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• クラスGTT：NFTAA1,A2から以下のように定まる関
係R

Ai = (Qi,F , ∅,∆i)とする
C[t1, . . . , tn] R C[u1, . . . , un]) ⇐⇒

ある文脈Cと各qj ∈ Q1 ∩Q2が存在して
tj →

∗
A1

qjかつuj →
∗
A2

qj
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• Recが属する関係の例R：F = {a,Ω, g(), f(, )}

tRu
def
⇐⇒ u ∈ ({t} ·Ω T(F))

[t, u]を受理するQf = {q′}をもつNFTA A
aa → q′ , gg(q′) → q′ , ff(q′, q′) → q′,
Ωa → q′, Ωg(q) → q′, Ωf(q, q) → q′ , ΩΩ → q′

⊥ a → q, ⊥ g(q) → q, ⊥ f(q, q) → q , ⊥ Ω → q

受理例：t = f(g(Ω), g(Ω)), u = f(g(g(a)), g(Ω))の
とき、
[tu] = ff(gg(Ωg(⊥ a)), gg(ΩΩ))

→∗
A ff(gg(Ωg(q)), gg(q′))

→∗
A ff(gg(q′), q′)

→A ff(q′, q′)

→A q′
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• GTTが属する関係の例R∗：F = {×,+,0,1}

tRu
def
⇐⇒ ∃C, t′ t = C[0× t′] ∧ u = C[0]

R∗を定義するGTT(NFTAの組) A1, A2

A1: 0 → q 0 → q0 1 → q
q + q → q q × q → q q0 × q → q0

A2: 0 → q0

受理例：t = 1+ ((0× 1)× 1, u = 1+ 0のとき、
t →∗

A1
1+ ((q0 × q)× q)

→A1
1+ (q0 × q)

→A1
1+ q0

u →A2
1+ q0
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• クラス間の関係
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Recの閉包性

• NFTAの閉包性を受け継ぐ(和、積、など)

• 関係の射影：R ⊆ Rnのi番目の射影Ri ⊆ Tn−1

Ri(t1, . . . , , ti−1, ti+1, . . . , tn)
def
⇐⇒ ∃t R(t1, . . . , ti−1, t, ti+1, . . . , tn)

• 例：R = {(a, a, a), (a, a, c), (a, b, c)}

R2 = {(a, a), (a, c)}

• 関係の円柱化：R ⊆ Rnのi番目の円柱化Ri ⊆ Tn+1、
Ri(t1, . . . , tn+1)

def
⇐⇒ R(t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn+1)

• 例：R = {(a, a), (a, c)} ⊆ {a, b, c}2

R2 = {(a, a, a), (a, b, a), (a, c, a), (a, a, c), (a, b, c), (a, c, c)}
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• Recのクラスは、射影と円柱化ともに閉じている

• 証明：射影Riは、Rから線形な木準同型写像hで与えられ
る。(arity(f1 · · · fn) = k ≥ k′ = arity(f1 · · · fi−1fi+1 · · · fn))

hF(f1 · · · fn(x1, . . . , xk))

= f1 · · · fi−1fi+1 · · · fn(x1, . . . , xk′)

円柱化Riはhの逆像で与えられる
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GTTの閉包性

• GTTのクラスは、推移閉包に閉じている

• 略証：(ε-規則の追加)

A1,A2に共通な状態q, q′で
∃t t →∗

A1
q ∧ t →∗

A2
q′を満たすものについて

q 6→∗
A2

q′ならばq → q′をA2の規則に追加
q′ 6→∗

A1
qならばq′ → qをA1の規則に追加
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• 略証(続き)
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