
第4章 相互作用する系と相転移

今まで統計物理学で学んできた多くの例は，系を熱平衡へ導くものとして弱い

相互作用の存在が仮定されてはいたが，実質的に相互作用を無視できるような

系であった．理想気体は相互作用が無視できる系で，容器内の粒子の運動エネル

ギーのみを考えるということである．格子振動は，原子間の相互作用の結果と

して現れるものだが，そこから調和振動を取り出せば，それは相互作用をしな

いボース粒子系として扱うことができた．この章では粒子間の相互作用が本質

的に重要になる系を扱う．粒子間相互作用がある系では，温度や圧力の変化と

ともに系の様相が突然一変することがしばしば起き，この現象は相転移 (phase

transition)と呼ばれる．物質の，気体，液体，固体の変化は相転移の代表的な

ものである．同じハミルトニアンで記述される系であっても温度などのパラメ

タの連続的な変化によって系の様相が不連続的に変化するのだ．

多くの場合，粒子の集団を記述するハミルトニアンに比べて，物質の状態は低

い対称性を持っている．たとえばスピン系のハミルトニアンは回転対称性 (Ising

スピンならば，向きの反転に対する対称性)を持っている．高温の系はハミル

トニアンと同じ高い対称性を持つが，低温になると磁化が特定の方向にそろい

対称性の低下した状態への変化が起きる．これが相転移である．物質の 3態の

場合は少し複雑だが，気体や液体は系の任意の並進移動に対し不変なのに対し，

固体では結晶の格子に対応する並進移動に対してのみ系は不変である．分配関

数の計算において素直に e−βĤの状態和をとれば常にハミルトニアンの持つ対

称性が維持されてしまうので，系の対称性を破る相転移の記述には工夫が必要

になる．

以下では，相互作用する古典気体とスピン系の相転移の問題を取り上げる．

4.1 非理想古典気体

理想気体は分子間の相互作用を無視した模型であり，高温，低密度では現実

気体のよい近似だが，分子間の距離が近づくと，相互作用による補正が必要に

なる．ここでは古典力学に基づいて相互作用する分子系の振舞いを調べる．
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図 4.1: (a) 分子間ポテンシャル v(r)と (b) 関数 f(r)．

4.1.1 非理想古典気体の自由エネルギー

[非理想気体]

相互作用する粒子からなる気体は非理想気体または不完全気体 (imperfect gas)

と呼ばれる．内部構造を無視できる希ガスのような気体のハミルトニアンは

H =
N∑

i=1

1

2m
p2

i +
∑

<i,j>

v(rij) (4.1)

と書ける1．< i, j >は分子のN(N − 1)/2組の対を表し，v(rij)はその分子対間

の距離 (rij = |ri − rj|)のみによる対ポテンシャルである．和は (1/2)
∑N

i

∑N
j(6=i)

としたのと同じである．分配関数は
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1
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∫
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=
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1

V N

∫
e−β

∑
<i,j>

v(rij)d3Nr (4.2)

となり，理想気体の分配関数に，ポテンシャルエネルギーを指数関数の肩に乗

せたものの積分がかかる．この第 2項の正確な計算は困難であり，近似的な扱

いが要求される．

e−βv(rij) 6= 1となるのは riと rj が近くにある配置だけであることに注目し

f(r) = e−βv(r) − 1と書くと，f(r)が有限の値をとるのは，rが小さく分子の大

1これは近似で，正確には第 3の分子が近くにいると 2分子間の相互作用に影響を与えるの
で，2体ポテンシャルの和だけでは表せず，3体のポテンシャルが必要である．
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きさと同程度のときだけである (図 4.1)．

e−β
∑

<i,j>
v(rij) =

∏
<i,j>

(1 + f(rij))

= 1 +
∑

<i,j>

f(rij) +
∑

<i,j>

∑
<k,l>( 6=<i,j>)

f(rij)f(rkl) + · · ·(4.3)

と展開すると，分配関数は

Z = Zideal gas

1 +
V N−2

V N

∑
<i,j>

∫ ∫
f(rij)d

3rid
3rj + · · ·

 . (4.4)

この対数をとって，ヘルムホルツ自由エネルギーは

F = Fideal gas − kBT ln

1 +
1

V 2

∑
<i,j>

∫ ∫
f(rij)d

3rid
3rj + · · ·

 . (4.5)

対数内の第 2項は勝手な対をひとつとってそれをN(N − 1)/2 ≈ N2/2倍すれば

よい．したがってこの項は

1

V 2

N2

2

∫ ∫
f(r12)d

3r1d
3r2 =

N2

2V

∫
f(r12)d

3r2. (4.6)

ここでさらに

1

2

∫
f(r)d3r =

1

2

∫
(e−βv(r) − 1)d3r = −B(T ) (4.7)

と書く．Bは温度のみの関数で図 4.1(b)から分かるように |B|は分子体積のオー
ダーの量である．結局

F = Fideal gas − kBT ln [1 − NnB(T ) + · · ·]

= Fideal gas + kBTnNB(T ) + · · · . (4.8)

この展開が正しいのは，nB ∼ (分子の体積)/(分子 1個あたりの体積) なので，

NnB ¿ 1となるようなN についてだけ成り立つ式のように見える．しかし，

導かれた自由エネルギーの表式で展開の項もNに比例しているから，得られた

結果は展開が正当なNが小さい場合に限らず，もっと大きなNについても正し

いはずである．実際，高次の計算をていねいに行っても

Z = Zideal

(
1 − NnB +

1

2!
(NnB)2 − 1

3!
(NnB)3 + · · ·

)
= e−NnB (4.9)

となるので2

F = Fideal − kBT ln e−NnB = Fideal + kBTNnB (4.10)

2ただし特定の形の項だけの和である．長岡洋介 ‘統計力学’(岩波, 東京, 1994)など参照．
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と全く同じ結果が得られる．

[ヴィリアル展開](virial expansion)

相互作用による補正項を加えた自由エネルギーは

F =
3

2
NkBT ln

(
2πh̄2

mkBT

)
+ NkBT ln

N

eV
+ NkBT

N

V
B(T ) (4.11)

これから圧力を求めると

P = −∂F

∂V

∣∣∣∣∣
T,N

=
NkBT

V
+ NkBT

N

V 2
B(T )

=
NkBT

V
(1 + nB(T )) . (4.12)

密度が低い極限では理想気体の状態方程式となり，展開によって得られたもの

は有限密度での相互作用による補正項を与えている．一般に状態方程式への補

正を密度のベキ展開

P =
NkBT

V

(
1 + nB(T ) + n2C(T ) + · · ·

)
(4.13)

の形で表したものをヴィリアル展開，係数Bを第 2ヴィリアル係数，係数Cを

第 3ヴィリアル係数と呼ぶ．これらのの係数は f(r)を使って

B(T ) = − 1

2V

∫
f(r12)d

3r1d
3r2

C(T ) = − 1

3V

∫ ∫
f(r12)f(r23)f(r31)d

3r1d
3r2d

3r3

と表される3.

第 2ヴィリアル係数を評価してみよう．f(r)は図 4.1(b)のような形であり，．

高温では

f(r) =


−1 r < d

−v(r)

kBT
r > d

(4.14)

と近似できるから

B(T ) ≈ −1

2

∫ d

0
(−1)4πr2dr − 1

2

∫ ∞

d

(
−v(r)

kBT

)
4πr2dr

=
2

3
πd3 +

1

2kBT

∫ ∞

d
v(r)4πr2dr

≡ b − a

kBT
. (4.15)

3L. E. Reichl，A Modern Course in Statistical Physics, Wiley,New York, 1998, p.514
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ここで bは剛体球体積の 4倍，定数 aは

a = −1

2

∫ ∞

d
v(r)4πr2dr (4.16)

である．この積分が収束するためには v(r) ∼ 1/rnとしたときn > 3が必要であ

る．こうでないときには引力のために気体の一様性が破れると考えられる．中

性原子間に働くファンデルワールス力では n = 6である．

4.1.2 非理想古典気体の性質

[非理想気体の自由膨張]

理想気体の内部エネルギーは温度のみによっているので，理想気体を自由膨

張させても温度は一定である．非理想気体のエネルギーは (4.11)と (4.15)から

E = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)
(4.17)

= Eideal gas − T 2 ∂

∂T

[
NnkB

(
b − a

kBT

)]
(4.18)

= Eideal gas − Nna (4.19)

である．内部エネルギーにハードコアの影響はなく，分子間引力の分だけエネ

ルギーが低下している．体積 V2の断熱壁に囲まれた箱の一部，体積 V1の部分

に入った気体を，仕切りを取って自由に膨張させたとき (図 4.2(a))，温度が T1

から T2に変わったとすると，エネルギー保存則から

3

2
NkBT1 −

N2a

V1

=
3

2
NkBT2 −

N2a

V2

(4.20)

である．したがって温度の変化は

T2 − T1 =
2a

3kB

(
N

V2

− N

V1

)
< 0 (4.21)

引力に逆らって仕事をするので気体の温度は低下する．

[ジュール-トムスン効果](Joule-Thomson effect)

図 4.2(b)のように圧力P1の気体 (体積は V1)を細孔を通して圧力P2(< P1)の

気体 (体積は V2)にする過程を考える．このとき気体は，左側で P1V1の仕事を

受け，右側で P2V2の仕事をする．気体の内部エネルギーをそれぞれE1，E2と

すると

E1 + P1V1 = E2 + P2V2 (4.22)
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(a)

(b)

図 4.2: 気体の (a)自由膨張と (b)ジュールトムスン効果．

だから，この操作はエンタルピーH = E + PV が一定の過程である．エンタル

ピーは

H =
3

2
NkBT − N2a

V
+ NkBT

[
1 +

N

V

(
b − a

kBT

)]
=

5

2
NkBT + NkBT

N

V

(
b − 2a

kBT

)
(4.23)

である．(4.12)式から体積は，NkBT/P ≈ V に注意すると，

V =
NkBT

P
(1 + nB(T ))

≈ NkBT

P
+ NB(T ) (4.24)

と書ける．これから圧力変化に伴う温度変化は(
∂T

∂P

)
H

=
∂(T,H)

∂(P,H)

=
∂(T,H)
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∂P

)
T

] (
− 1
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)

=
1
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[
T

(
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∂T

)
P

− V

]
. (4.25)

体積の表式 (4.24)を使うと(
∂T

∂P

)
H

=
1
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[
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(
NkB

P
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dB
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)
−
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)
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=
N

CP

(
2a

kBT
− b

)
(4.26)

(4.26)式から圧力の低下に伴って，高温 (kBT > 2a/b)では温度が上がり，低

温 (kBT < 2a/b)では温度が下がることが分かる．逆転する温度は，水素では

193K，ヘリウムでは 100Kほどである．

　

4.1.3 ファンデルワールス状態方程式と気体液体の転移

(4.15)式，(4.12)式を少し書き換えると，現実気体の簡単かつ有用な現象論

的モデルであるファンデルワールス (van der Waarls)の状態方程式が得られる．

この方程式を使えば気体-液体の相転移の様子を理解することができる．

[ファンデルワールスの状態方程式]

低密度からの圧力の展開式は，(4.15)式，(4.12)式から

P =
NkBT

V

[
1 +

N

V

(
b − a

kBT

)]
(4.27)

となる，これを少し書き換えてみる．

P +
(

N

V

)2

a =
NkBT

V

(
1 +

N

V
b
)
≈ NkBT

V − Nb
(4.28)

つまり (
P +

(
N

V

)2

a

)
(V − Nb) = NkBT (4.29)

である．この式は，体積 b 程度の硬い芯 (hard core)と 2体の短距離引力を持つ

粒子系の状態方程式の最も簡単なモデルとして導入され，ファンデルワールス

の方程式として知られる．(4.29)は理想気体の状態方程式と同じ構造をしてい

る．圧力への補正は粒子数密度の 2乗に比例し (二つの分子が接近したときの作

用)，容器の壁で計測される圧力P が分子間引力のため気体内部の本当の圧力よ

りも低く見えることを表す．第 2因子に入っている−Nbは，気体の実効的な体

積が各分子のハードコアのため小さくなることを示す．

[気体と液体の共存とマクスウェルの規則]

状態方程式から温度と体積の関数としての圧力P (T, V )が決まる (図 4.3)．高

温では理想気体の状態方程式に近いが，温度が低下すると，体積が小さいとき

は引力の効果で圧力が下がり，体積減少にともなう圧力上昇がゆるくなる．あ

る温度以下では，谷と山が現れ，高密度相が液体，低密度相が気体を表す．中

間の領域は ∂P/∂V > 0だから熱力学的に不安定な状態である．
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V

P

図 4.3: ファンデルワールス気体の PV 図 (左)と 3次元表示 (右)

現実の平衡系では，気体と液体が共存する圧力一定の状態を通って気相と液

相の間の変化が起きる．この共存線を決める条件を調べよう．温度 T を固定し

たとき，相転移点で気相 V1から液相 V2まで P (T, V )に沿って進めば内部エネ

ルギーの変化は，dE = TdS − PdV より

E2 − E1 = T (S2 − S1) −
∫ V2

V1

P (T, V )dV (4.30)

である．気体と液体が共存する圧力をPlgとし，この共存線P = Plgに沿ってい

けば，∆Qを気化の潜熱として

E2 − E1 = −∆Q − Plg(V2 − V1) (4.31)

となる．(4.30)式と (4.31)式は等しいはずなので∫ V1

V2

P (T, V )dV = Plg(V1 − V2). (4.32)

このことは P (T, V )曲線と共存線に囲まれた二つの部分の面積が等しいことを

意味し，この条件で Plgを決めることができる．等面積の条件をマクスウェル

の規則 (Maxwell’s rule, Maxwell construction)と呼ぶ．

等面積の条件は一定温度での 2相の平衡条件

µ2 − µ1 =
∫ 2

1
vdP = 0 (4.33)
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Peq

V1 V2
V

P

図 4.4: マクスウェルの規則

からも直ちに得られる．

[ファンデルワールスの状態方程式の臨界点]

液体と気体の相境界 (phase boundary)が消失する臨界点 (critical point)は図

からわかるように
∂P

∂V

∣∣∣∣∣
Tc,Vc

= 0
∂2P

∂V 2

∣∣∣∣∣
Tc,Vc

= 0 (4.34)

の条件で決まる．ファンデルワールスの状態方程式で計算すると

Vc = 3Nb Tc =
8a

27kBb
Pc =

a

27b2
(4.35)

が得られる．よって臨界点で次の量は物質によらず普遍的な値をとることがわ

かる．
PcVc

NkBTc

=
3

8
(4.36)

さらに体積の単位として Vc，温度の単位として Tc，圧力の単位として Pcをと

り，v = V/Vc，t = T/Tc，p = P/Pc，とするととると，状態方程式は次の普遍

的な形に書ける (演習)． (
p +

3

v2

)
(3v − 1) = 8t (4.37)
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4.2 磁性体の相転移

相転移によって系の対称性が変化し，自発的に秩序状態が生まれる相転移を

調べよう．話を具体的にするために，ここでは格子上に並んだイジングスピン

系を扱う．

4.2.1 イジングスピン系の相転移

[イジングスピン系]

イジング模型 (Ising model)は磁性体の最も簡単なモデルであり，2次元以上

の次元で相転移を起こす．このモデルは強磁性体や反強磁性体のモデルとなる

だけでなく，気体の凝集，合金の相分離をはじめ広範な現象の最も簡単なモデ

ルとなる．イジング模型では格子点に，上下二つの状態をとる「スピン」を配

置する．i番目の格子点のスピン Siのそれぞれの状態での値を

Si


= 1 (up spin : ↑)

= −1 (down spin : ↓)
(4.38)

とする．電子スピンの sz = ±1/2の状態と思ってもよいが，ここでは古典的な

スカラー変数である．

ハミルトニアン4は

H0 = −J
zN/2∑
〈i,j〉

SiSj (4.39)

である．〈i, j〉は隣同士の組をあらわし，zはある格子点のまわりの最近接格子

点の数を表す5．たとえば，2次元正方格子ならば z = 4，三角格子なら z = 6，

3次元の単純立方格子なら z = 6，体心立方格子なら z = 8，面心立方格子なら

z = 12である．次の二つの和は同じことを表すことに注意しよう．

zN/2∑
〈i,j〉

↔ 1

2

N∑
i

z nearest neighbors of i∑
j=1

(4.40)

強磁性体のモデルでは J > 0で，スピンがそろうとエネルギーが低下する．

4ハミルトニアンといっても系のダイナミクスを問題にしなければ，平衡系の統計力学では
系のエネルギーを与える関数に過ぎない．時間変化を考えるときは運動法則が問題になり，量
子力学的なダイナミクスを考えるのならば運動は Ṡi = (i/h̄)[H,Si]に従う．非平衡系の統計力
学では，スピンの時間変化に対し適当な確率的時間発展を仮定することが多い．たとえば，そ
れぞれのスピンが勝手に反転する，あるいは，隣のスピンと向きを交換するなどである．いず
れの場合も，反転が実現される確率を系のカノニカル平衡分布が実現するように設定する．

5端の問題を避けるために，系は周期的であると考える．
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一般には，このスピン間相互作用エネルギーに外部磁場 hによるゼーマンエ

ネルギーが加わった系を考える．

H = H0 + Hext = −J
zN/2∑
〈i,j〉

SiSj − h
N∑
i

Si (4.41)

[熱平衡状態と相転移]

外部磁場がないh = 0のとき，この系の基底状態はスピンがすべて上か下にそ

ろった強磁性状態である．強磁性状態はエネルギー的には2重に縮退しているが，

巨視的な磁性体は二つの状態のうちどちらかしか取れない．逆に高温 (kBT À J)

の状態は，スピンが熱運動によってランダムに上下に向いた平均的には磁化の

ない常磁性 (paramagnetism)状態である．磁場をかければ，その強さに比例し

て，エネルギー的に有利な向きが多数派となり外場に比例した磁化が現れるか

らだ．高温では系は上下の反転に対して対称であり，低温では基底状態に似た

上か下のどちらかのスピンが多数派となる非対称な強磁性 (ferromagnetism)状

態が実現される．いったんどちらかの状態が実現すると，巨視的な系では磁化

が反転した状態は実現されないと考えてよい．このことを自発的な対称性の破

れ (spontaneous symmetry breaking)と呼ぶ．対称性の破れの程度，あるいはス

ピン秩序化の程度を特徴づけるのが秩序変数 (order parameter)である．今の場

合は磁化 (magnetization)がそれだ6．

M = 〈
∑

i

Si〉. (4.42)

ここで 〈· · ·〉は熱平衡分布についての平均である7．だが，秩序変数としてむし

ろ 1スピンあたりの平均磁化

m =
M

N
= 〈Si〉 (4.43)

を使った方が，体系の大きさによらないので便利だ．一様な系ではこの平均は

場所 iにはよらない．

熱力学的に見れば，熱平衡で実現されるのは自由エネルギー

F = E − TS (4.44)

を最小にする状態である．高温では，エントロピーが大きい配置が有利で，上

向き下向き同数のスピンがスピンがランダムに並んだM = 0の状態が実現す

る8．低温 (kBT ¿ J)ではスピンの向きがそろったエネルギーの低い状態が実
6本当の意味の磁化にするにはこれに磁気モーメントをかけなくてはいけない．
7具体的な定義は (4.48)式．
8mの関数としてエントロピーの具体的な表式は (4.64)
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現される．外場がなくてもほとんどのスピンはどちらかのそろった方向を向い

ており，

|〈M〉| ≈ N or m ≈ 1 (4.45)

の強磁性状態である．(4.39)式のハミルトニアンは上下の反転に対する対称性

を持っているので，対称性からは 〈M〉 = 0が期待されるが，強磁性状態ではこ

の対称性は自発的に破れている．(もっとも現実の系では，はじめから環境に何

らかの対称性の破れが避けられないので (磁性体では地磁気の影響など)厳密な

意味での自発的対称性の破れを実現することは難しい．) 温度を変えていった

ときに，どこかで系の対称性が低下し，M が零から有限の状態に変わる．これ

を相転移 (phase transition)と呼ぶ．

[Isingスピン系の平均場近似]

相転移がいつどのように起こるかは，統計力学の立場からは自由エネルギー

が求められれば分かる．イジング模型では 1次元系の場合には自由エネルギー

が厳密に計算でき，相転移がないことが示される (演習問題参照)．2次元系の

場合もオンサガー (Onsager)によって厳密解が求められ，相転移の存在が証明

されたが，3次元系で厳密な結果を得ることは絶望的である．一般に相互作用

のある系の分配関数や自由エネルギーを求めることは非常に困難で，何らかの

近似計算に頼らざるを得ない．ここでは Ising強磁性体モデルの平均場近似で自

由エネルギーの計算をやってみよう．平均場近似は，結果の正確さは保証の限

りでないが，いろいろな形でほとんどあらゆる系に対して適用することができ

るので，この考え方を理解することは重要だ．

系のハミルトニアンは (4.39)式である．分配関数は温度と外場の関数として

与えられ

Z(T, h) =
∑
n

e−βEn

=
2N∑
n

〈n|e−βH|n〉

=
∑

S1=±1

∑
S2=±1

· · ·
∑

SN=±1

e−βH({Si}) (4.46)

である．系の微視的状態 nは，それそれがスピンの向きのひとつの配置に対応

する: |n〉 = | ↑↓↓↓↑ · · · ↑〉など．この配置は 2N 通りあり，最後の行は各格子点

の二つのスピン配置についての和として表してある．

平均場近似 (mean field approximation)では，相互作用ハミルトニアンの中

の Siを平均値 〈Si〉とゆらぎ δSi = Si − 〈Si〉に分離して

H0 = −J
∑
〈i,j〉

SiSj
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= −J
∑
〈i,j〉

[(Si − 〈Si〉)(Sj − 〈Sj〉) + Si 〈Sj〉 + 〈Si〉Sj − 〈Si〉 〈Sj〉](4.47)

と書き，ゆらぎ δS について 2次になっている第 1項を無視する．ここでの平

均は

〈Si〉 =

∑
n〈n|Sie

−βH|n〉∑
n 〈n|e−βH|n〉

(4.48)

という意味だ．その結果，平均場相互作用ハミルトニアンは

H0 ⇒ Hmf = −J
∑

i

Si

n.n. of i∑
j

〈Sj〉 +
1

2
J

∑
i

n.n. of i∑
j

〈Si〉 〈Sj〉

= −zJm
∑

i

Si +
1

2
NzJm2 (4.49)

と表すことができる．このハミルトニアンを使うと，分配関数は相互作用のな

いときのものと同じ形なので

Z =
∑

S1=±1

· · ·
∑

SN=±1

eβheff(S1+S2+···+SN )e−
1
2
βNzJm2

=

 ∑
S1=±1

eβheffS1

 · · ·

 ∑
SN=±1

eβheffSN

 e−
1
2
βNzJm2

=
(
eβheff + e−βheff

)N
e−

1
2
βNzJm2

=
[
e−

1
2
βzJm2

2 cosh (βheff)
]N

(4.50)

となる．ただし有効磁場を

heff = h + zJm (4.51)

と定義した．よって自由エネルギーは

F (V, T, h) = N

[
1

2
zJm2 − 1

β
ln [2 cosh(βheff)]

]
(4.52)

となる．これを外場で微分すれば磁化を求めることができる9．つまり

m = − 1

N

∂F

∂h
= tanh(βheff) (4.55)

9イジングスピン系に限らず，一般に外場の関数としての自由エネルギーが分かっていれば，
磁化を求めることができる．ここではベクトルスピン系で，仮想的に各格子点ごとに違う磁場
hiがかかっているとしよう．こうすると形式的には各格子点ごとの磁化の計算ができる．分配
関数と自由エネルギーは

Z(β, {hi}) =
∑

n

〈n|e−βĤ0−
∑

i
hi·Si |n〉． F (β, {hi}) = − 1

β
lnZ(β, {hi}) (4.53)

である．これをベクトル hiの各成分 hα
i で微分すれば各格子点での磁化の各成分mα

i を求める
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であるこれが (4.49)式で導入したm = 〈Si〉と同じになっていなければならな
い．つまりmは

m = tanh [β(h + zJm)] (4.56)

という自己無撞着方程式 (self-consistency equation)の解である．

(4.56)式を解けば各温度での磁化がわかる．ここで興味があるのは外場のな

い h = 0の場合である．このとき

Tc ≡
zJ

kB

(4.57)

と書くと

m = tanh
(

Tc

T
m

)
(4.58)

となる．x = (Tc/T )mとして，y = tanh xと y = (T/Tc)xのグラフを書けば，

両者の交点として自己無撞着 (self-consistent)な解が求められる (図 4.5(a))．そ

れは

m =


0 for T > zJ/kB,

0, ±ms(T ) for T < zJ/kB

(4.59)

となる．T ≥ Tcでは解は x = 0だけであり，秩序変数 (磁化)の値は零である．

T ≤ Tcでは 3つの解がある．次節で見るようにm = 0は不安定な解で，ふたつ

のm = ±msが平衡状態を表す．この二つの可能な平衡状態は，あとで見るよ

うに，等しい自由エネルギーを持ち縮退している．現実の系では系の対称性が

破れて片方の状態が出現する．この相転移の起こる温度 Tcは臨界温度 (critical

temperature)と呼ばれる．

h = 0での自由エネルギーは

F = −N

β
ln [2 cosh (βzJms(T ))] +

1

2
zNJms(T )2 (4.60)

ことができる．(一様磁場 hi = hとすれば，全磁化が求められる．)

mα
i = 〈Sα

i 〉 =
∑

n 〈n|Sα
i e−β(Ĥ0−

∑
i
hi·Si)|n〉∑

n 〈n|e−β(Ĥ0−
∑

i
hi·Si)|n〉

=
1
Z

∂

∂(βhα
i )

∑
n

〈n|e−β(Ĥ0−
∑

i
hi·Si)|n〉

=
1
β

∂

∂(hα
i )

ln Z(β, {hi})

= − ∂

∂hα
i

F (β, {hi}). (4.54)

(4.55)式はこれを 1成分にして，hi = hとしたものである．
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図 4.5: (a) 自己無撞着方程式 (4.56)のグラフによる解法．直線は，パラメタの
値は，zJ = 1，β = 0.5, 1, 2．(b) Isingモデルの平均場近似での計算に現れる
f(T,m)の形．自由エネルギーの値は (a)の交点に相当する，極大，極小の点で
のみ意味を持つ．

である．msを独立変数と見なして (4.60)式のグラフを書けば図 4.5(b)のように

なっている．このグラフで物理的に意味のあるのは (4.56)式の解となる点 (微分

して分かるように (4.60)式の極値を与える点)だけである．高温ではm = 0が，

低温ではm = ±msが自由エネルギーの最小値をあたえる．

(4.56)式の解ms(T )を使って，エネルギーを求めれば

E =
d(βF )

dβ
= −N tanh (βzJms) zJms +

1

2
zNJm2

s

+ (−NβzJ tanh (βzJms) + βzNJms)
dms

dβ

= −1

2
zNJm2

s (4.61)

となり (tanh (βzJms) = msに注意)，(4.49)式の期待値と一致する．このモデ

ルではハミルトニアンに運動エネルギーがないので，磁化のない高温相では平

均場近似でのエネルギーは常にE = 0である．

4.2.2 秩序変数と自由エネルギー

ここでは，イジングスピン系の相転移を，系の自由エネルギーが秩序変数と

ともにどう変わるかを調べる．

[磁化の関数としての自由エネルギー]

外場がかかっていない系でどのような状態が実現されるかを考えるのに，系

の磁化の関数としての自由エネルギー F (β,M)を考えることは有用である．こ

れが分かれば，最も小さいF の状態を探せば実現される磁化の値がわかる．形

式的には，分配関数の計算で和をとるときに，ある磁化を持った微視的状態に
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限った和をとればよい．

F (β,M) ≡ − 1

β
ln

 ∑
states of given M

〈n|e−βH0 |n〉

 (4.62)

全磁化がM(= Nm)の状態では，N+ = (N + M)/2個のスピンが上を向き

N− = (N − M)/2個のスピンが下を向いている．このようなスピン配置の数は

W (N,M) =N CN+ =
N !

N+!N−!
=

N !

N+!(N − N+)!
(4.63)

だから，エントロピーは

S

kB

= ln W

= N ln
N

e
− N+ ln

N+

e
− (N − N+) ln

N − N+

e

= −N+ ln
N+

N
− (N − N+) ln

N − N+

N

= −N
(

N+

N
ln

N+

N
+

N − N+

N
ln

N − N+

N

)
= −N

(
1 + m

2
ln

1 + m

2
+

1 − m

2
ln

1 − m

2

)
(4.64)

である．対応するエネルギーは，スピン配置によって一つ一つの微視的状態に

よって違っており，それらを実現確率の重みつきで加えなくてはならない．こ

れを遂行することは困難なので，スピン対エネルギーを

〈−JSiSj 〉M = −J〈Si〉M 〈Sj〉M = −Jm2 (4.65)

と積の平均値をスピン間の相関がないとして平均値の積で近似する10．ここで

〈. . .〉Mは磁化がMとなるという制限つきの平均である．最近接スピン対の数は

zN/2だから

E(m) = −1

2
zNJm2 (4.66)

である．

よって自由エネルギーE − TSは

F (β,m) = −1

2
zNJm2 +

N

β

(
1 + m

2
ln

1 + m

2
+

1 − m

2
ln

1 − m

2

)
(4.67)

となる．このグラフは図 4.6(b)のようになっている．こうして磁化の関数とし

ての自由エネルギーが得られた．

[相転移と自由エネルギー]
10隣同士のスピンの配置に全く相関がないとして，スピンが対が平行，あるいは反平行にな
る確率を計算すれば同じ結果がすぐに得られる．このような平均場近似はブラッグ-ウィリアム
ズ (Bragg-Williams)近似と呼ばれる．
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図 4.6: (a) 自己無撞着方程式 (4.56)のグラフによる解法 (図 4.5と同じ)．直線
は，パラメタの値は，zJ = 1，β = 0.5, 1, 2．(b) 平均場近似 (ブラッグ-ウィリ
アムズ近似)での磁化の関数としての自由エネルギー f(T,m)．自由エネルギー
の値は (a)の交点に相当する極大，極小の点は図 4.5と同じである．

平衡状態で実現されるのは F，あるいは 1スピンあたりの自由エネルギー

f = F/N が最小となるものである．

∂

∂m
f = −zJm +

1

2β
ln

1 + m

1 − m
= 0 (4.68)

より

βzJm =
1

2
ln

1 + m

1 − m
(4.69)

の解となるmの状態である．(4.69)は

1 + m

1 − m
= e2βzJm

e−βzJm(1 + m) = eβzJm(1 − m)

m = tanh (βzJm) (4.70)

と平均場近似の (4.58)式と全く同じ式である．

[相転移と磁化の温度変化]

図 4.6(b)の自由エネルギー f(T,m)を見れば温度変化の様子が良くわかる．高

温ではエントロピーの項が優勢でエントロピーが最大になるm = 1/2の状態が

自由エネルギーの最小値を与える．エネルギーは逆にm = 0の状態が最大なの

で，温度の低下とともに両者が競合し，T = Tcで f ′′(0) > 0から f ′′(0) < 0に

変わり，f(T,m)が最小になる点が両側に分かれていく．m = 0の点は極小か

ら極大に変わるので，T < Tcでこの点は不安定点であることがわかる．温度と

磁化の関数として自由エネルギーを 3次元的に書いたのが図 4.7(a)，その等高

線を描いたのが (b)である．図 4.7(c)は f(T,m)の極値の位置を表示してある．

高温ではひとつだった極値が T = Tcで 3つに分岐する．
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図 4.7: (a) 温度と磁化の関数としての自由エネルギー f(T,m)．(b) 自由エネ
ルギー f(T,m)の等エネルギー曲線．(c) 自由エネルギー f(T,m)の極値を表す
(4.69)式の解曲線．m = ±1付近でがたついているのは計算精度が悪いためで，
なめらかにm = ±1に近づいていく．

なお相転移が起きるのは外場がない場合だけであることに注意しよう．弱く

てもが外場がかかっていれば，常に外場の向きによって正または負の磁化が現

れ対称性は常に破れている．

4.2.3 関連した系

[スピン空間での回転対称性]

Isingスピンではなく，ベクトルスピンで相互作用がハイゼンベルグハミルト

ニアン

Ĥ0 = −J
n.n.∑
〈i,j〉

Si · Sj (4.71)

で表されるような場合は，スピン空間で回転対称性がある．このとき自由エネ
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(a) (b)

(c)

図 4.8: 磁化の関数としての自由エネルギーF (T, m)の形．(a) T > Tc，(b)T =

Tc，(c) T < Tc．

ルギーF は磁化の絶対値のみの関数となる．分かりやすいようにスピンベクト

ルの次元を落として，2次元スピンの場合 (XYモデルと呼ばれる)，(mx,my)の

関数として自由エネルギーF (T, m)を図示すると，相転移温度Tcより高温では

図 4.8(a)のような回転放物面になる．最低エネルギーの状態はm = 0である．

低温 T < Tcでの自由エネルギーの形は図 4.8(c)のようなワインボトル型であ

る．ビンの形は転位温度近くでは底の平らなBourgogne型で，低温になると溝

の深いBordeaux型に変わる．m = 0の状態はエネルギーが極大になっている．

最低エネルギーの状態は，ハミルトニアンの対称性を反映してワインボトルの

底の |m| = m0の状態で連続的縮退を持っている．非常に小さな系ではいろい

ろな磁化の状態の量子力学的重ねあわせでm = 0となることもありうるが，現

実のマクロな系はひとつの磁化しかとり得ず (状態を表すHilbert空間が巨視的

な磁化が異なる場合には別物になる)，スピン空間の回転対称性がやぶれた特定

の 〈m〉 (6= 0)の状態となる．

平均場近似による計算では，スピン空間の対称性 (上下の反転対称性しかな

い Isingスピンか，回転対称性を持つHeisenbergスピンか，2次元回転対称性を
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持つXYスピンかなど)や，スピンの配置されている空間の次元によらず 2次相

転移を示す．これはスピンのゆらぎが無視された結果であり，ゆらぎを考慮す

れば低次元では相転移がなくなる場合もある．ゆらぎはスピン空間の対称性が

高くなるほど，空間の次元が低くなるほど大きい．Isingスピンでは，1次元で

は相転移がなく，2次元以上では 2次相転移である．XYモデルでは 2次元の場

合，有限温度で相転移があるが，T < Tcでも自発磁化はなく，相転移の次数も

Berezinskii-Kosterlitz-Thouless(BKT)転移と呼ばれる「滑らか」なものになる．

[問題] 「ゆらぎはスピン空間の対称性が高くなるほど，空間の次元が低くなるほど大

きい」理由を考えよ．

[反強磁性イジング模型]

単純立方格子や 2次元正方格子の上のイジング模型に立ち戻ろう．これらの

格子は隣同士の格子点をAとBの二種に分けることができる．正方格子ならば

AとBの格子点はそれぞれ一辺の長さが
√

2aの 45度傾いた正方格子を作る．単

純立方格子ならば格子定数 2aの二つの面心立方格子を作る．以下，このような

二つの副格子 (sublattice)に分割できる格子を考える．今まではイジングスピン

の結合定数 J を正としたが，今度は J < 0とする．この場合相互作用をする最

近接対は一方がA格子，他方がB格子の上にある．J > 0の場合は隣同士のス

ピンがそろったが今度は逆向きがエネルギー的に有利となる．実際，(4.39)式

のハミルトニアンで J < 0としたものは

ĤAF
0 = |J |

zN/2∑
〈i,j〉

SA
i SB

j (4.72)

と書けるが，ここで次のようにして新しいスピン変数を導入すると

σi = SA
i , σj = −SB

j , J ′ = −J (> 0) (4.73)

ハミルトニアンは

ĤAF
0 = J ′

zN/2∑
〈i,j〉

σi(−σj) = −J ′
zN/2∑
〈i,j〉

σiσj (4.74)

となる．これは強磁性のハミルトニアンに他ならない．よってJ > 0のSB
j の向

きをすべて逆転させればそれが J < 0に対応する．基底状態は明らかにA格子

と B格子のスピンが逆を向いた反強磁性 (antiferro magnetism)の状態である．

この場合の秩序変数は副格子の磁化

mA =
2

N
〈NA

+ − NA
− 〉, mB =

2

N
〈NB

+ − NB
−〉. (4.75)
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外部磁場がなければ対称性からmA = mB ≡ mである．である．強磁性体での

結果から，m = 0からm 6= 0への相転移は，平均場近似では

TN =
1

kB

z|J | (4.76)

で起きる．この反強磁性体の相転移温度はネール (Neel)温度と呼ばれる．

以上の話は格子が二つのお互いに隣同士の二つの副格子に分割できる場合に

のみ成り立つ．たとえば三角格子はこのようなことは不可能で基底状態はフラ

ストレーションのため大きな縮退がある．

[格子気体]

イジングスピン系はさまざまな系の最も簡単なモデルになる．そのひとつ，格

子気体模型 (lattice gas model)を見てみよう．連続的な空間を離散化し，格子

点 iからなる空間を考える，各点での粒子の有無を区別する変数 niは，粒子が

存在すれば ni = 1，不在であれば ni = 0とする．粒子間には近距離で引力が働

き，二つの粒子が隣接する格子点にあると−φ (< 0)のエネルギーを持つとす

る．この系のポテンシャルエネルギーは

H = −φ
∑
〈i,j〉

ninj (4.77)

である．平衡状態の空間配置だけを問題にするなら，運動エネルギーは考える

必要がない (それでもスピン系と同様，ハミルトニアンと呼んでおこう)11．考

える状態は，粒子数が一定

∑
i

ni = N (4.78)

のものだけである．引力があるので，基底状態は粒子がある領域に集合し残り

の空間は空である．有限温度では，この粒子の集合体の中に空孔が混ざりこみ，

逆に空の部分に粒子が点在する．粒子が集合した部分がこのモデルでの液体で

あり (固体と思ってもよい)，粒子が点在する領域が気体である．温度が高くな

れば，液体中の空孔密度が増し，気体中の粒子密度も増す．温度が十分高くな

れば両相の粒子密度は接近し，ついには 2相の区別はなくなる．これは本物の

気体-液体の系では臨界温度を越えたことに対応する．

平衡状態を調べるときは，グランドカノニカル分布を使うのが便利なので，

−µN の項をつけておき

H = −φ
∑
〈i,j〉

ninj,−µ
∑

i

ni (4.79)

11系の時間変化を問題にするときは，粒子のどのような位置変化が許されるのか重要になる．
通常は隣接格子点への飛び移りのみが許される．
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をハミルトニアンとして，可能なあらゆる粒子数Nの配置を考えることにする．

これをイジングスピン系に対応させる．

Si = 2ni − 1 ⇔ ni =
1 + Si

2
(4.80)

つまり，粒子のある状態を上向きスピン，ない状態を下向きスピンに対応させ

る．(4.80)式の niをハミルトニアンに入れて Siで表すと

H = −φ

4

∑
〈i,j〉

SiSj −
(

zφ

4
+

µ

2

) ∑
i

Si −
µN

2
(4.81)

となる．この式はグランドカノニカル分布で考えれば，格子気体の系と

J =
φ

4
, h =

zφ

4
+

µ

2
(4.82)

のイジングスピン系が等価であることを示している．
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よく使われる公式

[ガウス (Gauss)積分] ∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a
(4.83)

∫ ∞

−∞
x2e−ax2

dx =
1

2a

√
π

a
(4.84)

一般に ∫ ∞

−∞
x2ne−ax2

dx =
(2n − 1)!!

2nan

√
π

a
(4.85)

[スターリング (Stirling)の公式]

n À 1で
ln n! ≈ n ln

n

e
(4.86)

または，もう少し精度よく

n! ≈
√

2πn
(

n

e

)n (
1 +

1

12n
+ · · ·

)
(4.87)

[ガンマ関数]

積分表示
Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt (4.88)

nが零または自然数のとき

Γ(n + 1) = n! (4.89)

Γ(n +
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π (4.90)

[d次元球の体積]

Vd(R) =
πd/2

(d/2)Γ(d/2)
Rd (4.91)

[3次元理想気体の状態密度]

D(ε) =
gV m3/2

21/2π2h̄3 ε1/2 (4.92)

[熱ドゥブロイ波長]

λT =

(
2πh̄2

mkBT

)1/2

=
h√

2πmkBT
(4.93)
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低温でのフェルミ分布に関する Sommerfeld の公式

∫ ∞

−∞
F (ε)

(
−df(ε)

dε

)
dε = F (µ) + 2

∞∑
n=1

C2n (kBT )2n d2nF (ε)

dε2n

∣∣∣∣∣
ε=µ

(4.94)

ただし f(ε) = 1/[exp{(ε − µ)/kBT} + 1]

C2n ≡ 1

Γ(2n)

∫ ∞

0

x2n−1

ex + 1
dx (4.95)

=
(
1 − 21−2n

)
ζ(2n) (4.96)

Riemann のツェータ関数

ζ(m) ≡
∞∑

r=1

1

rm
(4.97)

(4.94)式の初めの数項

−
∫ ∞

−∞
F (ε)f ′(ε)dε = F (µ) +

π2

6
(kBT )2F ′′(µ) +

7π4

360
(kBT )4F ′′′′(µ) + · · ·(4.98)

また，F ′(ε) = φ(ε)として

∫ ∞

0
φ(ε)f(ε)dε =

∫ µ

0
φ(ε)dε +

π2

6
(kBT )2φ′(µ) +

7π4

360
(kBT )4φ′′′(µ) + · · ·(4.99)

ボース統計に関係した積分公式

∫ ∞

0

xn−1

z−1ex − 1
dx = Γ(n)

∞∑
k=1

zk

kn
≡ Γ(n)gn(z) (4.100)

gn(1) = ζ(n)である．ガンマ関数，ツェータ関数のいくつかの値は

Γ
(

1

2

)
=

√
π, Γ

(
3

2

)
=

√
π

2
, Γ

(
5

2

)
=

3
√

π

4
, (4.101)

ζ(2) =
π2

6
= 1.645, ζ(4) =

π4

90
= 1.082, ζ(6) =

π6

945
= 1.017,

ζ
(

3

2

)
= 2.612, ζ

(
5

2

)
= 1.341, ζ(3) = 1.202,

ζ
(

7

2

)
= 1.127, ζ(5) = 1.037. (4.102)
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