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講義資料 (2): 関係・順序

2.1 関係

本節は，教科書 1.2.1節 (pp.9–12)に対応する．

定義 2.1 集合 A上の 2項関係 (binary relation)とは直積集合A × Aの部分集合である．

2項関係Rに対し，慣習に従い (a1, a2) ∈ Rを a1Ra2で略記する． �

NOTE: 上記の定義において “集合A”のところを “空でない集合A”に限定することも

ある (教科書はそうなってる)．また，2項関係の事を単に関係と呼ぶこともある．

例 2.2 集合A = {0, 1, 2}上での 2項関係の例を与える．

• <
def
== {(0, 1), (0, 2), (1, 2)}

• >
def
== {(1, 0), (2, 0), (2, 1)}

• ≤
def
== {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 2)}

• R1
def
== {(0, 1), (1, 0), (1, 2)}

• R2
def
== {(0, 2), (2, 2)}

また，関係は以下のように図示することもある．なお，左図が関係R1，右図が関係R2に

対応する．
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定義 2.3 集合A上の２項関係Rに対し，以下の概念を定義する．

• Rが反射性 (reflexivity)を満たす
def
⇐⇒ ∀a ∈ A. aRa

• Rが対称性 (symmetry)を満たす
def
⇐⇒ ∀a1, a2 ∈ A. [a1Ra2 ⇒ a2Ra1]

• Rが反対称性 (antisymmetry)を満たす
def
⇐⇒ ∀a1, a2 ∈ A. [a1Ra2∧a2Ra1 ⇒ a1 = a2]

• Rが推移性 (transitivity)を満たす
def
⇐⇒ ∀a1, a2, a3 ∈ A. [a1Ra2 ∧ a2Ra3 ⇒ a1Ra3]

• Rが非反射性 (irreflexivity)を満たす
def
⇐⇒ ∀a ∈ A. ¬aRa �

NOTE: 「Rが反射性を満たす」と言う代わりに，「Rが反射性を持つ」や「Rが反射的

(reflexive)である」や「Rが反射律 (reflexive law)を満たす」と言うこともある．
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定義 2.4 Rを集合X上の関係とする．

• Rの推移閉包 (transitive closure)とはRを含み推移性を満たす最小の関係のことで

あり，R+で記す．

• Rの反射・推移閉包 (reflexive-transitive closure) とはRを含み反射性と推移性を満

たす最小の関係のことであり，R∗で記す．

なお，上記の最小性は部分集合関係に対して定義される． �

例 2.5 例 2.2で与えた集合X = {0, 1, 2}上の 2項関係R1 = {(0, 1), (1, 0), (1, 2)}に対し，

R+
1 = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2)}

R∗

1 = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 2)}

となる．図示すると次のようになる (左から順にR1, R
+
1 , R

∗

1)．
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NOTE: 教科書ではRの推移閉包をR∗で記している (p.12)．だが，通常は本資料のよう

に，推移閉包をR+で記し，R∗は反射・推移閉包を表現するのに用いられる．注意され

たし．

2.2 同値関係と商集合

本節は，教科書 1.2.3節 (pp.19–23)に対応する．

定義 2.6 反射的かつ推移的かつ対称的な２項関係を同値関係 (equivalence relation)と呼

ぶ． �

定義 2.7 Rを集合A上の同値関係とする．このとき，各 a ∈ Aに対し aの同値類 (equiv-

alence class) [a]Rは以下で定義される．

[a]R
def
== {a′ ∈ A | a′Ra}

また，集合AのRによる商集合 (quotient set) A/Rは以下で定義される．

A/R
def
== {[a]R | a ∈ A}

なお，文脈から明らかなときには [a]Rを単に [a]で記すこともある． �
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定義 2.8 Xを空でない集合としTをXの部分集合よりなる集合とする (すなわちT ⊆ 2X)．

このとき T が以下の 3つの条件を満たすならば T はXの直和分解 (direct sum decompo-

sition)と呼ばれる．

(1) X =
⋃

C∈T C

(2) ∀C,C ′ ∈ T. [C = C ′ ∨ C ∩ C ′ = ∅]

(3) ∀C ∈ T. C 6= ∅ �

NOTE: 教科書の直和分解の定義は条件(3)を要求していない．しかし，通常は本資料の

定義のように条件 (3)も要求する．

次の命題より，同値関係により定義される商集合が与えられた集合の直和分解を与えてい

ることが分かる．この事実により，同値関係は様々な場所で重要な役割を果たすことにな

るのである．本講義でもしばしば利用することになるであろう．

命題 2.9 Rを集合A上の同値関係とする．このとき，RによるAの商集合A/RはAの

直和分解である．

証明

(1) A =
⋃

[a]R∈A/R[a]Rを示す．

定義より
⋃

[a]R∈A/R[a]R =
⋃

a∈A[a]Rであるので，A =
⋃

a∈A[a]Rを示せば十分．

(⊆) x ∈ Aとする．Rは反射性を持つので x ∈ {a | aRx} = [x]R．

よって，x ∈
⋃

a∈A[a]R．

(⊇) 各 a ∈ Aで [a]R ⊆ Aとなることを考えて，
⋃

a∈A[a]R ⊆
⋃

a∈A A = Aを得る．

(2) 任意の [x]R, [y]R ∈ A/Rに対し [x]R = [y]R ∨ [x]R ∩ [y]R = ∅ が成立することを示す．

• xRyの場合を考える．このとき，[x]R = [y]Rとなる事を示す．

最初に，[x]R ⊆ [y]Rを示す．a ∈ [x]Rとする．定義より aRx．Rは推移性を持

つので aRy．よって，a ∈ [y]R．

次に，[y]R ⊆ [x]Rを示す．a ∈ [y]Rとする．定義より aRy．Rを対称性を持つ

ので仮定より yRx．Rは推移性を持つので aRx．よって，a ∈ [x]R．

• ¬xRyの場合を考える．このとき，[x]R ∩ [y]R = ∅となることを示す．

ある z ∈ [x]R ∩ [y]Rが存在と仮定する．仮定より zRxかつ zRy．Rは対称性を

持つので xRz．また，Rは推移性を持つので xRyとなり矛盾する．

(3) ∀[a]R ∈ A/R. [a]R 6= ∅を示す．

Rは反射性を持つので，任意の a ∈ Aに対して a ∈ [a]R，すなわち [a]R 6= ∅が成立．

�

14



2.3 順序

本節は，教科書 1.2.2節の前半 (pp.12–16)に対応する．

定義 2.10

• 反射的かつ推移的な２項関係を擬順序 (quasi-order)と呼ぶ．

• 反射的かつ推移的かつ反対称的な２項関係を半順序 (partial order)と呼ぶ．

• 推移的かつ非反射的な２項関係を狭義の半順序 (strict partial order)と呼ぶ．

• 比較可能性 (∀x, y. (x ≤ y ∨ y ≤ x))を持つ半順序≤のことを全順序 (total order)と

呼ぶ． �

NOTE: 擬順序,半順序,狭義の半順序をそれぞれ.,≤,<で記すことが多い．

定義 2.11 集合AとA上のある半順序≤の組 (A,≤)を半順序集合 (partially ordered set

または poset)と呼び，特に，≤が全順序のとき全順序集合 (totally ordered set)と呼ぶ．

�

NOTE: 教科書では “半順序”のことを単に “順序”と呼び，“半順序集合”のことを単に

“順序集合”と呼んでいる．

定義 2.12 (X,≤)を半順序集合，U をXの部分集合とし，x ∈ Xとする．

• xが U の上界 (upper bound)
def
⇐⇒ ∀y ∈ U. y ≤ x

• xが U の下界 (lower bound)
def
⇐⇒ ∀y ∈ U. x ≤ y

• xが U の最大元 (gratest element)
def
⇐⇒ x ∈ U ∧ ∀y ∈ U. y ≤ x

• xが U の最小元 (least element)
def
⇐⇒ x ∈ U ∧ ∀y ∈ U. x ≤ y

• xがUの極大元 (maximal element)
def
⇐⇒ x ∈ U ∧∀y ∈ X [x ≤ y∧x 6= y ⇒ y 6∈ U ]

• xがUの極小元 (minimal element)
def
⇐⇒ x ∈ U ∧∀y ∈ X [y ≤ x∧ x 6= y ⇒ y 6∈ U ]

• xがU の上限 (least upper bound, supremum)
def
⇐⇒ xがU の最小上界，すなわち

U の上界全体からなる集合の最小元

• xがU の下限 (gratest lower bound, infimum)
def
⇐⇒ xがU の最大下界，すなわち

U の下界全体からなる集合の最大元 �

命題 2.13 (X,≤)を半順序集合とし，U をX の部分集合とする．U の最大元は高々1つ

しか存在しない．

証明 相異なる U の最大元 x, yが存在すると仮定する．最大元の定義より x ≤ y かつ

y ≤ x．半順序は反対称性を持つので x = yとなり矛盾する． �
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上記の命題と同様に最小元・上限・下限も高々1つしか存在しない．ただし，極大元・極

小元は 2つ以上存在する場合もある，注意されたし．

NOTE: “最大元”と “極大元”の違いは非常に微妙であり，最初はかなり混乱するであろ

う．だが，この違いは高校の微積の授業で習った “最大値”と “極大値”の違いにだいたい

対応している．この事実に気づけば少しはイメージも湧いてくるであろう……多分．

2.4 束

本節は，教科書 1.2.2節の後半 (pp.16–19)に対応する．

定義 2.14 半順序集合 (A,≤)において，全てのAの空でない有限部分集合が上限と下限

を持つとき (A,≤)を束 (lattice)と呼ぶ．特に，全てのAの部分集合が上限と下限を持つ

ならば完備束 (complete lattice)とも呼ぶ． �

全ての束が完備束で無いことに注意されたし．例えば，(Z,≤)は束ではあるが完備束では

ない．

NOTE: 上記の束の定義の “全てのAの空でない有限部分集合が”の部分は，教科書では

“全てのAの有限部分集合が”となっている．そのため束の概念が微妙に異なっている．

定義 2.15 (A,≤)を束とする．各 x, y ∈ Aに対し，Aの部分集合 {x, y}の上限を xと yの

結び (join)と呼び x∨ yで記す．また，{x, y}の下限を xと yの交わり (meet)と呼び x∧ y

で記す． �

NOTE: 教科書では xと yの結びを x+ yで，xと yの交わりを x · yで記している．

定理 2.16 (A,≤)を束とする．この時，任意の x, y, z ∈ Aに対して次の等式が成立する．

(1) 結合律 (associative law): x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

(2) 交換律 (commutative law): x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x

(3) 吸収律 (absorptive law): x ∨ (x ∧ y) = x, x ∧ (x ∨ y) = x

証明 Aの部分集合U の上限を lub(U)で記し，下限を glb(U)で記す．

(1) 結合律: x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ zのみを示す．なお，x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ zも同

様に証明できる．

x ∨ (y ∨ z)が {x, y, z}の上界であることは明らか．u を {x, y, z}の任意の上界と

する．uは {y, z}の上界でもあるから，上限の定義より y ∨ z ≤ u．再び上限の定

義より x ∨ (y ∨ z) ≤ u．よって，x ∨ (y ∨ z) = lub({x, y, z})となる．同様にして，

(x ∨ y) ∨ z = lub({x, y, z})も示せる．よって，x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ zが成立．

(2) 交換律: x ∨ y = lub({x, y}) = y ∨ x．x ∧ y = glb({x, y}) = y ∧ x．
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(3) 吸収律: x∧ y ≤ xなので，xは {x, x∧ y}の最大元である，それゆえに上限である．

すなわち x ∨ (x ∧ y) = x．また，x ∧ (x ∨ y) = xも同様に示せる． �

定理 2.17 Aを集合とし∨,∧を定理 2.16の条件 (1–3)を満たすA上の二項関係とする．こ

こで，A上の二項関係≤を

x ≤ y
def
⇐⇒ x ∨ y = y

で定義する．このとき，∨と ∧は≤に関してそれぞれ上限と下限を定義している．さら

に，(A,≤)は束となる．

証明

(I) ∨と ∧が共に冪等律 (idempotent law)を持つこと，すなわち，x∨x = xかつ x∧x = x

を示す．これは吸収律を繰り返し適用することにより以下のように示せる．

x = x ∨ (x ∧ (x ∨ y)) = x ∨ x， x = x ∧ (x ∨ (x ∧ y)) = x ∧ x

(II) ≤が半順序であることを示す．

反射律: ベキ等律より≤は反射的である．

推移律: x ≤ y ≤ zとする．≤の定義より x ∨ y = yかつ y ∨ z = z．よって，結合

律を考えて x ∨ z = x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z = y ∨ z = z．すなわち，x ≤ z．

反対称律: x ≤ yかつ y ≤ xとする．≤の定義より x ∨ y = yかつ y ∨ x = x．よっ

て，交換律を考えて x = y ∨ x = x ∨ y = y．

(III) ∨が上限を定義していることを示す．x, y ∈ Aとする．結合律とベキ等律より x ∨

(x ∨ y) = (x ∨ x) ∨ y = x ∨ yであるので，x ≤ x ∨ y．また，結合律と交換律とベ

キ等律より y ∨ (x ∨ y) = y ∨ (y ∨ x) = (y ∨ y) ∨ x = y ∨ x = x ∨ y であるので，

y ≤ x ∨ y．よって，x ∨ yは {x, y}の上界である．

uを {x, y}の任意の上界とする．このとき，x ∨ u = uかつ y ∨ u = u．結合律より

(x ∨ y) ∨ u = x ∨ (y ∨ u) = x ∨ u = u．よって，x ∨ y ≤ u．よって，x ∨ yは {x, y}

の最小上界，すなわち，上限である．

(IV) ∧が下限を定義していることを示す．x, y ∈ Aとする．結合律と吸収律より (x ∧

y) ∨ x = x ∨ (x ∧ y) = x なので x ∧ y ≤ x．また，結合律と交換律と吸収律より

(x∧ y)∨ y = y ∨ (x∧ y) = y∨ (y∧ x) = x なので x∧ y ≤ y．よって，x∧ yは {x, y}

の下界である．

uを {x, y}の任意の下界とする．このとき，u ∨ x = xかつ u ∨ y = y．よって，

u ∨ (x ∧ y) = (u ∧ (u ∨ y)) ∨ (x ∧ y) 吸収律より

= ((u ∧ (u ∨ x)) ∧ (u ∨ y)) ∨ (x ∧ y) 吸収律より

= ((u ∧ x) ∧ (u ∨ y)) ∨ (x ∧ y) u ∨ x = xより

= ((u ∧ x) ∧ y) ∨ (x ∧ y) u ∨ y = yより

= (u ∧ (x ∧ y)) ∨ (x ∧ y) 結合律より

= ((x ∧ y) ∧ u) ∨ (x ∧ y) 交換律より

= (x ∧ y) ∨ ((x ∧ y) ∧ u) 交換律より

= x ∧ y 吸収律より
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よって，u ≤ x ∧ y．よって，x ∧ yは {x, y}の最大下界，すなわち，下限である．

(V) 任意のAの空でない有限部分集合U が上限と下限を持つことを |U |に関する帰納法

で示す．

Basis |U | = 1の場合を考える．U = {x}とすると，明らかに lub(U) = glb(U) = x．

I.S. |U | > 1の場合を考える．x ∈ Uとし，U ′ = U \ {x}とする．帰納法の仮定より

U ′の上限は存在する．u = lub(U ′)とする．(III)より u ∨ xは {u, x}の上限な

ので，u∨xはUの上界となる．u′をUの任意の上界とする．このとき x ≤ u′．

また，u′はU ′の上界でもあるのでu ≤ u′．再び (III)より x∨ u ≤ u′．よって，

lub(U) = u ∨ xとなり U の上限は存在する．同様にして U の下限の存在も証

明できる． �

演習課題

問 2.1 関数 f : A → Bのグラフ graph(f)は以下で定義される．

graph(f)
def
== {(a, b) ∈ A× B | f(a) = b}

よって，A上の関数 f : A → Aのグラフは A上の関係とも見做せる．では逆に，RがA

上の関係であるとき，Rがある関数 f : A → Aのグラフである (すなわち，全ての a ∈ A

に対して一意に f(a) ∈ Aが決定されている) ための必要十分条件は何か？論理式で書き

下せ．

問 2.2 例 2.2で与えた関係R1, R2のそれぞれが，反射性・対称性・反対称性・推移性・非

反射性のどれを満たし，どれを満たさないか答えよ．

問 2.3 以下の性質を持つ空でないできるだけ簡単な関係をそれぞれ図示せよ．

(i) 推移性を持つが反射性を持たない．

(ii) 推移性・反射性を持つが対称性を持たない．

(iii) 対称性を持つが推移性を持たない．

問 2.4 集合A = {0, 1, 2, 3, 4}上の関係Rを以下で定義する．

R
def
== {(0, 1), (1, 2), (3, 2)}

このとき，RとRの推移閉包R+と反射・推移閉包R∗を図示せよ．

問 2.5 (A,≤)を束とする．Aが有限集合のときはいつでも (A,≤)が完備束になることを

示せ．
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