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6.1 1次不定方程式

本節は ， 教科書 3.2節の 冒頭 (pp.117–123) に 対応す る ．

定義 6.1 一 般に ， 整数係数を 持つ 整数変数に つ い て の 方程式

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

を ， 1次の 不定方程式 (indeterminate equation)， ま た は 1次の ディ オフ ァ ン トス方程式

(Diophantine equation) と い う ． ま た ， 方程式を 満た す よ う な整数の 組 x1, . . . , xn を 求 め

る こ と を 方程式を 解く (solve) と い い ， そ の 組の こ と を 方程式の 整数解 (integer solution)，

ま た は 単に 解 (solution) と 言う ． �

例 6.2 不定方程式 8x + 3y = 5 は x = −2, y = 7 や x = 1, y = −1など 複数の 整数解を 持

つ ． ま た ， 不定方程式 2x + 6y = 3 は 整数解を 一 つ も 持た ない ． �

定理 6.3 不定方程式 ax + by = c が 整数解を 持つ ⇐⇒ (a, b)|c

証明 d = (a, b) と す る ．

(⇐)定理4.10 よ り ， あ る 整数x′, y′ が 存在して ax′+by′ = d． こ こ で ， d|c を 考え て c = kd

と す る と ， ax′k + by′k = dk = c． よ っ て 整数解 x = x′k, y = y′k を 持つ ．

(⇒) 不定方程式 ax + by = c が 整数解 x = u, y = v を 持つ と す る ． こ の と き au + bv = c

が 成立． こ の 等式の 左辺は d の 倍数なの で ， 右 辺 c も d の 倍数． す なわ ち ， d|c． �

さ て ， 解を ど の よ う に 求 め る の か ， と い う の は 自然な欲求 で あ る と 思わ れ る ． 不定方程式

の 解法に は 次に 紹介す る 拡張ユ ー クリ ッドの 互除法が 重要な役割 を 担う ．

ア ル ゴリ ズム 6.4 (拡張ユ ー クリ ッドの 互除法 (extended Euclidean algorithm))

入力と して 整数 a, b を と り ， ax + by = d = (a, b) と なる 整数 x, y, d を 出力．

(d, d′) := (a, b); (x, x′) := (1, 0); (y, y′) := (0, 1);

while d′ 6= 0 do

q := d div d′;

(d, d′) := (d′, d mod d′);

(x, x′) := (x′, x − qx′);

(y, y′) := (y′, y − qy′);

end while

x, y, d の 値を 出力
�

命題 6.5 拡張ユ ー クリ ッドの 互除法は ， 任意 の 入力 a, b に 対し， ax + by = d = (a, b) と

なる 整数 a, b, d を 有限時間 で 必ず 出力す る ．
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証明 変数 d, d′ の みに 注目す る と 各while ル ー プ で (d, d′) を (d′, d mod d′) に 変換 して い る ．

こ れ は ， ユ ー クリ ッドの 互除法に 完 全に 対応す る ． そ れ ゆ え に ， 拡張ユ ー クリ ッドの 互除

法は 有限時間 で 停止し， 出力 d は d = (a, b) の 関 係を 満た す ．

出力ま で に k回while ル ー プ が 実行さ れ た と す る ． 任意 の i (0 ≤ i ≤ k) に 対し， i回while

ル ー プ が 実行さ れ た 時点で の 変数 x, x′, y, y′, d, d′ の 値を xi, x
′
i, yi, y

′
i, di, d

′
i と す る ． こ の と

き ， 各 i (0 ≤ i ≤ k) で ， axi + byi = di か つ ax′
i + by′

i = d′
i が 成立して い る こ と を 示せ ば 十

分． i に 関 す る 帰 納法で 示す ．

Basis i = 0の 場合は ， ax0+by0 = a∗1+b∗0 = a = d0 か つ ax′
0+by′

0 = a∗0+b∗1 = b = d′
0

と なり 成立．

I.S. i > 0 と す る ． 帰 納法の 仮定よ り axi−1 + byi−1 = di−1 か つ ax′
i−1 + by′

i−1 = d′
i−1 が 成

立． よ っ て ， axi + byi = ax′
i−1 + by′

i−1 = d′
i−1 = di． こ こ で ， q = di−1 div d′

i−1 と す

る ． d′
i = di−1 mod d′

i−1なの で di−1 = qd′
i−1 + d′

i． よ っ て ， di−1 − qd′
i−1 = d′

i． よ っ

て ， ax′
i + by′

i = a(xi−1 − qx′
i−1) + b(yi−1 − qy′

i−1) = axi−1 + byi−1 − q(ax′
i−1 + by′

i−1)

= di−1 − qd′
i−1 = d′

i． �

ア ル ゴリ ズム 6.6

入力: 整数 a, b, c (た だ し ab 6= 0)

出力: 不定方程式 ax + by = c の 一 般解 (パ ラ メ ー タ t を 用い る と す る )

(1) 拡張ユ ー クリ ッドの 互除法を 用い て

(a, b) = d と なる 整数 d と ， au + bv = d と なる 整数 u, v を 求 め る ．

(2) d 6 |cなら ば ， 解を 持た ない と 判定し終了． そ う で 無い 場合は (3) に 進む ．

(3) a′ = a div d, b′ = b div d, c′ = c div d を 求 め ，

x = b′t + uc′ と y = −a′t + vc′ を 出力． �

命題 6.7 ア ル ゴリ ズム 6.6 は 仕様を 満た す ， す なわ ち ， 任意 の 入力 a, b, c (ab 6= 0) に 対し

有限時間 で 終了し， さ ら に ， 不定方程式 ax + by = c が 解を 持つ なら ば そ の 一 般解を 出力

し， 解を 持た ない なら ば 解を 持た ない と 判定す る ．

証明 有限時間 で 停止す る の は ， 拡張ユ ー クリ ッドの 互除法が 有限時間 で 終了す る こ と よ

り 明ら か ．

(1) で 求 め た d は (a, b) = d と なっ て い る の で ， 定理 6.3 よ り ， d 6 |c の と き は 解を 持た ない ．
よ っ て ， 解を 持た ない と き に は 解を 持た ない と 判定す る ．

d|c の 場合を 考え る ． こ の と き ， a(b′t + uc′) + b(−a′t + vc′) = (ab′t − ba′t) + (auc′ + bvc′)

= (a′db′t−b′da′t)+(au+bv)c′ = (au+bv)c′ = dc′ = c． よ っ て ， x = b′t+uc′, y = −a′t+vc′

は 解を 与え る ．

最後に ， d|c の 場合の 出力が 一 般解を 与え る こ と を 示す ． こ の と き ， d 6= 0 よ り ax+ by = c

の 解の 全体と a′x + b′y = c′ の 解の 全体は 一 致す る の で ， x = b′t + uc′, y = −a′t + vc′ が 不

定方程式 a′x + b′y = c′ の 一 般解を 与え る 事を 示せ ば 十分． 具 体的に は ， a′x + b′y = c′ の

任意 の 解 x = x0, y = y0 に 対し， あ る 整数 t が 存在して x0 = b′t + uc′, y0 = −a′t + vc′ と

なる こ と を 示す ．
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こ の と き ， x = uc′, y = vc′ が 不定方程式 a′x + b′y = c′ の 解で あ る こ と を 考え て a′(uc′) +

b′(vc′) = c′ = a′x0 + b′y0． よ っ て ， a′(uc′ − x0) + b′(vc′ − y0) = 0． こ こ で ， a′(uc′ − x0) =

−b′(vc′ − y0)なの で a′|b′(vc′ − y0)． (a′, b′) = 1 よ り a′|(vc′ − y0)． よ っ て ， あ る 整数 t が 存

在して a′t = vc′ − y0 と なり y0 = −a′t + vc′ と なる ． ま た ， a′(uc′ − x0) = −b′(vc′ − y0) よ

り ， a′uc′ = a′(−b′t + x0)． a′ 6= 0なの で ， x0 = b′t + uc′ を 得る ． �

例 6.8 さ て ， ア ル ゴリ ズム 6.6 を 用い て ど の よ う に 不定方程式の 解を 得る か 例で 見て み

よ う ． 不定方程式 8x + 3y = 5 を 考え る ． 最初に 拡張ユ ー クリ ッドの 互除法を 用い て

8u + 3v = d = (8, 3) と なる 整数 u, v, d を 求 め る ．

d d′ x x′ y y′ q

8 3 1 0 0 1

3 2 0 1 1 −2 2

2 1 1 −1 −2 3 1

1 0 −1 3 3 −8 2

以 上よ り ， u = −1, v = 3, d = 1 を 得る ． d|5なの で 整数解が 存在す る ． こ こ で ， d = 1な

の で a′ = 8, b′ = 3, c′ = 5． よ っ て ， 一 般解 x = 3t − 5, y = −8t + 15 を 得る ． なお ， 例題

6.2 で 提示した 解は t = 1, 2 の 場合に 対応す る ． �

なお ， 本節で は 簡 単の た め に 2変数の 場合の みを 議 論した が 本節の 内容は 任意 個数の 変数

の 場合で も 成立す る ． 最後に ， 定理 6.3 の 一 般形を 紹介して お く (証明は 割 愛 )．

定理 6.9 1次不定方程式 a1x1 + · · ·+ anxn = c が 整数解を 持つ ⇐⇒ (a1, . . . , an)|c �

NOTE: 定理 6.9 を 用い る と ， 1次不定方程式が 整数解を 持つ か ど う か を 容易 に 判定す る

こ と が で き る ． で は 高次の 項も 含 む 一 般の 不定方程式の 整数解が 存在す る か ど う か を 判

定で き る 一 般的な手法は 存在す る だ ろ う か ？ 実は ， こ の よ う な手法が 本質的に 存在しない

こ と が 証明さ れ て い る の で あ る ． こ れ が ， か の 有名な『 ヒ ル ベ ル トの 第 10問題』 と ， そ

の 否定的解決で あ る ． ち なみに ， 非常に 微妙な話で は あ る が ， 実数解が 存在す る か ど う か

は 判定可能で あ り ， 有理数解の 存在判定が 行え る か ど う か は 未だ 分か っ て い ない … … ， 難

しい ．

NOTE: 我々 は ど れ ほ ど 頑 張ろ う と も 有限の 時間 に 有限の 操作を 行う こ と しか 出来ない ．

そ の た め に ， あ る 種の 限界を 本質的に 所有す る ． ヒ ル ベ ル トの 第 10問題など が そ の 例で

あ る ． こ の よ う な， ど う 頑 張ろ う と も 決して 判定で き ない 問題の こ と を 『 決定不能問題』

と 呼ぶ ． 他の 有名な決定不能問題と して は 『 プ ロ グラ ム の 停止性問題』 が あ る ． す なわ

ち ， プ ロ グラ ム が 停止す る か ど う か を 判定で き る 汎用的な手段は 存在しない の で あ る ． こ

の 辺り の 話は 現在『 計算可能性の 理論』 と して 数理論理学の 重要な分野に 育 っ て い る ．

NOTE: 1900年に パ リ で 開か れ た 国際数学者会議 に お い て ， ヒ ル ベ ル ト (Hilbert) は 20

世紀 の 数学が 解決す べ き で あ る と い う 23 の 問題を 提出した ． こ の 中に は 未だ 解か れ て い

ない 『 リ ー マ ン 予想』 も 含 ま れ て い る ．
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NOTE: ヒ ル ベ ル トの 第 10問題は ， 1970年に 旧 ソ連の 若冠 22才の 青年マ ティ ヤ セヴ ィ ッ

チ (Matiyasevich) に よ っ て 否定的に 解決さ れ た ． こ の 証明は フ ィ ボ ナッチ数が 指数関 数的

に 増加す る こ と を 利用した 非常に 巧妙な証明で あ る ．

NOTE: そ の 後マ ティ ヤ セヴ ィ ッチは 素数表現多項式， す なわ ち ， 変数に 適当な自然数

を 代入す る こ と で 全て の 素数を 表現し， か つ 値が 正に なる と き は い つ で も 素数に なる 多項

式を 発見した ． 最初に (1971年に )彼が 発見した 素数表現多項式は 24変数 37次多項式で

あ っ た と 言う (英 訳さ れ た 彼の 論文で は 21変数 21次多項式に 改良さ れ て い た )． 以 下に ，

P.Jones, D.Sato, H.Wada, D.Wiens が 1976年に 発見した 26変数 25次の 素数表現多項式

を 紹介して お く ． こ れ は ， (私が 知る 限り )唯一 の 紙面に 載せ る こ と が 可能なサイ ズの 素数

表現多項式で あ る ．

(k + 2){1 − [wz + h + j − q]2 − [(gk + 2g + k + 1)(h + j) + h − z]2

− [2n + p + q + z − e]2 − [16(k + 1)3(k + 2)(n − 1)2 + 1 − f 2]2

− [e3(e + 2)(a + 1)2 + 1 − o2]2 − [(a2 − 1)y2 + 1 − x2]2

− [16r2y4(a2 − 1) + 1 − u2]2 − [n + l + v − y]2

− [((a + u2(u2 − a))2 − 1)(n + 4dy)2 + 1 − (x − cu)2]2

− [(a2 − 1)l2 + 1 − m2]2 − [ai + k + 1 − l − i]2

− [p + l(a − n − 1) + b(2an + 2a − n2 − 2n − 2) − m]2

− [q + y(a − p − 1) + s(2ap + 2a − p2 − 2p − 2) − x]2

− [z + pl(a − p) + t(2ap − p2 − 1) − pm]2}

6.2 連立不定方程式

本節は ， 教科書 3.2節の 最後 (pp.126–127) に 対応す る ．

連立の 1次不定方程式も 一 般解の パ ラ メ ー タ表示を 繰り 返し求 め る こ と に よ っ て 解く こ と

が で き る ．

例 6.10 連立 1次不定方程式 {

3x − 5y = 1

5y − 7z = 1

を 考え る ． ア ル ゴリ ズム 6.6 を 不定方程式 3x − 5y = 1 に 適用す る こ と に よ り ， x = 2 −
5s, y = 1− 3s を 得る ． y = 1− 3s を 5y− 7z = 1 に 代入して 不定方程式 7z +15s = 4 を 得

る ． 再び ， こ の 方程式に ア ル ゴリ ズム 6.6 を 適用す る こ と に よ り ， s = 4− 7t, z = 15t− 8

を 得る ． よ っ て 連立方程式の 解が 以 下の よ う に 得ら れ る ．







x = 2 − 5s = 35t − 18

y = 1 − 3s = 21t − 11

z = 15t − 8
�

例 6.11 以 下の よ う な問題を 考え て みよ う ．

3 で 割 る と 1余り ， 5 で 割 る と 2余り ， 7 で 割 る と 3余る 最小の 正整数 n を 求 め よ ．
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こ の よ う な問題の 解法に 連立不定方程式は 有効で あ る ． 実際に 連立不定方程式を 用い て こ

の 問題を 解い て みよ う ． こ の 問題を 数式で 書き 下す と

n = 3x + 1 = 5y + 2 = 7z + 3

を 満た す 最小の 正整数n を 求 め る 問題に なる ． こ こ で ， 3x+1 = 5y +2 = 7z +3 は 二つ の

不定方程式 3x − 5y = 1 と 5y − 7z = 1 に 帰 着で き る ． 例 6.10 で 見た よ う に こ の 連立不定

方程式の 解は x = 35t − 18, y = 21t − 11, z = 15t − 8 と なる ． す なわ ち ， n = 105t − 53

と パ ラ メ ー ター 表示で き る ． こ こ で ， n は 105t − 53 で 表さ れ る 最小の 正整数なの で ， 求

め る 解は t = 1 の と き ， す なわ ち n = 105 · 1 − 53 = 52 を 得る ． �

6.3 1次不定方程式の 正整数解と 自然数解

本節は ， 教科書 3.2節の 中程 (pp.123–126) に 対応す る ．

1次不定方程式が 正整数解を 持つ か ど う か ， 自然数解を 持つ か ど う か は 非常に 判定しに く

い 問題で あ る ． 本節で は 比較 的取り 扱 い や す い 2変数の 1次不定方程式に 対す る 判定法を

学ぶ ．

定理 6.12 (a, b) = 1 と す る ． 不定方程式 ax + by = c に 関 して 以 下の 事実が 成立．

(1) ab < 0なら ば ， こ の 方程式は 正の 整数解を 持つ ．

(2) a, b > 0なら ば 以 下の 事実が 成立．

(2.1) c > abなら ば ， こ の 方程式は 正の 整数解を 持つ ．

(2.2) c = abなら ば ， こ の 方程式は 正の 整数解を 持た ない ．

(2.3) c = a + bなら ば ， こ の 方程式は 正の 整数解を 持つ ．

(2.4) c < a + bなら ば ， こ の 方程式は 正の 整数解を 持た ない ．

証明

(1) 一 般性を 失う 事なく b < 0 < a か つ c ≥ 0 と す る (c < 0 の 場合は 両辺に −1 を 掛

け て や れ ば 良い )． (a, b) = 1なの で ， 定理 6.3 よ り ax + by = c は 整数解を 持つ ．

整数解の 一 つ を x = u, y = v と す る ． 剰余定理よ り ， あ る 整数 q′, r′ が 存在して

v = q′a + r′ (0 ≤ r′ < a)． よ っ て ， あ る 整数 q, r が 存在して v = qa + r (0 < r ≤ a)．

x = u + bq, y = r と す る と ，

ax + by = a(u + bq) + br = au + b(qa + r) = au + bv = c

で あ る の で ， x = u + bq, y = r は 整数解と なる ． こ こ で ， y = r > 0 は 明ら か ． ま

た ， b < 0 と 0 ≤ c よ り ax = c − by > 0． よ っ て ， a > 0なの で x > 0． す なわ ち ，

x = u + bq, y = r は 正の 整数解．

(2.1) a, b > 0か つ c > abと す る ． (1)と 同様に して ， ax+by = cの 整数解x = u+bq, y = r

(0 < r ≤ a) を 得る ． こ こ で ， y = r > 0 は 明ら か ． c > ab と r ≤ a よ り

a(u + bq) = c − br ≥ c − ab > ab − ab = 0

よ っ て ， a > 0なの で u + bq > 0． す なわ ち ， x = u + bq, y = r は 正の 整数解．
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(2.2) a, b > 0 か つ c = ab と す る ． 正の 整数解 x = u, y = v が 存在した と 仮定す る ． こ の

と き ， au = ab − bv = b(a − v)． au > 0 よ り b(a − v) > 0． よ っ て ， v > 0 も 考え て

0 < a − v < a． こ こ で ， a|b(a − v)なの で ， a|a − v と なり 矛盾． よ っ て ， こ の 場合

は 正の 整数解が 存在しない ．

(2.3) 明ら か に 不定方程式の 解 x = y = 1 が 存在．

(2.4) a, b > 0 よ り ， 如何なる 正整数 x, y に 対して も ax + by ≥ a + b > c と なる の で ， 不

定方程式 ax + by = c は 正の 整数解を 持た ない ． �

こ の 定理は ， a, b < 0 の 場合と a, b > 0 か つ a + b < c か つ c < ab の 場合に つ い て は 言及

して い ない ． 前者の 場合は 不定方程式の 両辺に −1 を 掛け て か ら 議 論す れ ば 良い ． 後者の

場合も ， 探索空間 が 有限 (1 ≤ x ≤ (c − b) div a か つ 1 ≤ y ≤ (c − a) div b) で あ る の で ，

地道に 探せ ば 正の 解の 存在判定を 行う こ と が で き る ． ま た ， 一 般に (a, b) = d の 場合に も ，

不定方程式 ax + by = c の 両辺を d で 割 っ て か ら 議 論す れ ば 良い (定理 6.3 よ り ， d 6 | c の

場合に は ， そ も そ も 解を 持た ない 事に 注意 )．

さ て ， 正の 整数解の 存在判定の 議 論を して き た が ， 自然数解に 関 して は 状況が 微妙に 異 な

る ． 最後に ， 自然数解の 判定条件も 紹介して お く ． なお ， 証明は 初等的に 行え る が ， 少々

長く なる の で 割 愛 す る ．

定理 6.13 (a, b) = 1 と す る ． 不定方程式 ax + by = c に 関 して 以 下の 事実が 成立．

(1) ab < 0なら ば ， こ の 方程式は 自然数解を 持つ ．

(2) a, b > 0なら ば 以 下の 事実が 成立．

(2.1) a = 1 ま た は b = 1 の 場合は ， c ≥ 0 の と き の み自然数解を 持つ ．

(2.2) a, b ≥ 2 か つ c > ab − (a + b)なら ば 自然数解を 持つ ．

(2.3) a, b ≥ 2 か つ c = ab − (a + b)なら ば 自然数解を 持た ない ． �

演 習課題

問 6.1 2 で 割 る と 1余り ， 3 で 割 る と 2余り ， 4 で 割 る と 3余る 最小の 正整数 n を 求 め よ ．

問 6.2 以 下の 不定方程式が 正の 整数解を 持つ か ど う か ， ま た ， 自然数解を 持つ か ど う か

を 判定せ よ ． なお ， 判定の 理由も 記 して お く こ と ．

(i) 5x + 7y = 37 (ii) 7x − 11y = 77 (iii) 14x + 35y = 28

問 6.3 以 下の ， 所謂 “郵便切手問題” に 理由を 添え て 答え よ ．

「 3セン ト切手と 5セン ト切手を 組み合わ せ る こ と に よ っ て は 支払う こ と の 出来ない 郵便

料金を 全て 挙げ よ ．」
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