
2005年度後期 (第 7回)   草刈圭一 朗

離散数学 講義 資料 (5)

5.1 素数

本節は ， 教科書 3.1節の 中程 (pp.106–113) に 対応す る ． なお ， 特に 断ら ない 限り ， 本節で

は 正整数の みを 取り 扱 う と す る ．

定義 5.1 2 以 上の 正整数 p は ， 1 と p自身の ほ か に 正の 約数を 持た ない と き ， 素数 (prime

number) と 呼ば れ る ． 2 以 上の 素数で ない 正整数は 合成数 (composite number) と 呼ば れ

る ． なお ， 1 は 素数で も 合成数で も 無い と 考え る ． �

定義 5.2 整数 n が n = n1n2 の よ う に 表さ れ た と す る ． こ の と き ， 各 ni の 事を n の 因 数

(factor) と 呼び ， 特に ni が 素数なら ば 素因 数 (prime factor) と も 呼ぶ ． �

補題 5.3 任意 の 素数 p に 対し， p|a1a2 · · ·anなら ば ， あ る i が 存在して p|ai．

証明 n に 関 す る 帰 納法で 示す ．

Basis n = 1 の 場合は 明ら か ．

I.S. n > 1 と す る ． (p, a1) は p の 正の 約数で も あ る の で (p, a1) = 1 ま た は (p, a1) = p．

• (p, a1) = 1 と す る ． 補題 4.11 よ り p|a2 · · ·an． 帰 納法の 仮定よ り ， あ る i (≥ 2)

が 存在して p|ai．

• (p, a1) = p と す る ． こ の 場合は a1 が p の 倍数に なっ て い る ， す なわ ち p|a1． �

定理 5.4 ((初等)整数論の 基 本定理) 2 以 上の 正整数 n は ， い く つ か の 素数 p1, . . . , pk の

積と して

n = p1p2 · · · pk

の 形に 表す こ と が で き る ． さ ら に ， そ の 表し方は p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pk の よ う に 小さ い 順に

並べ る こ と に す れ ば 只 1通り で あ る ．

証明

(表現可能性)任意 の 2以 上の 整数nに 対して ， あ る 素数p1, . . . , pk が 存在して p = p1p2 · · · pk

と なる こ と を ， n に 関 す る 帰 納法で 証明す る ．

Basis n = 2 と す る ． p1 = 2 と す る と n = p1．

I.S. n > 2 と す る ． n が 素数の と き は p1 = n と す れ ば 良い ． n が 合成数の 場合を

考え る ． 仮定よ り ， 1 で も n で も ない 正整数 n1, n2 が 存在して n = n1n2． こ こ

で ， 2 ≤ ni < n (i = 1, 2) で あ る の で 各 i に 帰 納法の 仮定が 適用で き て ， あ る

素数 p′i (i = 1, . . . , k1) と p′′j (j = 1, . . . , k2) が 存在して n1 = p′1p
′
2 . . . p′k1

か つ

n2 = p′′1p
′′
2 . . . p′′k2

． よ っ て ， n = p′1p
′
2 . . . p′k1

p′′1p
′′
2 . . . p′′k2

．
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(表現の 一 意 性) n を 2 以 上の 任意 の 整数と し， n = p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm か つ p1 ≤
· · · ≤ pk か つ q1 ≤ · · · ≤ qm と す る ． こ の と き ， k = m か つ 各 i で pi = qi と なる こ

と を ， n に 関 す る 帰 納法で 示す ．

Basis n = 2 と す る ． こ の 場合は k = m = 1 か つ p1 = q1 = 2 と なり 題意 が 成立．

I.S. n > 2 と す る ．

• p1 6= q1 と す る ． 一 般性を 失う 事なく p1 < q1 と す る ． 補題5.3よ り ， あ る iで

p1|qi． こ こ で ， p1, qi は 共に 素数なの で p1 = qi． よ っ て ， p1 < q1 ≤ qi = p1

と なり 矛盾． よ っ て こ の 場合は あ り 得ない ．

• p1 = q1 と す る ． こ の と き ， p2 · · ·pk = q2 · · · qm． 帰 納法の 仮定よ り k = m

か つ 各 i (≥ 2) で pi = qi． よ っ て ， 題意 が 成立． �

系 5.5 2 以 上の 正整数 n は ， い く つ か の 素数の 巾 pα1

1 , . . . , pαk

k の 積と して

n = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k

の 形に 表す こ と が で き る ． さ ら に ， そ の 表し方は 各 i で αi > 0 か つ p1 < p2 < · · · < pk の

よ う に 小さ い 順に 並べ る こ と に す れ ば 只 1通り で あ る ． �

命題 5.6 正整数m, n の 最小公倍数を l， 最大公約数を d と す る ．

(1) m, n の 任意 の 公約数 k に 対し k|d

(2) m, n の 任意 の 公倍数 k に 対し l|k

(3) mn = dl

証明 系 5.5 を 考え て ， m = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k か つ n = pβ1

1 pβ2

2 · · ·pβk

k か つ 各 i で αi + βi > 0

と なる 素因 数分解が 一 意 に 存在す る ． 各 i で di = min(αi, βi), li = max(αi, βi) と す る ．

(1) k は 公約数なの で k = pγ1

1 pγ2

2 · · · pγk

k と なる γi (≤ di) が 存在す る ． よ っ て ， k|d．

(2) k は 公倍数なの で k = pγ1

1 pγ2

2 · · · pγk

k と なる γi (≥ li) が 存在す る ． よ っ て ， l|k．

(3)明ら か に d = pd1

1 pd2

2 · · · pdk

k か つ k = pl1
1 pl2

2 · · ·plk
k と なる ． 各 i で di + li = max(αi, βi)+

min(αi, βi) = αi + βi なの で mn = dl． �

NOTE: こ の 定理は 容易 に 一 般の 整数m, n を 取り 扱 え る よ う に 拡張で き ， こ れ が 定理

4.13 に 一 致． 一 方， 本定理の 証明は 素因 数分解の 概念を 利用す る 事に よ っ て 定理 4.13 の

証明に 比べ 非常に 見通しが 良く なっ て い る ．
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5.2 エラ トステネスの 篩

ア ル ゴリ ズム 5.7 エラ トステネスの 篩 (Eratosthenes’s sieve) と は ， 以 下の よ う に 定義 さ

れ る 与え ら れ た 上限ま で の 素数を 全て 求 め る ア ル ゴリ ズム で あ る ．

(1) 求 め る 素数の 上限値を n と す る ． 最初に ， 2 か ら n ま で の リ ストを 作成．

(2) リ ストに 残っ て い る 印 の つ い て い ない 最小の 整数を 探す ． 見つ か っ た 整

数 n に © 印 を 付け ， n 以 外の n の 倍数全て に × 印 を 付け る ．
(3) (2) の 作業を リ ストに 残っ て い る 印 の つ い て い ない 最小の 整数が

√
n よ り

大き く なる ま で 繰り 返し実行．

(4) 最終的に © 印 が つ い た 整数と 印 が つ い て い ない 整数は 全て 素数で あ り ，
× 印 が 付い た 整数は 全て 合成数で あ る と 判定す る ． �

例 5.8 30 ま で の 素数を エラ トステネスの 篩で 調べ て みよ う ．

2 3 54 6 7 8 109

12 13 17 18 19 2016151411

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

2 3 54 6 7 8 109

12 13 17 18 19 2016151411

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

2 3 54 6 7 8 109

12 13 17 18 19 2016151411

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Step 1

Step 2

Step 3

こ こ で ， 7 >
√

30 で あ る の で Step 4 は 存在しない ． よ っ て ， 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29 が

30 以 下の 全て の 素数の 並べ 挙げ で あ る こ と が 分か る ． �

補題 5.9 ど ん な合成数 n も ， あ る
√

n 以 下の 素数の 倍数で あ る ．

証明 n は 合成数なの で ， あ る 2 以 上の 整数 n1, n2 が 存在して n = n1n2． こ の と き ， 明ら

か に ni ≤
√

n が i = 1 か i = 2 の い ず れ か で 成立． こ こ で ， p を
√

n 以 下と なる 方の ni の

一 つ の 素因 数と す る ． こ の と き 明ら か に ， p は
√

n 以 下で あ り ， ま た p|n で あ る ． �

命題 5.10 与え ら れ た 正整数 n に 対しエラ トステネスの 篩を 実行した と す る ． こ の と き ，

エラ トステネスの 篩は 素数探索法と して 健全で あ る ， す なわ ち ， 素数と 判定さ れ た 整数は

素数で あ り ， 合成数と 判定さ れ た 整数は 合成数で あ る ． ま た ， エラ トステネスの 篩は 有限

時間 で 出力を 返す ．
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証明 各ステップ で 必ず 一 つ 印 が 付け ら れ る の で ， 高々 n − 1ステップ の 操作で 全て の 整

数に 印 が 付け ら れ る ． よ っ て ， 必ず 有限時間 で 出力を 返す ．

次に ， エラ トステヌスの 篩の 健全性を 示す ． こ こ で 明ら か に ，
√

n 以 下の 整数に は © 印 か
× 印 が 付け ら れ て お り ， √

n よ り 大き い 整数に は × 印 が 付け ら れ て い る か 印 が 付け ら れ て
ない か で あ る 事に 注意 ．

任意 の 整数 i (2 ≤ i ≤ √
n) に 対し， © 印 が つ い た i 以 下の 整数全体が i ま で の 素数全体に

一 致す る 事を ， i に 関 す る 帰 納法で 示す ． i = 2 の と き は 明ら か ． i > 2 と す る ． 帰 納法の

仮定よ り i − 1 以 下の © 印 が つ い た 整数全体は i − 1 ま で の 素数全体に 一 致す る ． i に ©
印 が つ い た と す る と ， i− 1 以 下の 全て の 倍数で ない と 言う こ と なの で 確 か に 素数で あ る ．

i に × 印 が つ い た と す る ． こ の と き は ， あ る 2 以 上 i − 1 以 下の あ る 整数の 倍数だ っ た と

い う 事なの で 確 か に 合成数で あ る ． 以 上よ り ，
√

n 以 下の 整数に 対して は 健全性が 成立す

る こ と が 示さ れ た ．

i を
√

n よ り 大き い 整数と す る ． i に × 印 が 付け ら れ て い る 場合は ， あ る 2 以 上 i − 1 以 下

の 整数の 倍数だ っ た と い う 事なの で 確 か に 合成数で あ る ． i に 印 が 付け ら れ て い なか っ た

場合は ，
√

n 以 下の 数の 倍数で は 無い の で ， 補題 5.9 よ り 素数で あ る ．

以 上よ り ， エラ トステヌスの 篩の 健全性が 示さ れ た ． �

NOTE: エラ トステネス (Eratosthenes) は 紀 元前 3世紀 に 活躍した ア レ クサン ドリ ア 図

書館 の 館 長． 地球 の 周囲 の 長さ を き わ め て 正確 に 測定した 事で 有名． なお ， 彼の ア ダナは

「 β(ベ ー タ)」 で あ っ た ． こ の ア ダナの 由来に は 二つ の 説が あ る ． 一 つ 目は ， プ ラ トン に 続

い て 古代で ２ 番目に 賢い 人物と い う 意 味で あ り ， 二つ 目は ， 彼は 当時の あ り と あ ら ゆ る 学

問に 通じ て お り ， ど の 分野で も そ の ２ 番以 内で あ っ た と い う 説で あ る ． ど ち ら に せ よ ， と

ん で も ない 男で あ っ た の は 間 違い ない ． ち なみに ， ア レ クサン ドリ ア 図書館 と は ， 紀 元前

290年頃に 建設が 始ま り 蔵書が 70万巻 に も 上っ た と い う 当時の 世界の “知” の 中心． だ が

紀 元前 48年， カエサル の ア レ クサン ドリ ア 戦争で 消滅した … … ， 残念無念 (戦争は い け ま

せ ん ね )．

5.3 い ろ い ろ な素数

本節は ， 教科書 3.1節の 中程 (pp.109–110) に 対応す る ．

5.3.1 メ ル セン ヌ素数

定義 5.11 正整数n を 用い て 2n−1 と い う 形で 表さ れ る 数を メ ル セン ヌ数 (Mersenne num-

ber) と 呼ぶ ． 特に ， 素数で あ る メ ル セン ヌ数を メ ル セン ヌ素数 (Mersenne prime number)

と 呼ぶ ． なお ， n次の メ ル セン ヌ数 2n − 1 を Mn で 記 す ． �

NOTE: 2進法で 記 述す る と ， メ ル セン ヌ数と は 1だ け が 並ぶ 数に なる (1, 11, 111, 1111, . . .)．

NOTE: なお ， メ ル セン ヌ素数が 無限個存在す る か ど う か は 現在に 至っ て も い ま だ 分か っ

て い ない ．
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命題 5.12 メ ル セン ヌ数Mn が 素数に なる の は n が 素数の 場合に 限る ．

証明 対偶 を 示す ． n を 合成数と し n = ks (1 < k < n) と す る ． こ の と き ，

2n − 1 = (2k)s − 1 = (2k − 1)(2k(s−1) + 2k(s−2) + · · ·+ 2k·1 + 2k·0)

よ っ て ， 2n − 1 も 合成数に なる ． �

NOTE: で は 逆 に ， n が 素数なら ば Mn は 素数に なる で あ ろ う か ？ 実際， か っ て は ， n が

素数の と き は い つ で も メ ル セン ヌ数Mn が 素数に なる と 考え ら れ て い た ． しか しなが ら ，

1536年に M11 が 合成数で あ る こ と が 発見さ れ た (M11 = 211 − 1 = 2047 = 23 · 89)．

命題 5.13 (ル カスの 方法) 数列 Si を S0 = 4 か つ Si+1 = S2
i − 2 で 定義 す る ． こ の と き

n ≥ 2 に 対し以 下の 関 係が 成立．

Mnが 素数 ⇐⇒ Mn | Sn−2 �

こ の 証明は ， 初等的に 証明で き る も の の ， あ ま り に 膨大な量に なる た め に 割 愛 す る ．

NOTE: ル カス (Lucas) は 上記 の 命題 (厳密に は ち ょ っ と 違う ) を 利用して 1876年に

M127 = 170141183460469231731687303715884105727

が 素数で あ る こ と を 発見した ． こ れ は 計算機 が 開発さ れ ， よ り 大き な素数を 発見す る ま で

人類が 知る 最大の 素数の 栄 誉を 担っ た ． なお ， 現在で も メ ル セン ヌ数は 巨大素数の 発見に

利用さ れ て い る ．

ち なみに 現在 (本資料作成) の 時点で 知ら れ て い る メ ル セン ヌ素数は た っ た の 42個． そ の

う ち 最大の メ ル セン ヌ素数は 今年 (2005年) の 2月 18日に 発見さ れ た M25964951 で あ る (何

と 7816230桁)． ち なみに ， こ の メ ル セン ヌ素数は GIMPS(Great Internet Mersenne Prime

Search) と 言う 巨大メ ル セン ヌ素数の 発見だ̇ け̇ を 目的と して 立ち 上げ ら れ た マ ニア ックな

プ ロ ジェクトに よ っ て 発見さ れ た ．

命題 5.14 Mn を メ ル セン ヌ素数と す れ ば ，
Mn(Mn+1)

2
は 完 全数で あ る ． �

本題か ら そ れ ま く っ て き た の で ， 証明は 割 愛 す る ．

NOTE: こ こ で ， 完 全数 (perfect number) と は ， 自分自身と 異 る 約数の 総和が 元の 数に 等

しく なる 数の こ と で あ る ． 例え ば ， 6 は 完 全数で あ る (6 = 1+2+3)． なお ， こ の 命題は エ

ウ クレ イ デスの 『 原論』 に す で に 示さ れ て い た ． 当時 (紀 元前 4世紀 ) す で に 6, 28, 496, 8128

が 完 全数で あ る こ と が 知ら れ て い た ． なお ， こ の 2000年後に オイ ラ ー に よ っ て ， 偶 数の 完

全数が 全て メ ル セン ヌ素数Mn を 用い て
Mn(Mn+1)

2
と 記 せ る こ と が 証明さ れ た ． 一 方， 奇

数の 完 全数は 一 つ も 知ら れ て い ない (4k + 3 の 形の 完 全数が 無い こ と は 知ら れ て い る )．
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5.3.2 フ ェル マ ー 素数

定義 5.15 自然数nを 用い て 22n

+1と い う 形で 表さ れ る 数を フ ェル マ ー 数 (Fermat number)

と 呼ぶ ． 特に ， 素数で あ る フ ェル マ ー 数を フ ェル マ ー 素数 (Fermat prime number) と 呼

ぶ ． なお ， n次の フ ェル マ ー 数 22n

+ 1 を Fn で 記 す ． �

NOTE: フ ェル マ ー 数は 「 フ ェル マ ー の 大定理」 で 有名なフ ェル マ ー が 考え た 素数生成

列 (と 当人は 考え て い た )． 実際， n = 0, 1, 2, 3, 4 に 対して Fn = 3, 5, 17, 257, 65537 は 全て

素数で あ る ． だ が 残念なが ら F5 は 合成数に なる (F5 = 641 × 6700417)． こ の 反例は オイ

ラ ー が 1732年に 示した ． オイ ラ ー は ， フ ェル マ ー 数Fn の 因 数が k2n+2 + 1 の 形に なる こ

と を 利用して F5 の 素因 数分解を 行っ た ． なお ， フ ェル マ ー 素数は F0, F1, F2, F3, F4 の 5 つ

しか 知ら れ て い ない ． さ ら に 言う と ， こ れ ら 以 外の フ ェル マ ー 素数が 存在す る か ど う か も

い ま だ 分か っ て い ない ．

命題 5.16 正 n角形が 作図可能で あ る た め の 必要十分条件は ， n が 異 なる フ ェル マ ー 素数

の 積と 2 の 巾の 積で あ る こ と で あ る ． �

こ の 命題は ， 講義 の 最後の 方で 行う 「 群論」 の 概念を マ スター し， さ ら に そ の 先に あ る 数

学で 最も 美しい 理論の 一 つ と 言わ れ る 「 ガロ ア 理論」 を 習得し， さ ら に ガロ ア 理論を 自由

自在に 使い こ なして 初め て 証明で き る ． と い う わ け で ， 証明は 割 愛 す る ．

NOTE: 作図問題と は 定規 (与え ら れ た ２ 点を 通る 任意 長の 線分を 描け る ) と コン パ ス (与

え ら れ た ２ 点の 長さ を 計り ， そ の 長さ を 半径と す る 円 を 任意 の 点を 中心に 描け る ) だ け で

作図を 試みる 問題で あ り ， 古代ギリ シア で 非常に 活発に 研究 さ れ た ． 古代ギリ シア の 三大

作図問題と して 以 下の よ う な問題が あ る ．

• 与え ら れ た 円 と 等しい 面積を も つ 正方形の 作図 (円 積問題)

• 与え ら れ た 立方体の 体積の 2倍に 等しい 体積を も つ 立方体の 作図 (立方体倍積問題)

• 与え ら れ た 角を 三等分す る (角の 三等分問題)

古代ギリ シア 時代よ り ， こ の 3 つ の 問題は 長い 間 数学者を 悩ま せ て き た ． こ れ ら の 問題は

全て 作図不能で あ る の だ が ， そ の 証明は ， 19世紀 に なり ガロ ア 理論の 登場を 待つ 必要が

あ っ た ．

NOTE: ガウ スが 19才の と き に 正 17角形の 作図法を 発見して ， 喜 び の あ ま り ， 生涯を

数学に 捧げ よ う と 決心した こ と は 有名． なお 私も こ の 作図法を 読ん で みた が ， あ ま り に 複

雑で 途中で 投げ 出して しま っ た … … ．

演 習課題

問 5.1 素数が 無限個存在す る 事を 示せ ．
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