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2.1 関 係

本節は ， 教科書 1.2.1節 (pp.9–12) に 対応す る ．

定義 2.1 集合 A上の 2項関 係 (binary relation) と は 直積集合 A × A の 部分集合で あ る ．

2項関 係R に た い し， 慣 習に 従い (a1, a2) ∈ R を a1Ra2 で 略記 す る ． �

NOTE: 上記 の 定義 に お い て “集合A” の と こ ろ を “空で ない 集合A” に 限定す る こ と も

あ る (教科書は そ う なっ て る )． ま た ， 2項関 係の 事を 単に 関 係と 呼ぶ こ と も あ る ．

例 2.2 以 下で は ， 集合X = {0, 1, 2}上で の 2項関 係の 例を 与え る ．

• <
def
== {(0, 1), (0, 2), (1, 2)}

• >
def
== {(1, 0), (2, 0), (2, 1)}

• ≤ def
== {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 2)}

• R1
def
== {(0, 1), (1, 0), (1, 2), (2, 1)}

• R2
def
== {(0, 2), (2, 2)}

ま た ， 関 係は 以 下の よ う に 図示す る こ と も あ る ． なお ， 左図が 関 係R1， 右 図が 関 係R2 に

対応す る ．

0 0

21 2 1 �

定義 2.3 集合A上の ２ 項関 係R に 対し， 以 下の 概念を 定義 す る ．

• R が 反射性 (reflexivity) を 満た す
def⇐⇒ ∀a ∈ A. aRa

• R が 対称性 (symmetry) を 満た す
def⇐⇒ ∀a1, a2 ∈ A. [a1Ra2 ⇒ a2Ra1]

• Rが 反対称性 (antisymmetry)を 満た す
def⇐⇒ ∀a1, a2 ∈ A. [a1Ra2∧a2Ra1 ⇒ a1 = a2]

• R が 推移 性 (transitivity) を 満た す
def⇐⇒ ∀a1, a2, a3 ∈ A. [a1Ra2 ∧ a2Ra3 ⇒ a1Ra3]

• R が 非反射性 (irreflexivity) を 満た す
def⇐⇒ ∀a ∈ A. ¬aRa

• R が 比較 可能性 (comparability) を 満た す
def⇐⇒ ∀a1, a2 ∈ A. [a1Ra2 ∨ a2Ra1] �
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NOTE: 「 R が 反射性を 満た す 」 と 言う 代わ り に ，「 R が 反射性を 持つ 」 や 「 R が 反射的

(reflexive) で あ る 」 や 「 R が 反射律 (reflexive law) を 満た す 」 と 言う こ と も あ る ．

NOTE: 比較 可能性は ∀a1, a2 ∈ A. [a1 6= a2 ⇒ a1Ra2 ∨ a2Ra1] で 定義 さ れ る こ と も あ る ．

命題 2.4 X を 族 (す なわ ち ， 集合の 集合) と す る ． こ の と き ， X 上の 部分集合関 係⊆ は
反射性と 推移 性を 満た す ．

証明 反射性， す なわ ち ， 任意 の A ∈ X に 対し A ⊆ A で あ る こ と は 明ら か ．

次に 推移 性を 示す ． A, B, C ∈ X か つ A ⊆ B ⊆ C と す る ． 任意 の a ∈ A に 対しA ⊆ B よ

り a ∈ B， さ ら に ， B ⊆ C よ り a ∈ C． よ っ て ， A ⊆ C． �

定義 2.5 R を 集合X上の 関 係と す る ．

• R の 推移 閉包 (transitive closure) と は R を 含 み推移 性を 満た す 最小の 関 係の こ と で

あ る ．

• R の 反射・ 推移 閉包 (reflexive-transitive closure) と は R を 含 み反射性と 推移 性を 満

た す 最小の 関 係の こ と で あ る ．

なお ， 上記 の 最小性は 部分集合関 係に 対して 定義 さ れ る ． �

定義 2.6 R を 集合X上の 関 係と す る ． 各Ri を 以 下の よ う に 再帰 的に 定義 す る ．

• R0
def
== {(x, x) | x ∈ X}

• R1
def
== R

• Rn
def
== Rn−1 ∪ {(x, z) | ∃y. (x, y), (y, z) ∈ Rn−1} if n ≥ 2

ま た ， 関 係R+ と R∗ を 以 下で 定義 す る ．

• R+ def
==

∞⋃

i=1

Ri

• R∗ def
==

∞⋃

i=0

Ri �

補題 2.7 R を 集合X上の 関 係と す る ． 1 ≤ n ≤ m の と き は い つ で も Rn ⊆ Rm が 成立．

証明 m = n + k と す る ． k に 関 す る 帰 納法で 題意 を 示す ．

Basis k = 0 と す る ． Rm = Rn+0 = Rn よ り Rn ⊆ Rm は 明ら か に 成立．

I.S. k > 0 と す る ． 帰 納法の 仮定よ り Rn ⊆ Rm−1． ま た ， m ≥ 2 なの で ， 定義 よ り

Rm−1 ⊆ Rm． �

命題 2.8 R を 集合X上の 関 係と す る ． こ の と き ， R+ は R の 推移 閉包で あ り ， R∗ は R の

反射・ 推移 閉包で あ る ．
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証明 R+ が R の 推移 閉包で あ る 事の みを 示す (R∗ が R の 反射・ 推移 閉包で あ る 事は 同様

の 手法で 証明で き る )．

• R+ が R を 含 む こ と ， す なわ ち R ⊆ R+ を 示す ．

定義 よ り 明ら か に R = R1 ⊆
⋃∞

i=1 Ri = R+

• R+ が 推移 性を 満た す こ と を 示す ．

(x, y), (y, z) ∈ R+ と す る ． 定義 よ り ， あ る n, m が 存在して (x, y) ∈ Rn か つ (y, z) ∈
Rm． k = max(n, m) と す る と 命題 2.4 よ り Rn ⊆ Rk か つ Rm ⊆ Rk． よ っ て ，

(x, y), (y, z) ∈ Rk． 定義 よ り (x, z) ∈ Rk+1． よ っ て (x, z) ∈ R+ が 成立．

• 最小性， す なわ ち ， R′ を R を 含 み推移 性を 満た す 任意 の 関 係と しR+ ⊆ R′ を 示す ．

任意 の n(≥ 1) に 対しRn ⊆ R′ を 示せ ば 十分． n に 関 す る 帰 納法で 示す ．

Basis n = 1 の 場合を 考え る ． R′ は R を 含 む の で R1 = R ⊆ R′．

I.S. n > 1 の 場合を 考え る ． 定義 よ り Rn = Rn−1 ∪ {(x, z) | ∃y. (x, y), (y, z) ∈
Rn−1}． 帰 納法の 仮定よ り Rn−1 ⊆ R′ で あ る の で ， {(x, z) | ∃y. (x, y), (y, z) ∈
Rn−1} ⊆ R′ を 示せ ば 十分． (x, y), (y, z) ∈ Rn−1 と す る ． 帰 納法の 仮定よ り

(x, y), (y, z) ∈ R′． R′ は 推移 性を 満た す の で (x, z) ∈ R′． よ っ て ， Rn ⊆ R′． �

NOTE: 本資料で は R+ や R∗ と 推移 閉包や 反射・ 推移 閉包の 定義 を 分離した ． しか しな

が ら ， 多く の 教科書や 文献で は R+ を 推移 閉包の 略記 と して ， R∗ を 反射・ 推移 閉包の 略

記 と して 直接定義 して あ る ．

NOTE: 教科書で は R の 推移 閉包を R∗ で 記 して い る (p.12)． だ が ， 通常は 本資料の よ う

に ， 推移 閉包を R+ で 記 し， R∗ は 反射・ 推移 閉包を 表現す る の に 用い ら れ る ． 注意 さ れ

た し．

2.2 同値関 係と 商集合

本節は ， 教科書 1.2.3節 (pp.19–23) に 対応す る ．

定義 2.9 反射的か つ 推移 的か つ 対称的な２ 項関 係を 同値関 係 (equivalence relation) と 呼

ぶ ． �

定義 2.10 R を 集合A上の 同値関 係と す る ． こ の と き ， 各 a ∈ A に 対し a の 同値類 (equiv-

alence class) [a]R は 以 下で 定義 さ れ る ．

[a]R
def
== {a′ ∈ A | a′Ra}

ま た ， 集合A の R に よ る 商集合 (quotient set) A/R は 以 下で 定義 さ れ る ．

A/R
def
== {[a]∼ | a ∈ A}

なお ， 文脈か ら 明ら か なと き に は [a]∼ を 単に [a] で 記 す こ と も あ る ． �
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定義 2.11 X を 空で ない 集合と し T を X の 部分集合よ り なる 集合と す る (す なわ ち T ⊆
2X)． こ の と き T が 以 下の 3 つ の 条件を 満た す なら ば T は X の 直和分解 (direct sum de-

composition) と 呼ば れ る ．

(1) X =
⋃

C∈T C

(2) ∀C, C ′ ∈ T. [C = C ′ ∨ C ∩ C ′ = ∅]

(3) ∀C ∈ T. C 6= ∅ �

NOTE: 教科書の 直和分解の 定義 は 条件 (3) を 要求 して い ない ． しか し， 通常は 本資料の

定義 の よ う に 条件 (3) も 要求 す る ．

次の 命題よ り ， 同値関 係に よ り 定義 さ れ る 商集合が 与え ら れ た 集合の 直和分解を 与え て い

る こ と が 分か る ． こ の 事実に よ り ， 同値関 係は 様々 な場所で 重要な役割 を 果た す こ と に な

る の で あ る ． 本講義 で も しば しば 利用す る こ と に なる で あ ろ う ．

命題 2.12 R を 集合A上の 同値関 係と す る ． こ の と き ， R に よ る A の 商集合A/R は A の

直和分解で あ る ．

証明

(1) A =
⋃

[a]R∈A/R[a]R を 示す ．

定義 よ り
⋃

[a]R∈A/R[a]R =
⋃

a∈A[a]R で あ る の で ， A =
⋃

a∈A[a]R を 示せ ば 十分．

(⊆) x ∈ A と す る ． R は 反射性を 持つ の で x ∈ {a | aRx} = [x]R．

よ っ て ， x ∈ ⋃

a∈A[a]R．

(⊇)
⋃

a∈A[a]R ⊆ ⋃

a∈A A = A．

(2) 任意 の [x]R, [y]R ∈ A/R に 対し [x]R = [y]R ∨ [x]R ∩ [y]R = ∅ が 成立す る こ と を 示す ．

• xRy の 場合を 考え る ． こ の と き ， [x]R = [y]R と なる 事を 示す ．

最初に ， [x]R ⊆ [y]R を 示す ． a ∈ [x]R と す る ． 定義 よ り aRx． R は 推移 性を 持

つ の で aRy． よ っ て ， a ∈ [y]R．

次に ， [y]R ⊆ [x]R を 示す ． a ∈ [y]R と す る ． 定義 よ り aRy． R を 対称性を 持つ

の で 仮定よ り yRx． R は 推移 性を 持つ の で aRx． よ っ て ， a ∈ [x]R．

• ¬xRy の 場合を 考え る ． こ の と き ， [x]R ∩ [y]R = ∅ と なる こ と を 示す ．
あ る z ∈ [x]R ∩ [y]R が 存在と 仮定す る ． 仮定よ り zRx か つ zRy． R は 対称性を

持つ の で xRz． ま た ， R は 推移 性を 持つ の で xRy と なり 矛盾す る ．

(3) ∀[a]R ∈ A/R. [a]R 6= ∅ を 示す ．
R は 反射性を 持つ の で ， 任意 の a ∈ A に 対して a ∈ [a]R， す なわ ち [a]R 6= ∅ が 成立．

�
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2.3 順序

本節は ， 教科書 1.2.2節の 前半 (pp.12–16) に 対応す る ．

定義 2.13

• 反射的か つ 推移 的な２ 項関 係を 擬順序 (quasi-order) と 呼ぶ ．

• 反射的か つ 推移 的か つ 反対称的な２ 項関 係を 半順序 (partial order) と 呼ぶ ．

• 推移 的か つ 非反射的な２ 項関 係を 狭義 の 半順序 (strict partial order) と 呼ぶ ．

• 比較 可能性を 持つ 半順序の こ と を 全順序 (total order) と 呼ぶ ． �

NOTE: 擬順序,半順序,狭義 の 半順序を そ れ ぞ れ .,≤, < で 記 す こ と が 多い ．

定義 2.14 集合 A と A上の あ る 半順序 ≤ の 組み (A,≤) を 半順序集合 (partially ordered

set ま た は poset) と 呼び ， 特に ， ≤ が 全順序の と き 全順序集合 (totally ordered set) と 呼

ぶ ． �

NOTE: 教科書で は “半順序” の こ と を 単に “順序” と 呼び ， “半順序集合” の こ と を 単に

“順序集合” と 呼ん で い る ．

定義 2.15 (X,≤) を 半順序集合， U を X の 部分集合と し， x ∈ X と す る ．

• x が U の 上界 (upper bound)
def⇐⇒ ∀y ∈ U. y ≤ x

• x が U の 下界 (lower bound)
def⇐⇒ ∀y ∈ U. x ≤ y

• x が U の 最大元 (gratest element)
def⇐⇒ x ∈ U ∧ ∀y ∈ U. y ≤ x

• x が U の 最小元 (least element)
def⇐⇒ x ∈ U ∧ ∀y ∈ U. x ≤ y

• x が U の 極大元 (maximal element)
def⇐⇒ x ∈ U ∧∀y ∈ X[x ≤ y∧x 6= y ⇒ y 6∈ U ]

• x が U の 極小元 (minimal element)
def⇐⇒ x ∈ U ∧∀y ∈ X[y ≤ x∧ x 6= y ⇒ y 6∈ U ]

• x が U の 上限 (least upper bound, supremum)
def⇐⇒ x が U の 最小上界， す なわ ち

U の 上界全体か ら なる 集合の 最小元

• x が U の 下限 (gratest lower bound, infimum)
def⇐⇒ x が U の 最大下界， す なわ ち

U の 下界全体か ら なる 集合の 最大元 �

命題 2.16 (X,≤) を 半順序集合と し， U を X の 部分集合と す る ． U の 最大元は 高々 1 つ

しか 存在しない ．

証明 相異 なる U の 最大元 x, y が 存在す る と 仮定す る ． 最大元の 定義 よ り x ≤ y か つ

y ≤ x． 半順序は 反対称性を 持つ の で x = y と なり 矛盾す る ． �

15



上記 の 命題と 同様に 最小元・ 上限・ 下限も 高々 1 つ しか 存在しない ． た だ し， 極大元・ 極

小元は 2 つ 以 上存在す る 場合も あ る ， 注意 さ れ た し．

NOTE: “最大元” と “極大元” の 違い は 非常に 微妙で あ り ， 最初は か なり 混乱す る で あ ろ

う ． だ が ， こ の 違い は 高校の 微積の 授業で 習っ た “最大値” と “極大値” の 違い に だ い た い

対応して い る ． こ の 事実に 気 づ け ば 少しは イ メ ー ジも 湧い て く る で あ ろ う … … 多分．

2.4 束

本節は ， 教科書 1.2.2節の 後半 (pp.16–19) に 対応す る ．

定義 2.17 半順序集合 (A,≤) に お い て ， 全て の A の 空で ない 有限部分集合が 上限と 下限

を 持つ と き (A,≤) を 束 (lattice) と 呼ぶ ． 特に ， 全て の A の 部分集合が 上限と 下限を 持つ

なら ば 完 備束 (complete lattice) と も 呼ぶ ． �

全て の 束が 完 備束で 無い こ と に 注意 さ れ た し． 例え ば ， (Z,≤) は 束で は あ る が 完 備束で は

ない ．

NOTE: 上記 の 束の 定義 の “全て の A の 空で ない 有限部分集合が ” の 部分は ， 教科書で は

“全て の A の 有限部分集合が ” と なっ て い る ． そ の た め 束の 概念が 微妙に 異 なっ て い る ．

定義 2.18 (A,≤) を 束と す る ． 各 x, y ∈ A に 対し， A の 部分集合 {x, y} の 上限を x と y の

結び (join) と 呼び x∨ y で 記 す ． ま た ， {x, y} の 下限を x と y の 交わ り (meet) と 呼び x∧ y

で 記 す ． �

NOTE: 教科書で は x と y の 結び を x + y で ， x と y の 交わ り を x · y で 記 して い る ．

定理 2.19 (A,≤) を 束と す る ． こ の 時， 任意 の x, y, z ∈ A に 対して 次の 等式が 成立す る ．

(1) 結合律 (associative law): x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

(2) 交換 律 (commutative law): x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x

(3) 吸 収律 (idempotent law): x ∨ (x ∧ y) = x, x ∧ (x ∨ y) = x

証明 A の 部分集合 U の 上限を lub(U) で 記 し， 下限を glb(U) で 記 す ．

(1) 結合律: x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z の みを 示す ． なお ， x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z も 同

様に 証明で き る ．

x ∨ (y ∨ z) が {x, y, z} の 上界で あ る こ と は 明ら か ． u を {x, y, z} の 任意 の 上界と
す る ． u は {y, z} の 上界で も あ る か ら ， 上限の 定義 よ り y ∨ z ≤ u． 再び 上限の 定

義 よ り x ∨ (y ∨ z) ≤ u． よ っ て ， x ∨ (y ∨ z) = lub({x, y, z}) と なる ． 同様に して ，
(x ∨ y) ∨ z = lub({x, y, z}) も 示せ る ． よ っ て ， x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z が 成立．

(2) 交換 律: x ∨ y = lub({x, y}) = y ∨ x． x ∧ y = glb({x, y}) = y ∧ x．
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(3) 吸 収律: x ∧ y ≤ xなの で ， x は {x, x ∧ y} の 最大元で あ る ， そ れ ゆ え に 上限で あ る ．
す なわ ち x ∨ (x ∧ y) = x． ま た ， x ∧ (x ∨ y) = x も 同様に 示せ る ． �

定理 2.20 A を 集合と し∨,∧ を 定理 2.19 の 条件 (1–3) を 満た す A上の 二項関 係と す る ． こ

こ で ， A上の 二項関 係≤ を
x ≤ y

def⇐⇒ x ∨ y = y

で 定義 す る ． こ の と き ， ∨ と ∧ は ≤ に 関 して そ れ ぞ れ 上限と 下限を 定義 して い る ． さ ら
に ， (A,≤) は 束と なる ．

証明

(I) ∨ と ∧ が 共に ベ キ等律 (absorptive law) を 持つ こ と ， す なわ ち ， x ∨ x = x か つ

x∧x = x を 示す ． こ れ は 吸 収律を 繰り 返し適用す る こ と に よ り 以 下の よ う に 示せ る ．

x = x ∨ (x ∧ (x ∨ y)) = x ∨ x， x = x ∧ (x ∨ (x ∧ y)) = x ∧ x

(II) ≤ が 半順序で あ る こ と を 示す ．

反射律: ベ キ等律よ り ≤ は 反射的で あ る ．
推移 律: x ≤ y ≤ z と す る ． ≤ の 定義 よ り x ∨ y = y か つ y ∨ z = z． よ っ て ， 結合

律を 考え て x ∨ z = x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z = y ∨ z = z． す なわ ち ， x ≤ z．

反対称律: x ≤ y か つ y ≤ x と す る ． ≤ の 定義 よ り x ∨ y = y か つ y ∨ x = x． よ っ

て ， 交換 律を 考え て x = y ∨ x = x ∨ y = y．

(III) ∨ が 上限を 定義 して い る こ と を 示す ． x, y ∈ A と す る ． 結合律と ベ キ等律よ り x ∨
(x ∨ y) = (x ∨ x) ∨ y = x ∨ y で あ る の で ， x ≤ x ∨ y． ま た ， 結合律と 交換 律と ベ

キ等律よ り y ∨ (x ∨ y) = y ∨ (y ∨ x) = (y ∨ y) ∨ x = y ∨ x = x ∨ y で あ る の で ，

y ≤ x ∨ y． よ っ て ， x ∨ y は {x, y} の 上界で あ る ．
u を {x, y} の 任意 の 上界と す る ． こ の と き ， x ∨ u = u か つ y ∨ u = u． 結合律よ り

(x ∨ y) ∨ u = x ∨ (y ∨ u) = x ∨ u = u． よ っ て ， x ∨ y ≤ u． よ っ て ， x ∨ y は {x, y}
の 最小上界， す なわ ち ， 上限で あ る ．

(IV) ∧ が 下限を 定義 して い る こ と を 示す ． x, y ∈ A と す る ． 結合律と 吸 収律よ り (x ∧
y) ∨ x = x ∨ (x ∧ y) = x なの で x ∧ y ≤ x． ま た ， 結合律と 交換 律と 吸 収律よ り

(x∧ y)∨ y = y ∨ (x∧ y) = y∨ (y∧ x) = x なの で x∧ y ≤ y． よ っ て ， x∧ y は {x, y}
の 下界で あ る ．

u を {x, y} の 任意 の 下界と す る ． こ の と き ， u ∨ x = x か つ u ∨ y = y． よ っ て ，

u ∨ (x ∧ y) = (u ∧ (u ∨ y)) ∨ (x ∧ y) 吸 収律よ り

= ((u ∧ (u ∨ x)) ∧ (u ∨ y)) ∨ (x ∧ y) 吸 収律よ り

= ((u ∧ x) ∧ (u ∨ y)) ∨ (x ∧ y) u ∨ x = x よ り

= ((u ∧ x) ∧ y) ∨ (x ∧ y) u ∨ y = y よ り

= (u ∧ (x ∧ y)) ∨ (x ∧ y) 結合律よ り

= ((x ∧ y) ∧ u) ∨ (x ∧ y) 交換 律よ り

= (x ∧ y) ∨ ((x ∧ y) ∧ u) 交換 律よ り

= x ∧ y 吸 収律よ り
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よ っ て ， u ≤ x ∧ y． よ っ て ， x ∧ y は {x, y} の 最大下界， す なわ ち ， 下限で あ る ．

(V) 任意 の A の 空で ない 有限部分集合U が 上限と 下限を 持つ こ と を |U | に 関 す る 帰 納法
で 示す ．

Basis |U | = 1 の 場合を 考え る ． U = {x} と す る と ， 明ら か に lub(U) = glb(U) = x．

I.S. |U | > 1 の 場合を 考え る ． x ∈ U と し， U ′ = U \ {x} と す る ． 帰 納法の 仮定よ り
U ′ の 上限は 存在す る ． u = lub(U ′) と す る ． (III) よ り u ∨ x は {u, x} の 上限な
の で ， u∨x は U の 上界と なる ． u′ を U の 任意 の 上界と す る ． こ の と き x ≤ u′．

ま た ， u′ は U ′ の 上界で も あ る の で u ≤ u′． 再び (III) よ り x ∨ u ≤ u′． よ っ て ，

lub(U) = u ∨ x と なり U の 上限は 存在す る ． 同様に して U の 下限の 存在も 証

明で き る ． �

2.5 帰 納法の 原理

定義 2.21 A を 集合と し≤ を A上の 半順序と す る ． 全て の 空で ない A の 部分集合が 極小

元を 持つ なら ば ≤ を 整礎 (well-founded) で あ る と 呼び ， 全て の 空で ない A の 部分集合が

最小元を 持つ なら ば ≤ を 整列順序 (well-order) と 呼ぶ ． �

なお ， ≤ が 整礎で あ る こ と を ， a > a′ def⇐⇒ a ≥ a′ ∧ a 6= a′ で 与え た 関 係> を 用い て ，

a0 > a1 > a2 > · · · の よ う な無限列が 存在しない こ と で あ る ， と して 定義 す る 場合も 多い ．
こ の 定義 と 上述の 定義 は 等価で あ る (厳密に は 選択公理と 呼ば れ る 公理を 仮定す る 必要が

あ る )．

命題 2.22 自然数上の 通常の 半順序≤ は 整列順序で あ る ． �

こ の 命題を 証明す る た め に は ， 自然数上の 通常の 順序≤ と 自然数自体の 定義 を 与え なけ
れ ば なら ない ． こ れ は 本講義 の 枠組みは 遥か に 越 え て い る た め ， 証明は 割 愛 す る ． なお ，

命題 2.22 の 性質を 自然数の 整列性 (well-ordered property) と 呼ぶ ．

命題 2.23 (数学的帰 納法 (I)) 自然数上の 命題関 数 P (n) が 以 下の 性質を 満た す と す る ．

• P (0) が 成立．

• P (n) が 成立す る なら ば P (n + 1) も 成立す る ．

こ の と き ， 全て の 自然数 n に 対して P (n) が 成立す る ．

証明 A = {n ∈ N | ¬P (n)} と す る ． A = ∅ で あ る こ と を 示せ ば 十分． A 6= ∅ と 仮定して
矛盾を 導く ．

自然数の 整列性よ り A は 最小元を 持つ ． こ の 最小元を k と す る ． k ∈ Aなの で ¬P (k) が

成立． 1 つ 目の 仮定よ り P (0) は 成立して い る の で ， k 6= 0． よ っ て ， あ る k′ が 存在して

k = k′ + 1． k は A の 最小元で あ る の で k′ 6∈ A， す なわ ち P (k′) は 成立す る ． よ っ て ， 2 つ

目の 仮定よ り P (k) が 成立す る の で 矛盾． �
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数学的帰 納法 (I) は 次の よ う に 拡張す る こ と が で き る (証明は 演 習課題に 残して お く )．

命題 2.24 (数学的帰 納法 (II)) 自然数上の 命題関 数 P (n) が 以 下の 性質を 満た す と す る ．

• 任意 の m (< n) で P (m) が 成立す る なら ば P (n) も 成立す る

こ の と き ， 全て の 自然数 n に 対して P (n) が 成立す る ． �

数学的帰 納法は 次に 紹介す る ネー ター 帰 納法 (Neotherian induction) と 呼ば れ る よ り 一 般

的な帰 納法の 特別な場合で あ る ． なお ， ネー ター 帰 納法の 正当性の 証明は 演 習課題に 残し

て お く ．

命題 2.25 (ネー ター 帰 納法) A を 集合と し， > を A上の 整礎順序と す る ． 集合A上の 命

題関 数 P (x) が 以 下の 性質を 満た す と す る ．

• ∀x ∈ A. [∀y ∈ A. [x > y ⇒ P (y)] ⇒ P (x)]

こ の と き ， 全て の x ∈ A に 対して P (x) が 成立す る ． �

演 習課題

問 2.1 関 数 f : A → B の グラ フ graph(f) は 以 下で 定義 さ れ る ．

graph(f)
def
== {(a, b) ∈ A × B | f(a) = b}

よ っ て ， A上の 関 数 f : A → A の グラ フ は A上の 関 係と も 見做せ る ． で は 逆 に ， R が A

上の 関 係で あ る と き ， R が あ る 関 数 f : A → A の グラ フ で あ る (す なわ ち ， 全て の a ∈ A

に 対して 一 意 に f(a) ∈ A が 決定さ れ て い る ) た め の 必要十分条件は 何か ？ 論理式で 書き

下せ ．

問 2.2 例 2.2 で 与え た 関 係R1, R2 の そ れ ぞ れ が ， 反射性・ 対称性・ 反対称性・ 推移 性・ 非

反射性・ 比較 可能性の ど れ を 満た し， ど れ を 満た さ ない か 答え よ ．

問 2.3 以 下の 性質を 持つ 空で ない で き る だ け 簡 単な関 係を そ れ ぞ れ 図示せ よ ．

(i) 推移 性を 持つ が 反射性を 持た ない ．

(ii) 推移 性・ 反射性を 持つ が 対称性を 持た ない ．

(iii) 対称性を 持つ が 推移 性を 持た ない ．

問 2.4 集合A = {0, 1, 2, 3, 4}上の 関 係R を 以 下で 定義 す る ．

R
def
== {(0, 1), (1, 2), (3, 2)}

こ の と き ， R の 推移 閉包R+ と 反射・ 推移 閉包R∗ を 図示せ よ ．

問 2.5 (A,≤) を 束と す る ． A が 有限集合の と き は い つ で も (A,≤) が 完 備束に なる こ と を

示せ ．

問 2.6 命題 2.23 の 証明を 参考に して ， 命題 2.24 と 命題 2.25 の 証明を 完 成せ よ ．
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